Argomento 10
Suggerimenti

Ex. 10.4.

1) La funzione integranda & continua in [2, +00). Quindi la convergenza dell’integrale improprio
va discussa in un intorno di +oo. Poiche per z — +o0 si ha ﬁ ~ L si ottiene ....

2) La funzione integranda e continua in (1,2], ed & illimitata in un intorno destro del punto
x =1, per ogni a > 0. Quindi la convergenza dell’integrale va studiata in tale intorno. Con la
sostituzione t = x — 1 si ottiene: ff ﬁ dxr = fol t% dt, e quindi ......

3) L’integranda ¢ continua in (1,+00), ed ¢ illimitata in un intorno destro del punto z = 1 per
ogni a > 0. Quindi la convergenza dell’integrale improprio va discussa in tale intorno e in un
intorno di +o00. Per ogni 1 < xg < 400 l'integrale f1+°° f (z) dx converge solo se convergono i

due integrali [ f (z)dx e f;;oo f (z) dx. Ma per quanto visto nei due punti precedenti ....

Ex. 10.5 In tutti questi esercizi la funzione integranda ¢ continua nell’intervallo [zq, +00) indicato,
e quindi la convergenza dell’integrale improprio va discussa per gli intorni di +oc.

Ex. 10.6 In tutti questi esercizi, eccetto il 5), la funzione integranda & continua nell’intervallo
(0, b] indicato, ed ¢ illimitata per z — 0. La convergenza dell’integrale improprio va discussa per gli
intorni destri di = 0. Nell’esercizio 5) la funzione & prolungabile con continuita in = 0, ponendo
f(0) = 1; & invece illimitata se z — (1/2)~

Ex. 10.7
1
1) La funzione f (z) = i e continua in [—2,0)U(0, 1], ed illimitata se z — 0. Per la convergenza
T
di f; f (x) dz debbono convergere sia ff)z f (z) dz che fo ) dz.
2+x

2) L’integranda f (z) = ¢ continua in [—1,0)U(0, +00), e non ¢ limitata in un intorno

di 0. Per ogni 0 < zy < +oo I'integrale f e f( ) dr e convergente solo se sono convergenti i
tre integrali fi)l f(x) de, [[°f(z)dze f+°° f(z

3) L’integranda f (z) ¢ continua in (0, +00) e non ¢ limitata in un intorno destro di 0. Per ogni
0 < zp < +o0o l'integrale f0+°° f (x) dz & convergente solo se sono convergenti i due integrali

o f (@) due [ f(x) da
2+«x

T3 —

convergono contemporaneamente gli integrali ffl f(x) dz, [ f(x) dze fjo f(x) dz,con0 <

4) La funzione f(z) = ¢ continua in [—1,0) U (0,3), e l'integrale converge solo se

Ty < 3.
1
5) La funzione integranda f (x) = cos (72) ¢ continua in [0,1/2) U (1/2,1], ed ¢ illimitata per
cos (mz
1



6) Funzione integranda continua in (—1,0) U (0, 2], illimitata per z — (—1)", ma per z — 0 ...

Ex. 10.8. Utilizzare il teorema del confronto (Teor. 10.11)



Argomento 10

Soluzioni
Sol. Ex. 10.1
1) S1, la funzione integranda ¢ illimitata in ogni intorno destro di z = 1.
2) No, la funzione integranda & continua (e quindi limitata) in [2, 10].
3) No, la funzione integranda ¢ prolungabile con continuita in [0, 3], ponendo f (0) = 1.
4) S1, la funzione integranda ¢ illimitata in ogni intorno destro di z = —4.
5) S1, la funzione integranda ¢ illimitata in ogni intorno destro di z = 0.
6) No, la funzione integranda ¢ prolungabile con continuita in [0, 5], ponendo f (0) = 2.

Sol. Ex. 10.2
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Sol. Ex. 10.3

c
C——00

1) /_ zetdr = lim [(z —1)e"]) = —1

< 1
2) / dr = liin [log [log z|] = +o0

. zrlogzx

T 22 +3 N |
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1 (224 3x) cotoo | 2243z, 4
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5) / logzde = lim [z logz — z]. = —1

0 C*)O"’

w/2
6) / tanzdr = lim [—log (cos )y = +o0

0 c—m/2

Sol. Ex. 10.4

1) a>1, 2) a<l; 3) nessuna.

Sol. Ex. 10.5
44z
2 + a2
1 1
@2+ ¥

1) Per x — 400 si ha ~ —, quindi l'integrale diverge.
x

2) Per x — +o0 si ha 5» quindi I'integrale converge.

Ve ~ —=, quindi I'integrale diverge.

r+3 r

1 1
VI+sinz x
Jx —sinz
z(1+3x) 3253

. 1
6) Per x — +o00 si ha ﬂ ~ —=, quindi l'integrale diverge.

x+3 N

3) Per x — +o00 si ha
4) Per x — 400 si ha

, quindi l'integrale diverge.

5) Per x — +o0 si ha

,quindi l'integrale converge.

Sol. Ex. 10.6

1 1
Ve (2—1) - V2

2) Per z — 07 si ha ;/51
er” —

1) Per x — 0" si ha , quindi I'integrale converge.

1
~ S quindi 'integrale diverge.
x

/T 1
e’ —1  Jx

cos’ 1 indi integrale diverge
————— ~ —_ quindi 'integr iverge.
z(5—+/x) bx’ E & &

3) Per x — 07 si ha , quindi I'integrale converge.

4) Per x — 0" si ha



sin x sin(1/2)

5) Per z — (1/2)” si ha P T ~ (1 > , quindi l'integrale diverge.
5 — X
. 1 1 e .
6) Per x — 07" si ha W ~ —, quindi l'integrale diverge.
sinx x
Sol. Ex. 10.7

1)

2)

Entrambi gli integrali fi %ﬁda: e fol %ﬁda: convergono. Quindi l'integrale fj2 %ﬁdaz converge.

2 2
Per x — 0 si ha f(z) = T —~, quindi entrambi gli integrali fflf(:c) dr e
T

v

f (z) dz convergono, qualunque sia xy > 0.
Per z — 400 si ha ~ , quindi l'integrale fmo f () dx converge, V xy > 0.
x

Ve(l+2?) a2z

Di conseguenza l'integrale fjloo f (z) dz converge.

zq
0

Vite-1 r/2 1
xy/x (14 x) T 2V

val —1 1 0 .
e Ve —, quindi integrale f;; f (z) dx diverge, V

zy/z (14 ) N

Di conseguenza l'integrale f0+°° f () dz non converge.

Per x — 07 si ha f(x) =

, quindi Dintegrale [ f (z) dx

converge, ¥V xg > 0.

Per x — 400 si ha

o > 0.

2+«x

2
B T3 — T - /3

seguenza, 'integrale fi f () dz non converge.

P 1. L (nz) 1 . T ) 1 1
_ — = _ —_— = — _— ~ — _
er T B S1 na COS(TTx Cos || X 5 5 s |m | T 5 T\ 5 s
1 1

: _ N — o . 1)2 1
per cui f(z) = e < 1), e quindi gli integrali [;"" f(z) dz e [}, f(z) dz
s

T3

Per x — 0 si ha f(x) , quindi l'integrale ffl f (z) dz diverge. Di con-

divergono. Di conseguenza, 'integrale fol f (z) dz non converge.

_ log (14 2?) log 2
- z/l+z - _\/x+17
—1 < x9 < 0, converge. Osserviamo poi che per x — 0 si ha f(z) ~ z, e quindi f &
prolungabile con continuita in = 0, ponendo f (0) = 0. Cos, f € continua nell’intervallo
[z0,2], e fjo f (z) dx & un normale integrale definito.

Per x — —1% si ha f(x) e quindi lintegrale [} f (z) dz , con

Di conseguenza, l'integrale ffl f (z) dx converge.



Sol. Ex. 10.8

. a 1 . Y e
1) Siha ze™ < s (almeno) per ogni x abbastanza grande. Poiche / 1 = dz converge, per
il teorema del confronto converge anche f1+°° Vre *dx.

log x 1 e
< ——. Poiche —
2 T x/x OIene /1 /T

T logx p
.

2) Per ogni z abbastanza grande si ha logz < /=, per cui dx

converge, per il teorema del confronto converge anche / 5
Tz

.. 2+sinz . T e . .
3) Siha > per ogni x. Poiche dx diverge, per il teorema del confronto
1+z 1+2z 1 +x
t° 9 4 sing
diverge anche / chsnr dx.
1 1 +x

1
4) Per z — 0% siha (V1+22 — 14 x) ~/z e [z +2*log(1+ 22)] ~ , per cui f (z) ~ NG
x
e l'integrale fol f () dx converge.

1 1 o0
Per x — 400 si ha f (z) ~ e lxogx = gz < il anche f1+ f (x) dx converge.

Di conseguenza, 'integrale f0+°° f (z) dx converge.

log (1 + z?) log 2

5) Per v — —1" si ha f(z) = ~ . e quindi l'integrale [*° f (z) dz converge,
) f(x) = "~ ¢ grale [7] f (x) g
1 00
per ogni g > —1. Se x — 400, f () > = e per il teorema del confronto f;g f(z) dx
x

diverge. Di conseguenza, l'integrale f_+1°° f (z) dz non converge.

1
6) Per z abbastanza grande in valore assoluto, ma negativo, si ha e* < —» ber cui f (r) = 22%e® <
x
1 . 0
il Vintegrale [~ f(x) dx converge.

1 1 .
7) Per x — 0% si ha f(z) = (1529 log(1+7) ~ . per cui Uintegrale f0+ f () dz non

converge.

e+ 1 )
= —\/_ ——, e l'integrale non converge.

x+3 N\/E

1 2 2
9) Per ogni x si ha f(x) = —|—2st396 SpEr
x x

8) Per x — +oo si ha f (z)

e l'integrale converge.



