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Presentazmne
dell’edlzmne italiana

L'analisi statistica & una scienza affascinante. Essa fornisce la chiave di lettura per -
interpretare dati a prima vista “rumorosi” e imperscrutabili, ricavandone informazioni
reali, o quanto meno attendibili. In qualche senso la statistica concilia I’ esattezza dei
risultati teorici con la realtd del mondo fisico, risolvendo il loro (spesso frustrante)
rapporto, : :

Essendo 1o per formazione un probabmsta, il lavoro di Ross mi ha molto COlplIO
Non si traita ovviamente di un testo rivolto ai teorici, e, come ci si pud aspettare,
non indugia in un eccesso di rigore e di formalismo; tuttavia, non si concede affatto
a “ricette” pronte all"iso che possano essere ppplicate senza avere una buona com-
prensione dei fenomeni statistici. La comprensione stessa dei fenomeni 2 il leitmotiv
del testo. Anche il risultato pil sofisticato, pure in assenza di una dimostrazione che
sarebbe fuori luogo, & sempre affiancato da ‘considerazioni sul suo significato, sulla
sua plansibiliti e sulla sua portata in contesti pih ampi.

Allo studente, quindi, non & concesso di procedere senza capire. I problemi di
fine capitolo (che sono molto numerosi), conmbu:scono a conferire questo taglio.

- Molti di essi sono casi pratici presi dalle brasiche dell’i ingegneria e dal mondo delle

scienze pure (soprattutto la biologia); questi problemi sono caratterizzati da una gran-
de concretezza, e richiedono oltre agli strumenti tecnici una certa visione di insieme
e una dose di buon senso. Non mancano anche problemi di natura pii teorica, alcuni
dei quali guidano lo studente a dimostrare rigorosamente risultati di probabilita an-
che non banali, che vengono poi usati nel testo. Vi sono infine esercizi di livello pid
difficile del normale, che permettono anche al migliore degli studenti di mettere alla

- prova it suo livello di comprensione. (Segnalo solo il Problema 32 del Capitolo 2,

che & la pib ingegnosa versione del problema delle tre porte che abbia mai trovato.)

Particolarmente significativa & infine 1a presenza degli esempi, anch’essi molto
concreti, & raramente volti alla mera illush‘azfione di tecniche standard. Essi sono
spesso anzi arricchiti da considerazioni generali (come il riquadro sull’effetto placebo
che segue I’Esempio 8.3.7) o sono di per sé utili (come 1'Esempio 4.4.3, dedicato al
concetto di entropia dell’ informazione), contribuendo a dare al lettore una “filosofia”
del corretto ragionamento statistico. g

Nella traduzione italiana viene nportata sovente la terminologia inglese originale,
soprattutto per i concetti di introduzione pili recente, che tendono nella universalith
delle applicazioni ad adottare quesia lingua come standard.

¢



xii Presentazione dell’edizione italiana

Occorre menzionare delle minori variazioni di notazione, introdotte in questo
adattamento, che sono il simbolo (1 per 1’intersezione tra eventi o insiemi, il simbolo
:= per definire grandezze matematiche, e I'uso delle parentesi tonde per la funzione

d1 probabilita, come in P(A); che sostituisce il meno diffuso P{ A} che era usato in-

originale.

 Francesco Morandin
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Prefazione

Questo libro & scritto per un corso introduttivo di statistica o di probabiliti e statistica
per studenti di ingegneria, informatica, matematica, statistica o scienze naturali. Si

. presuppone che lo studente possegga le basi dell’analisi matematica.

1l Capitole 1 presenta la statistica dal punto di vista storico, e ne iliustra le due
branche principali, la statistica descrittiva e quella inferenziale. La prima di esse &

_sviluppata nel Capitolo 2, che spiega come rappresentare efficacemente un campione

di dati in forma grafica o tabellare. Vengono pure introdotte delle quantita che sin-
tetizzano i dati in un numero contenuto di informazioni significative: le statistiche
campionarie. _

In tutti i casi in cui si cercano informazioni su una popolazione numerosa tramite
I’esame di un campione casuale ridotto, vi & una certa aleatorieti nell’esperimento,
e di conseguenza anche nelle conclusioni a cui si giunge. La teoria della probabili-
14 & quindi indispensabile a formalizzare le conclusioni dell’inferenza statistica, ed
& necessario che lo studente ne acquisisca le basi. Quest’ultimo & I'obiettivo del
Capitolo 3, che introduce I’idea di esperimento probabilistico, illustra il concetto di
probabilitd di un evento e presenta gli assiomi della probabilita. Tale studio prosegue

e viene sviluppato nel Capitolo 4, che si occupa dei fondamentali concetti di variabile

aleatoria ¢ di speranza matematica, e nel Capitolo 5, che passa in rassegna alcuni tipi
speciali di variabili aleatorie che emergono spesso nelle applicazioni. Vengono defi-
nite le variabili aleatorie binomiali, di Poisson, ipergeometriche, normali, vniformi,
gamma, chi-quadro, le  di Student e le F di Fisher.

Nel Capitolo 6 studiamo la distribuzione di statistiche campionarie come la medla
€ la varianza campionarie. Mostriamo come usare un notevole risultato della teoria
delia probabilitd, il teorema del limite centrale, per approssimare la distribuzione di
probabilith della media campionaria. Inoltre discutiamo la distribuzione congiunta di
media e varianza campionaria nel caso fondamentale in cui i dati provengano da una
popolazione gaussiana.

11 Capitolo 7 mostra come usare i dati per stimare parametrd di interesse. Pensia-
mo ad uno studioso che voglia determinare la frazione dei laghi statunitensi soggetta
a piogge acide. Vi sono due tipologie di stimatori sostanzialmente diverse, che si
possono considerare, Nel primo caso si stima la quantith in questione con un singolo
numero (per esempio si potrebbe ottenere che il 47% circa dei laghi & interessato da
piogge acide), mentre nel secondo si ricava una stima che ha la forma di un intervallo
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da una collezione di programmi’. Una pnma parte di essi consente di calcolare il
p-dei-dati per la maggior parte dei test di ipotesi, compresi quelli sull’analisi della
varianza e la regressione. Altri pcrmettono di ottenere le probabilita che definiscono
le pil importanti distribuzioni. Un ultimo programma infine ha lo scopo di illustrare -
il Teorema del Limite Centrale; esso considera variabili aleatorie che assumono i

di valori (nel nostro esempio si potrebbe trovare che la percentuale di lagh1 colpiti
i da piogge acide cade tra il 45% ed il 49%). 11 secondo tipo di stimatori ci dice an-
1 che il “livello di confidenza™ che possiamo avere sulla loro validiti. Infatti mentre &
quasi impossibile che il valore reale coincida precisamente con quello da noi stimato
inizialmente (47%), un intervallo di valori ci consente una maggiore sicurezza, € pos-

TR
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AR

siamo avere una certa confidenza (ad esempio del 95%) che la percentuale effettiva
sia compresa tra il 45% ed il 49%.

11 Capitolo 8 presenta i test di ipotesi, un settore importante che riguarda ’utiliz-
zo dei dati per verificare la plausibilith di ipotesi definite in precedenza. Un esempio

R

P

valori 0, 1, 2, 3 e 4 con probabilitd che sono assegnate dall’utente assieme ad un
intero n, e visualizza la funzione di massa di probabilita della somma di  variabili
aleatorie indipendenti con questa distribuzione. Facendo crescere n si pud “vedere” la

funzione di massa convergere alla forma tipica di una densité di probabilit: ganssiana.

i di ipotesi statistica valida potrebbe essere che meno del 44% dei laghi americani sia
soggetto a piogge acide, e il test su un campione di quei laghi potrebbe permette- -
re di escluderla, oppure accettarla. Viene quindi introdotto il concetto di p-dei-dati, ]
una grandezza che misura il grado di plausibilita dell’ipotesi assegnata, dopo I’ os- %
servazione dei dati. Vengono presi in considerazione diversi tipi di test di ipotesi, in
particolare quelli riguardanti media e varianza di una o due popolazioni normali, ¢
quelli sui parametri delle distribuzioni di Bernoulli e di Poisson.

I Capitolo 9 si occupa della regressione. Vengono trattate sia la regressione
lineare semplice, sia quella multipla, approfondite con lo studio dei residui, tecniche i
i di linearizzazione, minimi quadrati pesati € cenni storici sul fenomeno del regressione
alla media di Galton,

1 Capitolo 10 introduce I"analisi della varianza. Vengono considerati sia i pro-
i blemi ad una via sia quelli a due vie (con o senza interazione).

——

o 11 Capitolo 11 riguarda i test di adattamento, che possono.essere usati per veri- _ . , l ' ]
I ficare se il modelio proposto sia compatibile coi dati. 11 test classico del chi-quadro ' '
: viene presentato e applicato alla verifica dell’indipendenza in tabelle di contmgcnza
|1 La sezione finale del capitolo presenta il test di Kolmogorov-Smimov, che si usa per
i verificare se i dati provengano da una distribuzione continua assegnata,

Ii Capitolo 12 affronta i test di ipotesi non parametrici, che possono essere impie-
gati quando non si & in grado di stabilire 1a particolare classe (ad esempm normale, o
esponenziale) della distribuzione originale dei dati.

B Il Capitolo 13 considera il controllo di qualitd, una tecnica statistica fondamentale
i per i processi di fabbricazione e produzione. Vengono affrontate diverse carte di

controllo di Shewhart, € anche alcune pid sofisticate, basate sulle medie mobili e le
somme cumulate, :

! Per il corretto funzionamento del software statistico abbinato al libro, & necessario impostare Micro-
soft Windows in modo che i separatore decimale sia il punto, ¢ non la virgola, che & 1'impostazione
predefinita nell’inztallazione del sistema operativo in‘italizno, [N.4.T.]

1 Capitolo 14 affronta I'inferenza sul tempo di vita dei sistemi. In questo ambito
¢ la distribuzione esponenziale piuttosto che la normale ad avere un ruolo chiave.

Sul sito web dedicato a questo libro (www.apogeonline.com/libri/00897/allegati/)
¢ disponibile un software statistico liberamente scaricabile e che pud essere usato
per risolvere la gran parte dei problemi di statistica del testo, Il software & formato

% Per chi non ha accesso ad un personal computer o al world wide web, nell’ Appendice in fondo al
libro sono comunque incluse tabelle che possono essere usate per risolvere quasi tutti i problemi del
testo. b ]

i
i
§
i
¢
]
i
|
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Contenuto

1.1 Raccolta dei dati e statistica descrittiva
1.2 Inferenza statistica e modelli probabilistici
1.3 Popolazioni e campioni
1.4 Una breve storia della statistica

- Problemi

La raccolta dei dati € la loro analisi sono strumenti indispensabili per capire a fondo
: , la complessa realta che ci circonda. La statistica & I"arte di apprendere dai dati. Essa
. ' : 8i occupa della loro raccolta, della loro descrizione ¢ della loro analisi, guidandoci
' nel trarre le conclusioni. '

A R O Mgt B e U B I

EES

1.1 Raccolta dei dati e statistica descrittiva

Alcune voite ’analisi statistica parte da un campione di dati definito. Ad esempio,
lo stato raccoglie e pubblicizza regolarmente i dati riguardanti le precipitazioni, le
scosse telluriche, il livello di disoccupazione, il prodotto interno lorde ed il tasso di
“inflazione. La statistica permette di descrivere, sintetizzare ed analizzare questi dati.

In altri casi il lavoro dello statistico inizia prima che i dati sianc stati ottenuti,
¢ il suo primo cbiettivo consiste nell’ideare un procedimento ottimale per 1z loro
raccolta. Immaginiamo ad esempio che un docente voglia determinare quale sia il
pid efficace tra due diversi metodi per insegnare 1a programmazione a dei neofiti.
Un possibile approccio consiste nel dividere gli studenti in due gruppi e usare un
diverso metodo didattico per ciascun gruppo. Alla fine del corso gli studenti vengono
esaminati e i punteggi dei membri dei due gruppi sono confrontati. Se i risultati di
uno dei due gruppi risuitassero notevolmente pitr alti, sarebbe ragionevole pensare
che il corrispondente metodo di insegnamento sia migliore.

E importante notare, a questo proposito, che per poter trarre delle conclusioni
valide dai dati & essenziale che gli studenti siano divisi in modo che in nessuno dei
due gruppi si vengano a trovare elementi con una maggiore predisposizione alla pro-
grammazione. Quindi, ad esempio, il docente dovrebbe evitare di mettere i maschi

i
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in un gruppo e le femmine nell’altro, perché in tal caso, anche dove risultasse che le
femmine hanno ottenuto punteggi pil alti, non sarebbe chiaro se questo sia dovuto
al metodo usato per istruirle o ad una loro innata predisposizione nella capacita di
programmare,

Il metodo accettato per superare questo problema consiste nel dividere “a caso”
gli studenti in due gruppi. Pill precisamente la suddivisione va scelta tra tutte quelle
possibili, con uguale probabilita. )

Ad esperimento concluso, i dati devono essere raccolti e commentati. Nel no-
Stro esempio saranno presentati i punteggi dei due gruppi, congiuntamente a quantita
riassuntive, come le medie relative a ciascun gruppo. Quella parte della statistica che
si occupa di illustrare e sintetizzare i dati & detta statistica descrittiva,

1.2 TInferenza statistica e modelli probabilistici

Continuando I’esempio, dopo che la prova si & conclusa ed i dati sono stati illustrati
e sintetizzati, vorremmo poter trarre una conclusione su quale dei due metodi di in-
segnamento sia superiore. La parte della statistica che si occupa di questo aspetto &
detta inferenza statistica.

Per dedurre enunciati formalmente validi dai dati raccolti, & necessario che pren-

diamo in considerazione I'influenza del caso. Ad esempio, potrebbe darsi che il _

punteggio medio dei membri del primo gruppo sia superiore, ma di poco, a quello
del secondo gruppo. E corretto allora concludere che questa differenza sia dovuta al
metodo didattico utilizzato? Oppure & possibile che cosi non sia, ed essa vada piut-
tosto imputata ad una casualita? Citando un altro esempio, il fatto che una moneta
lanciata 10 volte abbia dato 7 volte testa, non significa necessariamente che ci si deb-
ba aspettare che nei prossimi lanci sia piir probabile ottenere testa piuttosto che croce.
E chiaramente plausibile che si tratti di una moneta perfettamente normale che, per
caso, ha dato testa in 7 tiri su 10. (D’altro canto, se la moneta avesse realizzato 47
teste su 50 tiri, potremmo essere quasi certi che non si tratti di una moneta del tutto
normale.) )

Per poter giungere a conclusioni pienamente giustificate, & allora necessario fare
alcune assunzioni sulla probabilita che i dati che andiamo a misurare assumano i
‘diversi valori possibili. L’insieme di queste ipotesi & detto modello probabilistico per
i dati.

A volte la natura dei dati suggerisce la forma del modello probabilistico da adot-

- tare. Consideriamo ad esempio un ingegnere della produzione che voglia scoprire

la frazione di circuiti integrati difettosi riscontrata con un nuovo metodo ‘produttivo.
Egli potrebbe selezionere un certo numero di questi chip e testarli; il numero di quelli
difettosi costituira il dato sperimentale. Se la scelta del campione da testare & stata
fatta “‘a caso”, & ragionevole supporre che ciascuno dei chip sara difettoso con pro-
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babilita p pari alla frazione incognita di chip difettosi sul totale di quelli prodotti. I
dato misurato pud atlora essere usato per fare:delle inferenze su p.
In altre situazioni potrebbe non essere evidente quale sia il modello di probabilita

appropriato per un certe campione di dati, Mblto spesso tuttavia, una attenta descri- -

zione e presentazione dei dati ¢i permette di inferire quale sia un modello accettabile, -
che pud eventualmente essere messo alla prova raccogliendo nuovi dati.

Siccome I'inferenza statistica si basa sull’individuazione del corretto modello di -
probabilita che descrive i dati, una certa coposcenza della teoria della probabilita

risulta indispensabile alla comprensione della statistica stessa. 1'inferenza statistica
si basa sul presupposto che importanti aspetti del fenomeno sotto studio possano
essere descritti in termini di probabilitd; utilizza quindi i dati per fare inferenze su
queste probabiliti. - '

1.3 Popolazioni e campioni

La statistica & normalmente interessata ad ottenere informazioni su un insieme com-
pleto di oggetti che viene detto popolazione. Esso 2 spesso troppo grande perché sia
possibile un esame esaustivo: esempi comuni sono i residenti di una certa regione,
1 televisori prodotti da una azienda, oppure i nuclei familiari con un certo livello di
reddito. In tutti questi casi, si cerca di imparare qualcosa sulle popolazioni scegliendo
e poi esaminando dei sottogruppi di loro elementi. Un sottogruppo della popolazione
& detto campione. ‘

Siccome il campione deve contenere informazioni sulla popolazione complessi-

" va, deve essere (in qualche senso) rappresentativo di quella popolazione. Se ad esem-

pio fossimo interessati alla distribuzione deller*tf:th degli abitanti di un certo comune,
e, intervistati i'primj 100 che entrano in una bib]ioteca, trovassimo una media di 46.2
anni, saremmo giustificati a concludere che questa & approssimativamente I'eti media
dell'intera popolazione? Probabilmente no; infatti si pud obiettare che il campione
prescelto non & rappresentativo della popolazione in esame, essendo gli utenti della
biblioteca pil facilmente studenti ed anziani che non persone in eta lavorativa.

A volte, come néll’escmpio della bibliotega. ci viene fornito un campione, e sta
a noi stabilire se sia rappresentativo o meno dell’intera popolazione. Si tenga pre-
sente che in generale, solo campioni scelti completamente a caso sono certamente
rappresentativi; infatti ogni criterio di selezione non casuale finisce con il produrre
campioni che sono automaticamente sbilanciati verso valori particolari.

Percid, anche se sembra paradossale, abbiamo le migliori possibilitd di ottenere
un campione rappresentativo quando scegliamo i suoi membri in modo completa-
mente casuale, senza alcuna considerazione a priori sugli elementi da prendere, In
particolare. non ¢ opportuno costruire deliberatamente un campione che contenga,
ad esempio, la stessa percentuale di femmine ¢ la stessa percentuale di occupati per
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Tabella 1.1 - -Numero totale di decessi in Inghilterra

Anno Decessi’ Di cui per la peste
1592 25 886 o 11503

- 1593 : 17844 - 10662
1603 . 37294 30561
1625 . 51758 _ . 35417
1636 23359 ' 10400

Forte: John Grauwn, Observations Made upon the Billy of Mortalisy. 3rd ed. London: Jahn Mareyn and James Allestry (1ot ed, 1562).

ciascun impiego che troveremmo uella _popolazione totale, E preferibile piuttosto
lasciare che il caso ci faccia ottenere approssimativainente le percentuah corrette.

1.4 Una breve storia della statistica

La raccolta sistematica di dati sulla popolazione e sull’economia ebbe origine a Ve-
nezia ¢ a Firenze durante il Rinascimento. 1l termine statistica deriva dalla parola
state, in-quanto indicava una raccolta di fatti di interesse per lo stato. L’idea di rac-
cogliere dati sj diffuse dall’Italia a tutta I'Europa occidentale, ed entro 1a prima meta
de] sedicesimo secolo era generalmente diffusa la consuetudine, presso i governi eu-
ropei, di richiedere alle parrocchie di registrare nascite, matrimoni ¢ morti. A causa

delle tragiche condizioni di salute pubbliche, quest’ultima statistica era di partxco]are

importanza.

Fino al diciannovesimo secolo, I"alta mortalita registrata in Europa era principal-
mente dovuta a malattie epidemiche, guerre e carestie. Tra le epidemie, 1a peggiore
era la peste. A cominciare dalla Peste Nera del 1348, la peste comparve spesso per
quasi 400 anni. Nel 1562 la citta di Londra comincid a pubblicare settimanalmente

dei bollettini di mortalitd, el tentativo di tenere aggiornata la corte reale, che stava

considerando un trasferimento in campagna. All’inizio questi bollettini elencavano
solo il luogo dei decessi e se si trattasse di morte per peste. Dal 1625 perd furono
estesi a comprendere anche le altre cause di decesso.

Nel 1662 il commerciante inglese John Graunt pubblicd un libro dal titolo Na-
tural and Political Observation Made upon the Bills of Mortality. La Tabella 1.1 &
stata estratta da tale libro; elenca il numero annuale di decessi in Inghilterra ¢ quanti
di essi furono imputati alla peste, per cinque diversi anni di diffusione del contagio.

Graunt pensd di utilizzare i bollettini di mortalita per stimare la popolazione di
Londra. Per stimare quella del 1660, ad esempio, Graunt fece delle ricerche in al-
cune parrocchie e sulle famiglie di vari quartieri, ¢ scopri che in media ¢’erano stati

quell’anno circa 3 morti ogni 88 persone. Dividendo per 3 si trova un decesso ogni

88/3 abitanti. Siccome i bollettini riportavano 13 200 morti per Londra quell’anno,
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- Graunt stimé che 1a popolazione complessiva di Londra fosse di circa

13200 x 88/3 = 387200

abitanti. Graunt :impiegb questa stima per fare préieziom' sull’intera Inghilterra. Nel

1 suo libro annotd che -queste cifre potevano interessare ai governanti del paese, in

quanto indicateri- sia del numero di uomini che-potevano essere coscritti, sia del
numero di quelli che potevano essere tassati.

Graunt riusci anche ad impiegare questi dati — ed ur po’ di mtelhgentl supposi-
zioni su quali malattie sono mortali alle diverse eta — per stimare le etd al momento
dei decessi. (Si ricordi che i bollettini elencavano solo luoghi e cause delle morti
e non le etd deideceduti.) Utilizzd quindi queste; informazioni per compilare delle
tabelle che davano la percentuale di popolazione che muore alle diverse eta. La Ta-
bella 1.2 & una di queste tabelle di mortalitd. Essa dice che su 100 nati, 36 morivano
prima di arrivare a 6 anni, 24 morivano trai 6 ed i 15 anni e cosi via.

La stima della speranza di vita era di grande interesse per coloro che si occupa-
vano di rendite vitalizie. Queste ultime sono I’opposto delle assicurazioni sulla vita,

" poiché inizialmente si versa una somma come investimento e si ha poi diritto alia
" riscossione di pagamenti regolari per tutta 1a durata della vita rimanente.

Tl lavoro di Graunt sulle tabelle di mortalitd ispird nel 1693 le ricerche di Edmund
Halley. Halley, lo scopritore dell’omonima cometa (nonché la persona che permise,
con incoraggiamenti e supportandola finanziariamente, la pubblicazione dei Princi-
pia Mathematica di Isaac Newton), usd le tabelle di mortalith per stabilire con che
probabilith una persona di una data eta sarebbe vissuta fino ad un qualunque numero

- di anni. Halley con la sua influenza riusci a convincere le compagnie assicuratrici

che i premi delle assicurazioni dovevano dipendere dall’eth dell’ assicurato.
Dopo Graunt e Halley, 1a raccolta di dati si accrebbe stabilmente per tutto il resto
del diciassettesimo e durante il diciottesimo secolo. Anche Parigi nel 1667 inizid

Tabella 1.2  Tabella delle mortalith di John Graunt

(Le classi di etd arrivano fino all’estremo destro escluso. Ad esempio (6 significa tutte le eth dagli 0
ai 5 anni.)

Tempo di vita Numero di decessi su 100 nascite
0-6 36

6-16
16-26
- 2636
3646
46-56
5666
66-76

76 o pi
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a registrare i decessi e nel 1730 era ormai pratica comune in tutta Europa annotare
anche le eth in cui avvenivano.

1l termine statistica, che per tutto il diciottesimo secolo veniva usato come ab-
breviazione di scienza descrittiva dello stato, dal secolo successivo inizid ad essere
associato ai numeri. Entro il 1830 era diventato sinonimo di “scienza numerica” del-
la societd. Questo cambiamento di significato fu consentito dalla vasta disponibiliti
di registrazioni censuarie ed altri dati che, a partire dal 1800 circa, vennero raccolti
sistematicamente dai governi dell'Europa occidentale e dagli Stati Uniti.

Durante i diciannovesimo secolo, anche se la teoria della probabilith era stata
sviluppata da matematici come Jacob Bernoulli, Karl Friedrich Gauss ¢ Pierre-Simon
Laplace, il suo uso per studiare risultati statistici era praticamente inesistente, dato
che molti statistici di quel tempo sostenevano Fautoevidenza dei dati. In particolare
essi non erano tanto interessati a fare inferenza su singoli, quanto sulla societd nel suo
insieme, e per questo non -studiavano campioni statistici, ma cercavano di ottenere
dati sempre pid compieti dell’intera popolazione, L'inferenza probabilistica da un
campione alla popolazione era quasi del totto ignota alla statistica sociale di quel
secolo. ' _ . .

Negli ultimi anni dell’800, la statistica inizit ad occuparsi di inferire conclusioni
a partire da dati numerici, “Tra i fautori di questo approccio vanno ricordati Francis
Galton, il cui lavoro di analisi sull’ereditarieta dell’intelligenza introdusse ci che ora
chiamiamo regressione e analisi della correlazione (si veda it Capitolo 9), e Karl Pear-
son. Pearson sviluppd il test del chi-quadro per verificare 1a bonta di un fit (si veda il
Capitolo 11), e fu il primo direttore de! Laboratorio Galton, fondato per donazione di
Francis Galton nel 1904, Qui Pearson organizzd un programma di ricerca mirato allo
sviluppo di nuovi metodi per la statistica e I'inferenza. Vi si accoglievano studenti
avanzati di materie scientifiche ed industriali che venivano ad imparare le tecniche
statistiche per poterle poi applicare nei loro campi. Uno dei primi ricercatori ospiti
dell’istituto fu W. S. Gosset, un chimico di formazione, che dimostrd la sua devo-
zione a Pearson pubblicando i propri lavori sotto lo pseudonimo di “Student”. (Altr
sostengono che Gosset non volesse pubblicare con il suo vero nome per timore che i
snoi datori di lavoro alla fabbrica di birra Guinness non avrebbero approvato che uno
dei loro chimici facesse ricerche di statistica.) Gosset & celebre per aver sviluppato la
teoria del test £ (si veda il Capitolo 8). :

I due campi di maggiore importanza per la statistica applicata dell’inizio del ven-
tesimo secolo erano la biologia delle popolazioni e I'agricoltura, e cid era dovuto
al personale interesse dello stesso Pearson e di altri nel laboratorio, come pure ai
notevoli risultati detlo scienziato inglese Ronald A. Fisher. La teoria dell’inferenza
sviluppata da questi pionieri (tra i quali citiamo anche il figtio di Karl Pearson, Egon,
ed il matematico di origini polacche J erzy Neyman) era abbastanza generale da adat-
tarsi ad un gran numero di problemi quantitativi e pratici. Per questo, dopo i primi
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Tabella 1.3 L’evoluzione nelle definizioni di statistica

La statistica ha quindi per suo oggetto quello di presentare una fedele rappresentazione di
uno stato in una determinata epoca. (Quetelet, 1849)

Le statistiche sono gli unici strumenti tramite i ‘Guali & possibile aprire una breccia nella for-
midabile barriera di difficoltd che blocca il cammine di chi ricerca 1a Scienza dell*uomo.
(Gaiton, 1889)

La statistica pud essere vista come (i) lo studio delle popolazioni, (i) lo studio della
variabilita, (iii) lo studio dei metod; di riduzione dei dati. (Fisher, 1525)

La statistica & una disciplina scientifica che st occupa della raccolta, analisi ed interpretazione
dei dati ottenuti da osservazioni sperimentali. Questa materia ha una struttura coerente
che si basa sulla teoria della probabiliti e include molte tecniche differenti che si affian-
cano alla ricerca e allo sviluppo in tutti i campi della Scienza e della Tecnologia. (E.
Pearson, 1936) ) -

Statistica & il nome della scienza nonché arte che si occupa delle inferenze non certe - che
impiega i numeri per dare risposte sulla natura.e sull’esperienza. (Weaver, 1952)

La statistica & stata riconosciuta nel ventesimo secolo come lo strumento matematico capace
di analizzare i dati degli esperimenti e quelli osservati in ogni contesto. (Porter, 1986)

La statistica & I’arte di apprendere dai dati. (Questo libro, 1999) ‘ :

anni del secolo, un numero rapidmnente crescente di persone che $i occupavano di
scienze, affari e governo incominciarono a considerare la statistica come il principale
strumento capace di fornire risposte quantitative a problemi scientifici e pratici (si

veda la Tabella 1.3).

Attualmente gli accenni alla statistica sono ovunque. In tutti i quotidiani e le ri-
viste vi sono esempi di statistica descrittiva. ‘L'inferenza statistica invece 2 divenuta
indispensabile per la salute dell’uomo e la ricerca medica, per Iingegneria e gli studi
scientifici, per il marketing ed il controllo di qualita, per I'istruzione, per la contabi-
lita, I'economia, le previsioni meteorologiche, per i sondaggi e le inchieste, per gli
sport, le assicurazioni, il gioco e per tutti i tipi di ricerca che abbiano delle pretese di
scientificitd. La statistica & senza dubbio divénuta parte integrante della nostra eredita
culturale. ' -

Problemi

1. La prossima settimana si terranno le elezioni presidenziali americane, ed intervistan-
do un campione di elettori vorremmo stabilire se prevarra il candidato repubblicanc o
quello democratico. Quale dei seguenti metodi di selezione produrri pit facilmente un
campione rappresentativo? o

(@) Intervistare tutti gli spettator di maggione eth ad una partita di basket tra college.



IF
‘1 {(b) Intervistare tutte le persone d1 maggiore eta che escono da un lussuoso ristorante

(b) Se la risposta data al punto (a) & stata no, di quali altre informazioni dovremmo
del centro.

| i 3 | 9
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&
s poter disporre prima di trarre qualunque conclusione?

| (c) Otienere una copia dell’elenco degli elettori, sceglierne 100 a caso ed intervistar].i. 7. Analizza criticamente il metodo usato da Graunt per stimare la popolazione di Londra.

{d) Usare i risultati di un sondaggio televisivo basato sulle telefonate dej telespettatori. ; Che cosa viene assunto implicitamente?

(€) Sceglicre dei nomi dall’clenco telefonico ¢ intervistare queste persone. N o 8. 1 bollettini di mortalith di Londra riportano 12246 decessi per i1 1658. Supponendo che

’ o circa il 2%
! 2. L’approccio suggerito nel punto (¢} del Problema 1 porté ad una predizione disastrosa § una mcmesta.neue pa:floccm;av;s?;:u\;;laﬂi :2;2::& :il;zlﬁoi?:gz:plessiva della
i; : in occasione delle clezioni presidenziali americane del 1936, quando Franklin Roosevelt - - d_CI.la popolazione, usa il metodo pe
oftenne una vittoria schiacciante su Alfred Landon. La rivista Literary Digest predisse citta.
‘ infaiti la vittoria di Landon, basandosi sulle preferenze di un campione di elettori che era 9. 1 gina di impersonare un venditore di rendite vitalizie del 1662, I'anno di pubbtica-
i stato scelto sugli elenchi del telefono e tra i proprletan d1 automoblh : : zione del libio di Graunt. Spiega come i potrebbero utilizzare i dati di Graunt sulle et3
. {a) Per quale motivo la predlzmne fu tanto scorretta? alla morte.

L (b) Dal 1936 ad oggi & intervenuto quaiche cambiamento che autorizzi a pensare che 10. Basandoti sulla tabella di mortalita di Graunt, rispondi alle seguenti domande.
i un approceio di questo tipo sia ora pin affidabile di allora? . . s g i
o ' (a) Quale frazione della popolazione raggiungeva I'eta di 6 anni?

{b) Quale frazione raggiungeva i 46 anni?

() Quale frazione moriva tra i 6 ed i 45 anni?

il 3. Un ricercatore vuole determinare 1’aspettativa di vita attuale negli Stati Uniti. Come

campione di dati, legge per 30 giorni i necrologi di un importante quotidiano nazionale e
annota le eta di tutti i decessi. E rappresentativo il campione ottenuto con questo criterio?

| 4. Per determinare la percentuale di fumatori tra i residenti di un comune, si decide di fare
" ; un sondaggio, intervistando i frequentatori di uno dei luoghi seguenti:

1\‘: (a) una piscina;

= (b) un bowling;

W'éi} _ (c) un centro commerciale;

i {d) una biblioteca.

| Quale di essi ha pitt chances di fornire una buona approssimazione della percentuale in
!. Y esame? Perché?

; 5. Una universith conduce un’indagine per determinare il reddito annuale medio dei suoi

l laureati recenti. Vengono selezionati 200 laureati degli ultimi ann ai quali viene inviato
| un questionario con domande sul loro impiego attuale. Dei 200 questionari perd, solo 86
I vengono restituiti. 1l reddito annuale medio che ne risultera 2 di 75 000 dollari.

A (@) E corretto pensare che 75000 dollari sia una buona approssimazione del reddito
J medio di tutti i suoi laureati recenti? Giustifica la risposta.

! (b) Selarisposta data al punto (a) & stata no, di che diversa categoria di laureati questa
i cifra & allora una appmssmamone rappresentativa del reddito?

1 ; 6. Su un articolo di giornale compare la seguente statistica: 1"80% dei pedoni vittime di
e incidenti stradali notturni indossava abiti scuri, mentre il restante 20% indossava abiti

chiari. L’ autore del]’ameolo conclude che & piil sicuro vestirsi in abiti chiari se si esce a
piedi la sera.

(8) Questa conclusione & giustificata? Perché?
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2.1 Introduzione

In questo capitolo presentiamo e sviluppiamo la statistica descrittiva, 1a branca del-
le scienze statistiche che si occupa dei metodi di esposizione e sintesi dei dati. La

Sezione 2.2 & dedicata alla rappresentazione’degli insiemi di dati; 1a 2.2.1e1a2.2.2°
si occupano di campioni poco numerosi, discutendo i tipi di grafici e di tabelle utili

alla loro presentazione; la 2.2.3 spiega.secondo quali criteri conviene raggruppare in
intervalli di valori i campioni pill numerosi. La Sezione 2.3 discute come 5i possono
ottenere informazioni sintetiche su un campione sperimentale introducendo le stafi-
stiche, che sono grandezze numeriche calcolabili dai dati. Tra le statistiche pid utili
vi sono le tre che indicano il “centro” dei dati (media, mediana e moda campionarie,
descritte nella Sezione 2.3.1) e le due che quantificano la loro dispersione (varianza
e deviazione standard campionarie, nella Sezione 2.3.2). La Sezione 2.3.3 definisce i
percentili, statistiche che dicono — ad esempio — quale valore & maggiore del 95% dei
dati. Nella Sezione 2.4 viene presentata la disuguaglianza di Chebyshev (ella ver-

_ sione campionaria). Questa celebre disuguaglianza fornisce un limite superiore alla

frazione di dati di un campione che si allontanano dalla loro media campionaria pit di
un multiplo della deviazione standard. La disugualgianza di Chebyshev vale per tutti
gli insiemi di dati, e ci sono situazioni in cuj questo limite pud essere notevolmente
migliorato; nella Sezione 2.5 discutiamo infatti i campioni normali, caratterizzati da
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12 Statistica descrittiva

Tabella 2.1  Stipendi annuali iniziaki. Dati in migliaia di dollari,

Stipendio iniziale

27
28
29
30
31
32
34
36
37
40

Frequenza

k) N O 00 Lh W o

‘un grafico della distribuzione a forma di campana, e da una regola empirica che for-
nisce stime pill precise della citata disuguaglianza. La Sezione 2.6 si occupa infine
dei campioni formati da coppie di valori tra loro (eventualmente) legate. Vengono
presentate due semplici tecniche per valutare 1a relazione esistente tra i due tipi di
dati: il diagramma a dispersione, che & un approccio visivo, e il coefficiente di cor-’
relazione campionaria, una statistica che misura il grado di corrispondenza di valori
elevati del primo tipo di dati con valori elevati del secondo.

2.2 Organizzazione e descrizione dei dati

I risultati numerici di una ricerca dovrebbero essere Sempre presentati in maniera
chiara, concisa, e in modo da dare rapidamente al lettore un’idea generale delle loro
caratteristiche globali. Nel corso degli anni sono state selezionate un certo numero
di tecniche di rappresentazione tabellari e grafiche che sono ormai accettate univer-
salmente e che hanno il pregio di evidenziare aspetti come il supporto, la simmetria

¢ il grado di concentrazione dei dati. In questa sezione saranno affrontate alcune di
quelle pii diffuse.

2.2.1 Tabelle e grafici delle frequenze

Dei dati che si suddividano in un numero relativamente basso di valori distinti pos-
§0OD0 essere convenientemente rappresentati in una tabella tramite le loro freguenze.
Ad esempio, la Tabella 2.1 raccoglie lo stipendio annuale iniziale dj 42 ingegneri
neolaureati. Possiamo evincerne, tra le altre cose, che lo stipendio minimo & stato di
27000 doilari, ¢ ha interessato 4 ingegneri, mentre lo stipendio massimo, di 40 000

dollari, & toccato a uno solo. La cifra pilt comune & stata di 32 000 doltari, ed & stata
percepita da 10 ingegneri.

i

.. C 13
2.2 Organizzazione e descrizione dei duti _
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0 27 28 29 30 31 32 33 34 36 37 40
Stipendio iniziale
Figura 2.1  Grafico a bastoncini - line graph

Per rappresentare graficamente la distribuzione dello:’, f_reqn_lenze c}i un in§ieme ch
dati di questo tipo si usano, tra gli altri, i tre tipi di graﬁ.m .dl cui sono illustrati esempi
nelle Figure 2.1, 2.2, 2.3, che sono basati sui dati salariali della Tabc'lla 2.1, '

In tutti i casi, sull’asse delle ascisse sono indicati i diversi valori che compaiono
come dati; sull’asse delle ordinate vi & invece la frequenza di (fiascun valore. Se essa
& rappresentata da linee verticali, la figura prende il nome di graﬁco a bastoncm;:
come in Figura 2.1 Se alle linee viene dato spessore fino a farle dwem rfattango i
adiacenti, si parla di grafico a barre, come in Figura 2.2. Ilfnﬁne se, com'c in Figura 2:;
i punti del grafico sono uniti in una spezzata, si parla di grafico a linee oppure
poligonale'.

2.2.2 Tabé]le e grafici delle frequenze relative

Consideriamo un insieme di n dati numerici. Se f & la frequenza di uno dei .va]‘cn
che vi compaiono, allora il rapporto f/7 si dice la sua frequenza relativa. (?umdl la
frequenza relativa di un valore & la frazione di volte che esso compare qell insieme
di dati. E possibile rappresentare la distribuzione di un campione di dati tramite ur!
grafico delle loro frequenze relative, esaitamente come si fa per le f{equenze assohfte:
s possono in particolare usare grafici a bastoncini, a barre e a linee. Come ci si

' La terminologia inglese & sempre importante, e quella corrispondcnt.e a queste fﬂf:ﬁnizim?;' va men-
zionata in quanto si presta particolarmente a confusione, poiché con line graph si mte'nde i gl;ailirio a
bastoncini, mente quello che noi chiamiamo a linee si dice polygon graph. Uguale invece 1"ultima
dicilura, che diviene bar graph, (N.d T}
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27 28 29 30 31 32 33 34 36 37 40
S- i‘o' - . ]e ’
Figura22  Grafico a barre

27 28 29 30 31 32 33 34 36 37 40
Stipendio iniziale

Figura23  Grafico a linee — polygon

2.2 Organizzazione e descrizione dei doti F 15

aspetta, questi grafici saranno identici a qi;zlli delle frequenze assolute, ma con i
valori delle ordinate riscalati di un fattore 1/n.

Esempio 2.2.1. La Tabella 2.2 riporta le freqﬁenze relative dei dati della Tabella 2.1,
In ogni riga, si & semplicemente diviso il valore di frequenza assoluta per il numero
totale di dati, che era 42, ottenendo le frequéhze relative corrispondenti. O

Tabella 2.2  Redditi annuali iniziali, Dat in migliaia di dollari.

Stipendio iniziale Frequenza relativa
27 4/42 7 0.0952 = 9.52%
28 . - 1/42 = 0.0238 = 2.38%
29 ’ : 3/42 = 0.0714 = 7.14%
30 : 5/42 = 0.1190 = 11.90%
3 ‘ 8/42 =~ 0.1905 = 19.05%
32 T 10/42 = 0.2381 = 23.81%
34 ’ 5/42 = 0.1190 = 11.90%
36 ) 2/42 = 0.0476 = 4.76%
37 : N 3/42 = 0.0714 = 7.14%

40 2 1/42 = 00238 = 2.38%

Un altro tipo di rappresentazione grafica tra le pitl cornuni & il graficoa torta, utile
in particolare quande i dati non sono numerici ma categorici. Si costritisce tracciando
un cerchio e suddividendolo in tanti settori circolari (le fette o spicchi) quante sono
le categorie distinte di dati, ogni settore con un angolo al centro proporzionale alla

~ frequenza (relatlva o assoluta & lo stesso) della categona corrispondente.

Esempio 2.2.2, I dati nella tabella che segue nguardano 1 vari tipi di tumore riscontra-
ti negli ultimi 200 pazienti entrati in una chmca oncologica. Essi sono rappresentati

nel grafico a torta in Figura 2.4. . . g
Tipo di tumore Numero di casi _ Frequenza relativa
Polmoni 42 4.210
Seno : 50 0.230
Colon 7 32 T D160
Prostata : : 55 : 0.275
Melanoma : ' 9 0.045
Ve.scica 12 - 0.060

2.2.3 Raggruppamento dei dati, istogrammi, ogive
¢ diagrammi stem and leaf . :

Le metodologie sviluppate nelle Sezioni 2.2.1 € 2.2.2 sono utili soprattutto nel caso
che i dati da esaminare abbiano un numero di valori distinti non troppo numeroso.
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Vescica
Melanoma 6%
5%

Prostata
2% B

Colon
16%

Figura 2.4  Grafico a torta

Quando il campione di dati non soddisfa questb requisito, sorge spontanea ['idea
di dividere i dati in gruppi di valori contigui, o classi, e poi presentare con grafici
e tabelle il numero di dati che cadono nell’intervallo di valori assegnato a ciascuna
classe. La scelta di quante classi adottare & un fattore importante, infatti (1) da un lato
se si prendono poche classi si perde troppa informazione sulla posizione che avevano
i dati all’interno degli intervalli di classe, (2) dall’altro, con troppe classi le frequenze
di ciascuna assumerebbero valori troppo piccoli e diventerebbe difficile riconoscere
la forma della distribuzione. Anche se valori tipici per il numero di classi sono tra
5 e 10, la scelta migliore deve essere fatta in ogni situazione in maniera soggettiva
ed empirica, anche provando varie soluzioni, fino a trovare il numero di classi che
porta ai grafici pid significativi. E pratica comune, anche se non essenziale, prendere
intervalli di classe tutti della stessa larghezza, _

I bordi di una classe sono gli estremi del suo intervallo. Noi adottiamo la con-
venzione di includere i bordi di sinistra, intendendo con questo che ogni intervallo
di classe contiene il suo estremo sinistro ¢ non il suo estremo destro. Ad esempio

Vintervallo 20-30 contiene tutti i valori che sono contemporaneamente maggiori o

uguali a 20 e minori stretti di 30.
La Tabella 2.3 riporta i tempi di funzionamento di 200 lampadine a incandescen-
za. La Tabella 2.4 ne sintetizza la distribuzione tramite la frequenza di 10 intervaili

2.2 Organizzazione e descrizione dei dati i7

_ di classe di lunghezza 100, coa il primo che comincia a 500.

11 grafico a barre delle frequenze (rispettivamente frequenze relative) delle classi
prende il nome di istogramma (rispettivamente istogramma delle frequenze relative).
La Figura 2.5 mostra I'istogramma dei dati della Tabella 2.4.

Un diverso tipo di rappresentazione di un insierne di dati & il grafico delle frequen-
ze (relative o assolute) cumulative. Con ¢id si intende una curva sul piano cartesiano

TabeHa 2.3  Un insieme di dati numeroso: tempi di vita in ore di 200 lampadine ad
incandescenza :

1067 919 1196 785 1126 936 918 1156 920 948
855 1092 1162 1170 929 950 905 972 1035 1045
1157 1195 1195 1340 1122 938 970 1237 956 1102
1022 978 832 1009 1357 1151 1009 765 958 902
923 1333 811 1217 1085 896 0958 1311 1037 702
521 933 928 1153 946 858 1071 1069 830 1063
930 807 954 1063 1002 909 1077 1021 1062 1157
999 932 1035 944 1049 940 1122 1115 833 1320
901 1324 218 1250 1203 1078 %90 1303 1011 1102
996 780 900 1106 704 621 854 1178 1138 951
1187 1067 1118 1037 958 760 1101 949 992 966
824 653 980 935 878 934 910 1058 730 680
844 814 1103 1000 788 1143 935 1069 1170 1067
1037 1151 863 990 1035 1112 931 970 932 904
C 1026 1147 833 867 990 1258 1192 922 1150 1091
1039 1083 1040 1289 699 1083 880 1029 658 912
1023 984 856 94 801 1122 1292 1116 880 1173
1134 932 938 1078 1180 1106 1184 954 824 529
998 995 1133 765 5 1105 1081 1171 705 1425
610 216 1001 895 709 860 1110 1149 972 1002

Tabella 2.4 = Frequenze assolute per classi di valori

‘ Frequenza (numero di dati che
Intervallo di classe appartengono all*intervallo)}
500-600 2
600-700 5
700-800 12
800--900 25
900-1 000 58
1000-1 100 41
1 1001200 43
1200-1 300 7
1300-1 400 6
1400-1500 1
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per cui le ascisse rappresentano i possibili valori dei dati, e le ordinate indicano il
numero o la frazione di dati che sono minori o uguali ai valori in ascissa. Questo
tipo di tracciato & anche detto ogiva (2 soprattutto usato I’equivalente inglese ogive),
€ un esempio, relativo ai dati della Tabella 2.4 & dato in Figura 2.6. Studiando il gra-
fico possiamo dedwre che il 100% dei dati sono inferiori a 1500, il 40% circa sono
minori o uguali a 900, I'80% circa sono minori o uguali a 1 100, e cosi via.

Una maniera efficiente di organizzare un numero non troppo grande di dati &

il diagramma stem and leaf (in italiano, ramo-foglia, ma generalmente 2 usata la
dicitura inglese). Per costruirlo, occorre dividere le cifre di ogni dato numerico in due

Numero
di casi
60 — —
50 |-
ol | —
30 -
20
10 |-
0 . . | I
0 567 8 9101 12131415
Tempi di funzionamento in centinaia di ore
Figura 2.5  Istogramma
1.0 ~
08 -
06 -
04 |
02 ~
0 I 1 N | | ]
500 . 700 9200 1100 1300 © 1500

Tempi di vita

Figura 2.6  Grafico delle frequenze relative cumulative, anche detto ogiva. -

2.3 Le giandezze che sintetizzano i dati _' 19

parti, una pil significativa (lo stem), e una meno significativa (la leaf). Ad esempio
se totti i dati fossero numeri di due cifre, sarebbe naturale scegliere le decine come
stem e Je unitd come leaf. Con questa scelta il numero 62 diventa

Stemlieaif
6 2

e i due dati 62 e 67 si possono scrivere insieme in questo modo

Stem Leaf
76- 2,7

Esempio 2.2.3. La Tabella 2.5 fornisce le medie mensili e annuali delle temperature
minime giornaliere (in gradi Fahrenheit) i in; ,_35 citth americane. Le medie annuali
sono riportate nel seguente diagramma stem .and leaf.

7100
9.0

1.0, 1.3, 2.0, 55, 7.1, 7.4, 76, 8.5, 9.3

0.0, 1.0, 24, 3.6, 3.7, 4.8, 50, 5.2, 6.0, 6.7, 8.1, 9.0, 9.2
3.1, 4.1,53,58,62,90,9.1,95,95

9.0, 9.8 , a

b At

2.3 Le grandezze che sintetizzano i dati

. Al giorno d’oggi non & rare dover trattare quantiti anche notevoli di dati. Gia nel

1951, gl statistici R. Doll e A. B. Hill, nel tentativo di scoprire le conseguenze sulla
salute di alcune abitudini sociali, inviarono dei questionari a tutti i medici del Regno
Unito, ricevendo circa 40000 risposte. Le domande erano molteplici, rignardavano
etd, abitudini alimentari, fumo. Coloro di cui si ebbe risposta vennero seguiti per i
successivi dieci anni, e si registrarono le cavge di decesso di quelli tra loro che mo-
rirono. Per avere una sensazione di un cosi vasto campione di dati, 2 utile saperli
sintetizzare in qualche misura. In questa sezione presentiamo alcune statistiche sin-
tetiche, dove con il termine statistica si intende una grandezza calcolata a partire dai
dati.

23.1 Media, mediana e moda campionarie

Le statistiche affrontate in questa sezione sono usate per descrivere il centro di un
insieme di dati, ovvero un valore attorno al quale si forma la rosa dei dati. Siccome
non vi ¢ un modo univoco di intendere questa’ dicitura (il valore pit tipico? il valore
pid centrale?) non vi & una definizione unica:che chiuda il problema, ve ne sono tre,
tra le quali scegliere a seconda degli aspetti che ci interessano.
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22 Statistica descrittiva

Supponiamo di avere un insieme 21, 23, . .., T, di n dati (0 come anche si dice,
un campione di ampiezza o numerositi pari a n.) La media campionaria & la media
aritmetica di questi valori.

Definizione 2.3.1. Si dice media campionaria e s denota con Z, la quantita

n
T = %Zm,- ' 23.1)
i=1

Il calcolo manuale di questa grandezza pud essere notevolmente semplificato se

si nota che, prese comunque due costanti a ¢ b, se si considera il nuovo insieme di
dati ' o

yi:=ax;+b, i=1l...,n (2.3.2)

allora la media campionaria di y1,,. .., ¥, & legata a quella dei dati iniziali dalla
stessa relazione lineare: '

%iamﬁb) Zaa:,—}- Zb—am+b @33)

Esempio 2.3.1. Quelli che seguono sono i punteggi vmcentl del torneo di golf U.S.
Masters negli anni dal 1982 al 1991:

284 280 277 282 279 285 281 283 278 277

Se ne vuole trovare la media campionaria.

Invece che applicare direttamente la definizione, si pud usare la considerazione
fatta sopra, costruendo ad esempio il nuovo insieme di dati 3 = x; — 280, che 2 pid
maneggevole da trattare:

40 -32-15113-2-3
La media campionaria dei dati trasformati si calcola molto facilmente,

__440-342-145+143-2-3 _ 6
¥= 10 ~ 10

Ne seguoe che
F=y+280=2806 O

Merita menzione I’aritmetica necessaria a calcolare la media campionaria di
un insieme di dati che sia fornito tramite le frequenze dei suoi valori. Siano
v1,v2,..., Vg 1 k valori distinti assunti dai dati, e siano fy, fy,..., fi le relative
frequenze assolute. Siccome il numero compiessivo di dati & n = Ef___l fi, e per

2.3 Le grandezze che sintetizzano i dati = 23

t=1,2,..., kil valore v; compare f; volte ne} campione di dati, segue che la media
campionaria degli n dati &
= Z Fevs 234
Se si riscrive I’ ultlma formula come _ -
h f2 Jr

r= o 1+ 'Uz+ +—vk

si pud notare come la media campmnana non sia altro che una media pesata dei
valori assunti dai dati. Ogni valore usa come ° peso la sua frequenza relativa, ovvero
la frazione dei dau uguali a tale valore.

Esempio 2.3.2. Quelle che seguono sono lc frequenze delle. eti dei membri di una
orchestra sinfonica giovanile.

i

Eta | 15 16 17 18 19 20
 Frequenza | 2 -5 11 9 14 13

i vuole trovare Ia media campionaria dei 54 dati.

5= 15-2416-5+17-11+18 9_—!-_19 14420-13 ~ 1824 O
54
Una seconda statistica che indica il centro di un insieme di dati & la mediana
campionaria; sinteticamente, si tratta del valore centrale una volta che i dati siano

messi in ordine crescente.

Deﬁnizione 2.3.2. Assegnato un insieme di dati di ampiezza n, lo si ordini dal mi-
nore al maggiore. Se n & dispari, si dice mediana campionaria il valore del dato in
posizione (n + 1}/2; se n & pari invece, & la media aritmetica tra i valori dei dati che
occupano le posizioni n/2 e n/2 + 1.

Cosi la mediana di un campione di tre dati & quello che ha valore intermedio,
menire per un insieme di quattro dati & la media aritmetica tra i due valori intermeds.

Esempio 2.3.3. Cerchiamo la mediana campionaria dei dau forniti nell Esem-
pio 2.3.2.

Poiché i dati sono 54, un numero pari, si prendono i due che occupanc la po-
sizione 27 e la 28 in ordine crescente, in questo caso un 18 e un 19. La mediana
campionaria & la loro media aritmetica, ovvero 18.5. O

Media e mediana campionaria sono entrambe statistiche utili per descrivere i va-
lori centrali dei dati. La media fa uso di tutti i dati ¢ in particolare & influenzata in
maniera sensibile da valori eccezionalmente alti o bassi. La mediana invece dipende
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direttamente solo da uno o due valori in c¢entro alla distribuzione e non risente’ dei .

dati estremi. La decisione di quale statistica scegliere dipende dali’uso che se ne in-
tende fare. Per esempio, un ammuustrazmne comunale che volesse avere una stima
del gettito fiscale complessivo’ (supponcndo un a.hquota fiscale costante), dovrebbe
scegliere di utilizzare la media campionaria dei redditi dei residenti. La stessa am-
ministrazione potrebbe invece trovare pill utile 1a mediana campionaria dei redditi,
nel caso fosse interessata a costruire abitazioni popolari e volesse stabilire quale sia
il potere di acquisto del ceto residenziale medio. '

Esempio 2.3.4. In uno studio scientiﬁcoz, un gruppo di topi di cinque settimaﬁe
fu sottoposto a una dose di radiazione di 300 rad. I topi fuorono quindi divisi in

due gruppi, il primo dei quali venne tenuto in ambiente sterile, mentre il secondo

in normali condizioni di laboratorio. I seguenti diagrammi stem and leaf riportano i
giorni di vita dei topi che in seguito morirono di linfoma del timo.

Topi in ambiente sterile Topi in ambiente normale
1| 58, 92, 93, 94, 95 1] 59, 89, 51, 98
2|02, 12, 15, 29, 30, 37, 40, 44, 47, 59 2 | 35, 45, 50, 56, 61, 65, 66, 80
3o, 0 21, 37 3| 43, 56, 83
4115, 34 44 85, 96 4| 03, 14, 28, 32
529, 37
6124
7107
800

E evidente dai diagrammi stem and leaf che la media cémpionaria del primo campio-
ne sara sensibilmente maggiore di quella del secondo; infatti eseguendo i calcoli si
trovano 344.07 giorni di media per i topi in ambiente sterile, e 292.32 giorni di media

“nell’altro caso. Determiniamo ora le mediane campionarie. Il primo insieme di osser-

vazioni ha numerositk 29, quindi la mediana & il 15-esimo dato in ordine crescente,
259. 11 secondo campione & formato da 19 dati, e il decimo in ordine crescente,
265, & la sua mediana. ' Quindi, anche se la media del primo campione 2 notevol-
mente maggiore di quella del secondo, le mediane campionarie sono molto vicine.
La spiegazione di questo fatto & che la media campionaria del primo gruppo risente
fortemente dei cinque valori maggiori di 500, che hanno perd molta meno influenza
sulla mediana campionaria. Infatti, essa resterebbe invariata anche se sostituissimo
quei cinque dati con numeri molto pid piccoli, purché non inferiori a 259. Sembra
percid che I'ambiente sterile abbia allungato la vita dei cinque topi che vissero pid a
lupgo, ma non & chiaro che effetto abbia avuto, se ne ha avuto, sul tempo di vita degli
altri topi. O

2 D.G.Hoel, "A representation of mortality data by competing risks”, Biometrics, vol. 28, pp. 475
488, 1972, '
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La terza statistica che viene impegata per descrivere il centro di una dlsmbuzlone

' didati&la moda campionaria.

Definizione 2.33. La moda campionaria di vn insieme di dati, se esiste, & "unico
valore che ha frequenza massima. Se non vi & un solo valore con frequenza massima,
ciascuno di essi & detto valore modale. '

Esempio 2.3.5. La seguente tabella riporta la frequenza di uscita delle sei facce di
un dado, su 40 lanci.

Valore | 1 2 3 4 5 6
Frequenza | 9 8 5 5 6 7

Vogliamo calcolare: (a) 1a media campionaria, (b) la mediana campionaria e (c) la
moda campionaria.
(a) La media campionaria &
I+16+15+20+304 42

(b) La mediana campionaria & la media aritmetica del 20-esimo e del 21-valore, che
sono entrambi 3, quindi & essa stessa pari a 3. (¢) La moda campionaria 2 1, il valore
che & comparso pib di frequente. o O

-2.3.2 Varianza e deviazione standard campionai-ie

Le statistiche presentate nella sezione precedente forniscono sotto diversi punti di vi-
sta i valori centrali della distribuzione dei dati. Un’alira questione di chiaro interesse

" quanto i dati siano concentrati o viceversa dispersi attorno a tali valori tipici. Una

strategia impiegabile a questo scopo potrebbe essere allora considerare le distanze
dei dati dalla media campionaria, elevarle al quadrato e farne la media aritmetica,
In effetti questa & quasi la definizione di varianza campionaria, che perd, per ragioni
tecniche, si ottiene dividendo per n — 1 anziché per n.

Definizione 2.3.4. Assegnato un insieme di dati xy,x, ..., 2y, si dice varianza
campionaria e si denota con 52 la quantit

I T
— E(z,- —z)? (2.3.5)
=1
Esempio 2.3.6. Si trovi la varianza campionaria dei due insiemi di dati seguenti.

A:3,4.6,7,10 B: —20,5,15,24
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La media del campione A2 Z = (3 +4+64+7+ 10)/5 = 6; dalla definizione di
varianza campionaria allora

2 =[(-3)24+(-2> + 0 + 12 + 4% /4 =75
Anche per B 1a media campionaria & 6; tuttavia la sua varianza risulta
= [(—26)* + (—1)* + 9% + 12%]/3 =~ 360.67

Percid, anche se entrambi gli insiemi di dati hanno la stessa media campionaria, vi &
una variabilitd molto maggiore nei valori di B che non in quelli di A. O

La seguente identith algebrica & usata spesso per velocizzare il calcolo manuale
della varianza campionaria.

Proposizione 2.3.1. Sia dato un insieme di dati ;, .'I.'g, -+, Zn, € sia Z la sva media
campionaria, allora

(zi— %) = m% — ni? {2.3.6)
>

i=1 =1
Dimostrazione.

> (@i —5)?= Z(zg — 2%x; + 3°%)

i=1 i—l

sviluppando il quadrato

= Zm - 2:1:2:::, + Z:;:2 spezzando la sommatoria

i=1

= me—Zm‘:z + nz?

i=l

n -
=Ez;?‘-na':2

=1

per la definizione di 7

Il calcolo della varianza campionaria pud anche essere semplificato se si nota
che, prese comunque due costanti a e b, se si considera il nuovo insieme di dati Yy =
az; + b, dove i = 1,2,...,n, allora per quanto gi detto a pagina 22, f=al+be

quindi
> w-9=a"y (zi-2)
i=1 i=1

Percio, se si e 52 sono le rispettive varianze campionarie, si ha che

2 = a’s? (2.3.7
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Per riassumere, sommare una costante a ciasé‘ﬁuo dei dati non fa cambiare ia varianza,
mentre moltiplicarli per un fattore costante: fa si che la varianza camplonana risulti
moltiplicata per il quadrato di tale fattore.

Esempio 2.3.7. E qui di seguito riportato il iiumero di incidenti aerei mortali in tutto
il mondo negli anni da) 1985 al 1993. Questi dati si riferiscono a voli commerciali.

Annio 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993
Incidenti 2 2 26 28 '_ 27 25 30 29 24
Fonse: Civl Aviation Statistics of the World, asuucl o

Si trovi la varianza campionaria di questi dati.
Per cominciare, sottraiamo 22 ai valori di‘partenza, ottenendo il nuovo campione:

004653872

denotiamo questi dati con y1,y2,-.., € caléolia.mo
9 g o
> w=135, D W =16+36+25+9+ 64 +49 +4 = 203
da cui, ricordando éhc la varianza déi dati tras:formati & in questo caso uguale a quella

dei dati iniziali, e usando la Proposizione 2.3.1, otteniamo

_ 2
$ = &—gs(m- ~8.361 O

It Programma 2.3, disponibile sul sito wcb dedicato a questo volume pud essere
usato per calcolare la varianza di campioni pi numerosi.
La radice quadrata della varianza & detta deviazione standard.

Definizione 2.3.5. Assegnato un insieme di dati 7,7, .. ., 2y, si dice deviazione
standard campionaria e si denota con s la quantité ' -

J — IZ(:L"—:I:) 239)

Questa grandczza ha le stesse unit} di misura dei dati spenmentah

S

233 Percentili campionari e box plot-

In sintesi, il percentile k-esimo di un c:mipionp di dati & un valore che & maggiore di
una percentuale & dei dati, e minore della restante percentuale 100 — k, dove & 2 un
numero tra 0 e 100. Pitt formalmente diamo 1a seguente definizione.



28 - Statistica descrittiva

Definizione 2.3.6. Sia k un numero intero con 0 < & < 100. Assegnato un insiemne di
dati numerici, ne esiste sempre uno che & contemporaneamente maggiore o uguale di
almeno il k percento dei dati, e minore o ugnale di almeno il 100k percento dei dati.
Se il dato con queste caratteristiche & unico, esso & per definizione il percentile k-
esimo dell’insieme di dati considerato. Se invece non & unico, allora sono esattamente
due, e in questo caso il percentile k-esimo & definito come la loro media aritmetica.

Quindi per determinare il percentile k-esimo di un campione di numerositd n
occorre trovare quello o quei dati tali che, detto p il rapporto /100,

1. almeno np tra tutti i dati dell’insieme siano minori o uguali a loro;
2. almeno n{l — p) tra tutti i dati dell’insieme siano maggiori o uguali a loro.

Per prima cosa disponiamo i dati in ordine crescente. Notiamo poi che, se il numero
npnon & intero, I*unico dato che soddisfa le richieste & quello che occupa la posizione
data da np arrotondato all’intero successivo. Ad esentpio, supponiamo che siano n =
22 e k = 80, e di conseguenza p = 0.3 e np = 17.6; ci viene chiesto di trovare un
dato che sia maggiore o uguale di aimeno 17.6 (ovvero almeno 18) delle osservazioni
e minore 0 uguale di almeno 4.4 (ovvero almeno 5) di esse; ovviamente, solo il

18-esimo dato in ordine crescente soddisfa questa richiesta, ed esso & il percentile .
80-esimo. Se invece np & un numero intero, & facile vedere che sia esso sia il suo

successivo soddisfano le richieste, e quindi la quantitd cercata & la media di questi
due valori.

Esempio 2.3.8. La Tabella 2.6 riporta la popolazione delle 30 maggiori cittd ameri-
cane per il 1990, Calcoliamo (a) il decimo percentile e (b} i} 95-esimo percentile di
questi dati. - : :

(a) Poiché la numerosita del campione & n = 30, e np = 30-0.1 = 3 2 un numero
intero, il decimo percentile & la media aritmetica del terzo e del quarto dato dal pi
piccolo, ovvero : '

4.47619 -; 465648 _ 456 633.5
(b) Poiché 30-0.95 = 28.53, il 95-esimo percentile & il 29-esimo dato dal piil piccolo,
ovvero 3485 557. O

H 50-esimo percentile coincide ovviamente con la mediana campionaria, Assie-
me al 25-esimo e al 75-esimo percentile, forma i quartili campionari.

Definizione 2.3.7. 11 25-esimo percentile si dice primo quartile; il 50-esimo si dice
mediana campionaria o secondo guartile; il 75-esimo & il terzo quartile.

I quartili dividono il campione in quattro parti: i dati minori del primo quartile,
quelli maggiori del terzo, quelli compresi tra il primo e il secondo e quelli tra il
secondo e il terzo sono sempre circa il 25%.

el
BRI
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g . l, " Tabella 2.6 Popolazione delle 30 maggiori citth degli Stati Uniti

Posizione Citta - ; Residenti
i New York, NY ‘ - 7322564
2 Los Angeles, CA 3485557
3 Chicago, IL 2783726
4 Houston, TX ' 1629902
5 Philadelphia, PA } 1585577
6 San Diego, CA 1110623
7 Detroit, MI _ 1027974
8 Dallas, TX 1007618
9 Phoenix, AZ - 983403
10 San Antonio, TX 935393
11 San Jose, CA 782224
12 Indianapolis, IN 741952
13 Baltimora, MD ) 736014
14 San Francisco, CA 723959
13 Jacksonville, FL 672971

16 = Columbus, OH 632945
17 Milwaukee, WI 628088
18 Memphis, TN ' 610337
19 ° Washington, DC ’ 606900
20 Boston, MA 574283
21 Seattle, WA 516259
22 EI Paso, TX 515342
23 Nashville-Davidson, TN 510784
24 Cleveland, OH 505616
25 New Orleans, LA 496938
26 Denver, CO 467610
27 Austin, TX ) 465 648
28 Fort Worth, TX 447619
29 Oklahoma City, OK 444724
30 Portland, OR 438302

Fonts: Bureau of the Centus, U.S. Dept. of Contwerce {100 most popwiows cities ranked by April 1990 oenus; revised April 1964).

Esempio 2.3.9. 1l rumore si misura il decibel, indicati dal simbolo dB. Un decibel &
circa la soglia di udibilita in condizioni ideali per una persona con un ottimo udito;
30 dB sono il livello sonoro di un sussurro; un tono di conversazione normale pud
misurare 70 dB; una radio ad alto volume arriva a 100 dB; la soglia di tollerabilita &
intomo ai 120 dB. I valori seguenti sono i liveili di rumore misurati in 36 differenti
vccasioni in prossimita della stazione centrale di Manhattan,

82 89 94 110 74 122 112 95 100 78 65 60.
90 83 87 75 114 85 69 94 124 115 107 88
97 74 72 68 83 91 90 102 77 125 108 65
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Per determinare i quartili campionari, riportiamo i dati in un diagramma stem and
leaf:

6(0,5,58,9
702,4,4,57,8
8(2,3,357,8,9
9(0,0,1,4,4,5,7
100,27, 8
11|0,2,4,5

12 |2, 4,5

Il primo quartile & la media del nono e del decimo dato, vale 76. I secondo & la
media del 18-esimo e 19-esimo dato, vale 89.5. I terzo & 1a media del 27-esimo e de)

28-esimo dato, e vale 104.5. . [

“Uno strumento utile a visualizzare alcune delle statistiche rappresentative dei dati
¢ il box plot. Si ottiene sovrapponendo ad una linea orizzontale che va dal minore
al maggiore dei dati, un rettangolo (il box) che va dal primo al terzo quartile, con
una linea verticale che lo divide al livello del secondo quartile. Per esempio, i 42 dati
della Tabella 2.1 vanno da un minimo di 27 ad un massimo di 40, i quartili campionari
sono nell’ ordine 30, 31.5 e 34; il box plot corrispondente & quello di Figura 2.7. -

La lunghezza della linea orizzontale del box plot, pari alla distanza tra il minimo
e il massimo dei suoi valori, si dice campo di variazione (oppure range, che & I'e-
spressione inglese corrispondente). La lunghezza del solo rettangolo invece, pari alla
distanza tra il primo e il terzo quartile, & detta scarto interquartile.

24 La disuguaglianza di Chebyshev

Siano T e s media e deviazione standard campionarie di un insieme di dati. Nell’i-
potesi che s > 0, la disuguaglianza di Chebyshev afferma che per ogni reale k > 1,
almeno una frazione (1—1/k*) dei dati cade neli’intervailo che va da T — ks a £+ ks.
Cosi ad esempio, con & = 1.5 scopriamo che almeno i 5/9 — pari al 55.56% circa —
di un qualunque campione di dati stanno entro una distanza di 1.5s dalla loro media
campionaria. Con k = 2 calcoliamo che almeno il 75% dei dati sta entro 25 dalla
media campionaria. Con k = 3 troviamo che almeno I'88.9% dei dati sta entro una
distanza di 3sda 7, :

27 40
30 31.5 34

Figura 2.7  Un box plot
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Quando I'ampiezza n del campione & noEa, la disugnaglianza si pud migliorare
come si evince dall’enunciato formale e dalla’dimostrazione che seguono.

*

Proposizione 2.4.1 (Disuguaglianza di Chebyshev). Sia assegnato un insieme di
dati £, 22, ..., Zn, con media campionaria e deviazione standard campionaria s >
0. Denotiamo con S, I’insieme degli indici corrispondenti a dati compresi tra T — ks
et + ks: :

Sp:={4,1<i<n: -—m|<ks} (2.4.1)

e sia #5; il numero di elementi o cardmahta dell'insieme S,. Allora, per ogni
k>1,

#Sk n—1 1 ’
_— ] — —_ —
1 oy >1 %) (2.4.2)

Dimostrazione
(n—1)s* = Z(m, - :1:)2
E i~ 2P+ Z(n—m)z |

i€, 1E»5'k -
> Z (: — 2)? pcrché gli addendi sono non negativi
TN o
> Z k2s? ,perché se i & S, (z; — £)* > k*s?
!'ESk :

= k?s*(n — #5;)
Dividendo entrambi i membri per nkZ2s? si trova che

n-1> ’#Sk

1-7==

nk? = n

da cui segue I’enunciato, , U

. L'ipotesi & > 0 non & in realtd fondamentale.: Infatt poiché 8 > 0 per definizione,

I"unico caso che resta escluso & quando s = 0. Tuttavia guardando alla definizione
di deviazione standard campionaria, & facile cqnvincersi che I'unico medo in cui pud
essere nulla, & se tutti i dati sono uguali, z; = z; = --- = z,, = ¥, nel qual caso la
disuguaglianza & ancora vera, anche se in mode triviale,

Poiché la disugvaglianza di Chebyshev vale per tutti gli insiemi di numeri, & lecito
aspettarsi che in molti casi la percentuale di dati che cadono entro ks dalla media z,
sia in realtd molto maggiore di quella stimata. -
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Tabella 2.7  Automobili piit vendute negli Stati Uniti. Anno solare 1993 (namonah [

importate). ] _ _
1. Ford Taurus . . . + 380448
2. Honda Accord ' 330030
3. Toyota Camry , 299737
4, Chevrolet Cavalier . 273617
5. Ford Escort _ T 269034
6. Honda Civic 255579
7. Saturn : 229356
8. Chevrolet Lumina 219683
9. Ford Tempo ‘ 217644
10. Pontiac Grand Am 214761
11. Toyota Corolla 193749
12, Chevrolet Corsica/Beretta o 171794
13. Nissan Sentra " 167351
14, Buick LeSabre 149299

ers Asm. -

Esempio 2.4.1. La Tabella 2.7 elenca le 14 auto pid vendute negli Stati Uniti nel
1993. Un calcolo diretto di media e deviazione standard camplonane ad esempio
con il software abbinato al testo, fornisce i seguenti valori,

I =2 239434, ) g = 62235

La disuguaglianza di Chebyshev afferma che almeno il 55.56% dei dati (o alme-
no il 58.73%, usando la versione pid raffinata che suppone 7 nota), devono stare
nell’intervallo

(£— 158, + 1.53) = (146 082, 332787)

.quando invece i valori che cadono entro quésti limiti sono 13 su 14, ovvero 1 92.1%

circa. ' a

2.5 Campioni normali

Osservando gli istogrammi dei campioni numerici forniti da esperimenti reali, si pud
notare come Vi sia una forma caratteristica che compare molto spesso, e acconiuna
un gran numere di-campioni di dati, provenienti dai contesti pih disparati, Questi
grafici hanno un solo massimo, in corrispondenza della mediana, e decrescono da
entrambi i lati simmetricamente, secondo una curva a campana. Un campione di
dati che rispetta questi requisiti di dice normale. La Figura 2.8 presenta un ideale
istogramma di questo tipo.

e
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Figura28  Un istogramma normale perfetto

Figura29  Un istogramma approssimativamente normale -

In realtd, pur mantenendo un aspetto simile a quello descritto, non capita mai che
un istogramma reale rispetti perfettamente la simmetria e la monotonia. Si pud par-
lare allora di campione approssimativamente normale, e I'istogramma in Figura 2.9
ne costitnisce un esempio. Se un insieme di dati presenta un istogramma che & sen-
sibilmente asimmetrico rispetto alla mediana, come quelli nelle Figure 2.10 e 2.11,
si parla di campione skewed (ovvero shilanciate), a sinistra o a destra, a seconda del
lato in cui ha la coda pit lunga.

Dalla simmetria degli istogrammi normali segne che un campione approssimati-
vamente normale avra media e mediana campionaria circa uguali.

Supponiamo che Z ¢ s siano media e deviazione standard di un campione ap-
prossimativamente normale. La seguente regola empirica specifica che percentua-
le dei dati ci si aspetta di trovare entro s, 2s e 3s dalla media campionaria. Essa
rispetta i limiti imposti dalla disuguaglianza di Chebyshev, ma ne migliora grande-
mente Ia precisione, valendo non per ogni insieme di dati, ma solo per campioni
approssimativamente normali, e fornendo risultati non esatti.



34 Statistica descrittiva

Fignra 210  L'istogramma di un campione skewed a sinistra,

Figura 2.11 L"istogramma di un_campibne skewed a destra,

Osservazione 2.5.1 (La Regola Empirica). Se un campione numerico & approssi-

mativamente normale, ha media campionaria % e deviazione standard campionaria s,
allora

1. Cirea il 68% dei dati cade nell’intervallo Z + s
2. Circa il 95% dei dati cade nell’intervallo # 4 25
3. Circa il 99.7% dei dati cade nell’intervallo £ + 3s

Esempio 2.5.1. 1l diagramma stem and leaf che segue riporta i punteggi ottentiti in
un esame di statistica da alcuni studenti di ingegneria industrale.
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Ruotando il diagramma in senso antiorario, si pud notare che il corrispondente

istogramma & approssimativamente normale, Mettiamo alla prova la regola empirica.
Facendo i cunt: si trova

T 70.6, .- s~ 144

La regola empirica dice che i punteggi compresi tra 56.2 e 85.0 dovrebbero essere cir-
ca il 68%. In effetti, essi sono 17/28, pari al 60.7%. Analogamente, quelli compresi
tra 41.8 ¢ 99.4 dovrebbero essere il 95%, ¢ in realta sone il 100%. O

Un insieme di dati ottenuto campionando da una popolazione non omogenea,
ma costituita da sottogruppi eterogenei, di solito non risulta normale. Piuttosto, I'i- -
stogramma di un tale campione, presenta spesso 1’aspetto di una sovrapposizione di
istogrammi normali, ¢ in particolare pud avére due o piit massimi locali. Siccome
questi picchi sono analoghi alla moda, un campione di questo tipo si dice bimodaie
se ne possiede due € multimodale in generale I dati rappresentati in Figora 2.12 sono
appunto bimodali.

2.6 Insiemi di dati bivariati |
e coefficiente di correlazione campionaria

Talvolta non ébbia.mo a che fare con sequenze di dati singoli, ma con sequenze di

_coppie di numeri, tra i quali esiste qualche relazione. In questi casi ogni coppia &

da considerarsi una osservazione; se scegliamo di denominare con z e y i due tipi di
grandezze che compaiono in ciascun dato, possiamo denotare con (z;, ;) la coppia
di valori che costituisce la osservazione i-esima. Dati di questa forma prendono il
nome di campione bivariato. Ad esempio, un *azienda che vuole indagare il rapporto
tra la temperatura ambientale e il numero di parti difettose che escono dalla sua linea

Figura2.12 IL’istogramma diun campione bimodale
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di produzione, pud registrare per un certo numero di giorni le temperature massime e
il numero di difetti riscontrati. Dei dati esemplificativi sono riportati in Tabella 2.8;

in questo caso z; € y; denotano nspettwamentc Ia temperatura e i difetti del giormno

1-€5imo. . el

Uno strumento utile a v1suahzzarc campioni bivariati ¢ il diagramma di disper-
sione, ovvero la rappresentazione sul piano cartesiano di tanti punti quante sono le
osservazioni, ciascuno tracciato alle coordinate corrispondenti ai suoi due valori z e
y. La Figura 2.13 mostra il diagramma ottenuto dai dati delia Tabella 2.8.

Una questione di grande interesse quando si studiano campioni bivariati & se vi sia
una correlazione tra i valori x e y, ovvero se si verifica che le osservazioni che hanno
un alto valore di z tendano tipicamente ad avere anche un alto valore di 1, 0 viceversa
- tendano ad averne uno basso, e analogamente, si chiede che le osservazioni che hanno
un basso livello di = abbiano abbinato pure un basso (o viceversa alto) livello di . Se
numeri elevati corrispondeno a numeri elevati e valori bassi corrispondono a valori
bassi, 1a correlazione & positiva, se invece quando = & grande y & tipicamente piccolo
e viceversa, allora si parla di correlazione negativa. Una risposta grossolana alla
questione della correlazione si pud ottenere osservando il diagramma di dispersione;

Tabella 2.8 Temperature massime giomaliere in gradi Celsius e numero di parti difettose

Giorno Temperatura Difetti
1 242 25
2 227 3
3 30.5 36
4 28.6 33
5 255 ' 19-
6 320 24
7 28.6 ’ 27
8 26.5 ’ 25
9 25.3 16
10 26.0 , 14
11 24.4 22

12 24.8. - 23
13 . 20.6 © 20
14 . 251 25
15 214 25
16 237 : 23
17 239 27
18 . 7 25.2 30
19 27.4 33
20 283 32
21 ‘ 28.8 ' ' 35
2 26.6 24
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di difetti
k
x *
35 L :
. X
n -
x
_28 T - x : x
x X 3 x x x
. ;
2L+ x= x
x
14 T *
7 -
-ttt Temperatura

20 21 22 23 M4 25 26 27 28 29 30 31 R
Figura 2.13  Un diagramma di dispersione

ad esempio la Figura 2.13 mostra qualche tipo di corrispondenza tra alte temperature
e elevato numero di difetti. Per ottenere una misura quantitativa di questa relazione,
costruiamo una nuova statistica.

Consideriamo un campione bivariato (z;,3;), peri = 1,2,...,n. Siano T e j le
medie campionarie relative ai valori z e y rispettivamente. Possiamo senz’altro dire
che se un valore z; & grande rispetto a quelli tipici, allora la differenza x; — Z sard
positiva, mentre se x; & piccolo, essa sara negativa; possiamo ragionare analogamente
per i valori y. Quindi, se consideriamo il prodotto (z; —%)(y; — ), esso sari maggiore:
di zero per le osservazioni in cui x; € y; sono correlate positivamente, e minore di zero
per quelle in cui vi & correlazione negativa. Quindi se I'intero campione mostra una

. forte correlazione c’¢ da aspettarsi che la somma 37, (i — ) (1 — ) lo percepisca,

a seconda del tipo, assumendo un valore molto positivo o molto negativo.
Per dare senso all’affermazione che quella sommatoria sia “molto” positiva, si

usa normalizzarla, dividendo per n — 1 e per it prodotto delle deviazioni standard

campionarie dei valori z e y.
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La statistica che si ottiene & il coefficiente di correlazione campionaria.

Definizione 2.6.1. Sia dato un campione bivarato (x;,7;), peri = 1,2,...,n, con
medie campionarie Z e §j e deviazioni standard campionarie s. e sy, per i soli da-

ti z e per i soli dati y rispettivamente. Allora di dice coefficiente di correlazione

campionaria e si denota con r la quantitd -

Zl—] (:’L‘,, :I:) Yi — )
(n—1)sz5,
El—l(m" — %) (1 — 7)

vV 1.-_1 (.'B, - :c Et_l(yt Tj)z

Quando » > 01 dad sono correlati positivamente, mentre s¢ r < 0 sono correlati
negativamente.

(2.6.1)

Proposizione 2.6.1. Di seguito diamo alcune delle propneta del coefficiente di cor-
relazione campionaria.

1. -1<r<1.
2. Se per oppurtune costanti a¢ e b, con b > 0, sussiste la relazione lineare
| ¥ =a+ by, Vi=12...,n
allorar = 1.
3. Se per oppurtune costan;i aeb, con b < 0 sussiste la relazione lineare
¥ = a + by, Vi=1,2,...,n
allorar = —1.

4. Ser&il coefficiente di correlazione del campione (x;,v1),4=1,...,n, allora
1o & anche per il campione

(a + bz, ¢ + dy;) Vi=1,2,...,n
purché le costanti b e d abbiano lo stesso segno.

La Proprieta 1 dice che che r & sempre compreso tra —1 e +1, inoltre le Proprieti
2 e 3 precisano che i valori limite +1 e —1 sono effettivamente raggiunti solo quando
tra x e y sussiste una relazione lineare (ovvero i punti del diagramma di dispersione
giacciono esattamente su una retta). La Proprieth 4 afferma che il coefficiente di
correlazione non cambia se sommiamo costanti o moltiplichiamo per costanti tuttj i
valori di  e/o tutti i valori di y. Cid significa ad esempio che r non dipende dalle
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unitd di misura scelte per i dati. Il coefficiente di correlazione tra peso ¢ altezza di
un gruppo di individui non cambia se si decide di misurare il peso in libbre piattosto
che in chilogrammi, o la statura in pollici piuttosto che in centimetri o anche in metri,
Analogamente, se uno dei valori di interesse é una temperatura, € lo stesso usare dati
in gradi Celsius o Fahrenheit o Kelvin.

1 valore assoluto di 7 & una mjsu'ra delia forza della correlazione esistente. Come
si & gia detto, quando |r| = 1 vi & relazione lineare perfetta, e i punti del diagramma
di dispersione stanno tuttj su una retta; valori intorno a 0.8 indicano una correlazione
molto intensa, e anche se i punti del grafico nén stanno tutti su una retta, ve n’2 una
(la retta interpolante) che passa non passa tmppo lontana da nessunc di essi; valori
di r intorno a 0.3 denotano una relazione molto debole.

1| segno -di r indica la dlrezmnc della retta. E positivo se z e y tendono a essere
grandi e piccoli assieme, nel qual caso la retta interpolante punta verso I'alto. E
negativo invece se, quando z & grande y & tipicamente piccolo e viceversa; allora
I'approssimante punta in basso. La Flgura 214 mostra diagrammi di dlsperswne
corrispondenti a diversi valori di r. .

x
x
X x x X x"
-*
X . x . X
x i.,{)( x . xx N
X WX X ;
X-xf,'x..x xxs< X x
X * e » ..x.-
*+Tx X i
X x X x
X v x . *)
X w X
x
- X
r=-560 ' r=0
Xx
X
x'x*"x
W X
. )-e‘
)s-Xob‘
% X .
x lx.
x
X
x
r=90 -

Figura 2.14  Diagrammi di dispcrsione'c,__orrispondcnti a diversi valori di r.
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Figura 2,15  Diagramma di dispersione per la frequenza cardiaca e gli anni di
scuola di un campione di 10 individui.

Esempio 2.6.1. Per quanto riguarda i dati riportati nella Tabella 2.8, un calcolo di-

retto mostra che + = 0.4189. Questo valore denota una correlazione positiva debole

tra la temperatura giornaliera massima e il numero di parti difettose prodotte. 0

Esempio 2.6.2. Riportiamo di seguito la frequenza cardiaca a ritroso (in battiti al
minutoe) e gli anni complessivi di istruzione di dieci individui.

Soggetto | 1+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Amidiistruzione { 12 16 13 18 19 12 18 19 12 14
Frequenzacardinca | 73 67 74 63 73 84 60 62 76 7Ti

11 diagramma di dispersione corrispondente & illustrato in Figura 2.15, il coefficiente
di correlazione lineare risulta essere r = —0.7638. Questa correlazione negativa indi-
ca che vi & una forte associazione tra una scolarizzazione lunga e una bassa frequenza
cardiaca e viceversa. : ' a
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Correlazione, non rapporto di causa-effetto

Le conclusioni deil’Esempio 2.6.2 indicano uiia forte correlazione tra gli anni
di istruzione e la frequenza cardiaca a riposo per gli individui del campione.
Tuttavia questo non significa che gli ulteriori anni di studio ne abbiano effet-
tivamente ridotto i battiti cardiaci. Quella che abbiamo trovato & infatti una
associazione tra le due caratteristiche, non un rapporto di causa-effetto. Spes-
so, la spiegazione di associazioni di questo tipo dipende da un terzo fattore
implicito, legato a entrambe le variabili in esame. Nel nostro caso, potrebbe
darsi che le persone con una migliore istruzione siano pilt informate nel campo
della salute, e quindi ad esempio pil conscie dell’importanza di fare esercizio
regolarmente di una sana alimentazione. Oppure & possibile che non sia la
conoscenza a fare la differenza, ma piuttosto il fatto che persone con titoli di
studio piil elevati possono accedere a impieghi che lasciano pill tempo per fare
attivita fisica ed essendo meglio pagati favoriscono 1’acquisto di cibi migliori.
La forte correlazione trovata & certamente dovuta a una combinazione di questi
¢ probabilmente altri fattori inespressi.

Problemi

1.

Quello che segue & un campione dei prezzi della benzina praticati nel gingno del 1997
nella zona di San Francisco. I dati sono in centesimi di dollaro per gallone.

137 -139 141 137 144 141 139 137 144 141 143 143 141

(a) Organizza questi dati in una tabella delle frequenze.
{b) Rappresenta la loro frequenza relativa con un grafico a bastoncini.

. Spiega come si costruisce un grafico a torta. Se uno dei valori del campione ha frequenza

relativa 7, che angolo al centro avr il settore circolare corrispondente?

. Quelle che seguono sono delle stime non aggiomate — in milioni di barili — delle.riserve

di petrolic di quattro regioni del continente americano.

Stati Uniti 387
Sud America 22.6
Canada 8.8
Messico 60.0

Traccia un grafico a torta per questi dati.

. La tabella a pagina seguente riporta, per i 50 Stati degli USA, il tempo medio ﬁeoessaﬁo

per raggiungere il posto di lavoro e la percentuale di lavoratori che usa mezzi pubblici.
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M¢ézzi impicgati e tempi necessari per ragginngere il posto di lavoro East South Central : 12 2
Percentuale che si serve Tempo medio di Kentucky : 16 20.7
Regione, Divisione e Stato dei mezzi pubblici spostamento Tennessee 1.3 215
Stati Uniti Alabama 0.8 21.2
i 53 24 Mississippi . 03 _ 206
Northeast 12.8 24.5 West South Central 20 21.6
New England 5.1 21.5 Arkansas 0.5 19.0
Maine 0.9 19.0 "Luisiana 30 223
New Hampshire 0.7 219  Oklahoma ‘ 06 19.3
Vermont 0.7 18.0 Texas 2.2 22.2
Massachusetts 83 227
. West 4.1 227
Rhode Island 25 19.2 Mountain 31 19.7
Connecticut 3.9 211 Y
. . : Montana 0.6 14.8
Middle Atlantic 157 25.7 Taho 1o 173
New York 24.8 .28.6 Wyoming 1.4 154
New ]CI‘SCY. 88 253 Colorado i ' 29 ) 20.7
Pennsylvania 6.4 21.6 New Mexico - 1.0 19.1
Midwest 35 207 Arizona . ' o 2.1 21.6
East North Central 43 21.7 Utah 2.3 ) ) 189
Ohio 25 20.7 Nevada 2.7 19.8
Indiana 1.3 . 204 Pacific 48 238
- Illinois 10.1 25.1 Washington _ 45 220
Michigan 1.6 212 Oregon : 34 19.6
Wisconsin 25 18.3. California ' 49 24.6
West North Central 19 ’ 184 Alaska 24 16.7
Minnesota 3.6 ' 19.1 7 Hawaii : 74 238
IO\‘Va 1.2 : 16.2 Foie: 11,5, Bureas of thé Census. Census of population and housing, 1990, b
Missouri 2.0 216 g
I;mﬁ g:kkom gg - 130 (a) Rappmsenta i tempi medi di spostamcuto con un istogramma.
Nzl;raska (.na - 1.2 : }g: {b) Organizza i dati sulla percentuale di lavoratori che vsa mezzi puhbhcn con un
Kansas 0.6 17.2 diagramma stem and leaf. |
South S 2.6 220 5. Scegli un libro oppure un articolo e conta il numero di parole in ciascuna delle prime
South Atlantic ) 34 22.5 100 frasi, quindi presenta i valori osservati tramite un diagramma stem and leaf. Suc-
Delaware . 24 - 200 cessivamente, ripeti I’ esercizio su un testo di un autore differente. I dve diagrammi stem
Maryland 8.1 27.0 and leaf ottenuti si assomigliano? E ragionevole pensare di impiegare qucsta tecnica per
Virginia 4.0 240 stabilire se due arﬁcoh SONO stat scritti da autori differenti?
West Virginia . 1.1 21.0 .
North Caroh_na L0 19.8 6. La Tabella a pagina seguente riporta il numero di incidenti aerei mortali all’anno ¢ il
South Carolina L1 20.5 numero delle vittime, per i voli commerciali effettuati negli Stati Uniti dal 1980 al 1995,
GeoFgJa ’ 28 22.7 Per quanto riguarda il numero di incidenti all’anno:
Florida 2.0 218 ‘

{a) costruisci la tabella delle frequenze,
(b) traccia il grafico a linee delle frequcnzéi;-‘
{¢} traccia il grafico delle frequenze cumul;itive relative;
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Sicurezza dei voli negli USA, veicoli commeciali, 1980-1995
Anno Voli (miliont).. Incidenti mortali Vittime
1980 54 0 0
1981 - 52 4 4
1982 5.0 4 233
1983 5.0 4 5
1984 5.4 1 -4
1985 5.8 4 197
1986 6.4 2 5
1987 6.6 4 231
1988 6.7 3 285
1989 .. 6.6 1 278
19%0 6.9 6 39
1991 6.8 4 62
1992 7.1 4 33
1993 72 1 1
1994 75 4 239
1995 8.1 2 166

Fonte: Nationa! Tromsportation Safety Board

(d) calcola Ia media cmupiuriaria;
{e) calcola la mediana campionaria,
{f) calcola la moda-campionaria;

(g} calcola la deviazione standard campionaria.

7. Con riferimento alla Tabella del Problema 6, considera il numero di vittime all’ anno:

8. Usa i dati della tabella di pagina 45 per

9. Usando la tabella del Problema 4, trova le medie e le mediane campionarie dei tempi di
spostamento per gli stati che fanno parte delle seguenti regioni.

(a) rappresenta i dati in un istogramma;

(b) riorganizzali in un diagramma stem and leaf;

() calcola la media campionaria;

(d) calcola la mediana campionaria;

{e) calcola la deviazione standard campionaria.

(a) realizzare un diagramma stem and leaf e

(b) trovare la mediana campionaria

(a) northeast;

del numero di linee telefoniche su 100 persone nelle diverse nazioni.

Problemi

45

‘Numem di linee telefoniche attive ogni 100 persone (dati del 1994)

Paese Linee Paese Linee
Algeria 4 Kuwait - 23
Arabia Saudita 10 Libano 9
Argentina 14 Lussemburgo 54
Australia 50 Malaysia 15
Austria 47 Marocco 4
Belgio 45 Messico 9
_ Brasile 7 Norvegia 55
Bulgaria 34 Nuova Zelanda 47
Canada 58 Olanda 51
Cile 11 Pakistan 1
Cina 2 Panama 11
Cipro 45 Paraguay 3
Colombia 9 Perh 4
Corea del Sud 40 Polonia 13
Costarica 13 Portogallo 35
- Cuba 3 Portorico 33
Danimarca 60 Regno Unito 47
Ecuador 5 Repubblica Ceca 21
Egitto 4 Repubblica Dominicana 8
" Filippine C 2 Repubblica Sudafricana 9
Finlandia 55 Romania 12
Francia 55 Russia 16
Germania 48 Singapore 47
Giappone 48 - Siria 5
“Grecia 43 Spagna 37
Guatemala 2 Stati Uniti 3
Honduras 2 Svezia 68
Hong Kong 54 Svizzera 60
India 1 Tailandia 4
Indonesia 1 Taiwan 40
Iran 7 Trinidad ¢ Tobago 16
Iraq 3 Tunisia 5
Irlanda 33 Turchia 20
Islanda 56 Ungheria 17
Israele 37 Uruguay 17
Italia 43 Venezuela 11
Jamaica 10

Fonte: International Telecommunication tnion, Ginevra.

(b) midwest;
(c) south;

(d) west.
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10. 1 valori della tabella di pagina 47 sono le mediane dei prezzi per le abitazioni Mediane dei prezzi delle case da abitazione monofamiliari

monofamiliari in diverse citta americane net 1992 e nel 1994. Citth - Aprile 1992 Aprile 1994
(a) ‘Rappresenta i dati del 1992 con un istogramma. Akron, OH - AN 75 500 21600
(b} Rappresenta i dati del 1992 con un diagramma stem and leaf. Albuquergue, NM : : 86700 103 100
{¢) Calcola la medi ionaria delle mediane dei i del 1992 naheim/Santa Ania, CA 235100 209500

(3 cola la ana campionaria delle mediane dei prezzi del . Atlanta, GA _ 85.800 93200
(d) Calcola la mediana campionaria delle mediane dei prezzi del 1994, Baltimora, MD 111 500 115700
Baton Rouge, LA 71800 78 400
Birmingham, LA
11. La tabella che segue riporta il numere di pedoni — classificati secondo eth ¢ sesso — che BostongMaKl K 123;% 13(9) égg

sono-mort in incidenti stradali in Inghilterra nel 1922, Bradenton, FL - 80400 86 400

(a) Trova media e mediana campionaria dell’eth al decesso per i maschi, Buffalo, NY : 79700 - 82400

T di di ionania dell’eth al de e fermi Charleston, SC , ' 82000 91300
(b) Trova media e mediana campionaria dell’e ecesso per le fernmine. Chicago, IL : 131 100 135500
(e} Calcola i quartili per i maschi. Cincinnati, OH 87 500 93600
. - . Cleveland, OH 88 100 94200

Cal femmine. .
(d) Calcola i quartili per le fe e Columbia, SC , 85100 22900
: : Columbus, OH ' 90300 92800
Eta . Maschi Femne Corpus Christi, TX - 62500 71700
0-5 120 67 Dallas, TX : : 90 500 95100
5-10 184 120 Daytoria Beach, FL 63600 66200
10-15 44 : 22 Denver, CO 91300 111200
15-20 24 15 Des Moines, 1A ' 71200 . 77400
20-30 23 _ 25 Detroit, M1 B 77500 84 500
3040 50 22 ElPaso, TX : 65900 73600
40-50 : 60 40 Grand Rapids, MI 7 73000 76 600
50-60 102 : 76 Hartford, CT - 141 500 132900
60-70 167 104 Honolulu; HI ST 342000 355 000
70-80 150 . %0 Houston, TX : : : 78200 84 800
80-100 49 27 Indianapolis,IN - ' 80100 90 500
7 Jacksonville, FL : 75100 79700
12. 1 valori che seguono sono le percentuali di ceneri residue per 12 campioni di carbone : as.Clty, MO : . 76100 84900
trovati in 1mo stesso sito. Knoxville, TN 78300 88600
) Las Vegas, NV ) ' 101 400 110400
92 141 98 124 160 12.6 227 189 210 145 204 169 Los Angeles, CA  ~ : 218000 188 500

Trova media e deviazione standard campionarie di queste percentuali, ion of Dt i ment 194

13, Usando i dati del Problema 4, calcola la varianza campionaria dei tempi di spostamento ) oL .
per gli stati che si trovano nelle divisioni: 15. La t_al-blcgllgazdl l[;alg;;i; 48 riporta il reddito annuale medio pro capite negli stati americani
peri e . : ‘

(a) South Atlantic; . ) .
(b) Mountain. (®) T aspetti che la media campionaria dei dati dei 51 stati sia uguale al dato degli
interi Stati Uniti? O,

14. La media e la varianza di un campione di 5 dati sono rispettivamente T == 104 e 5% = 4.

(b) Se Ia risposta al punto (a) & negativa, spi informazioni servi
Sapendo che tre dati sono 102, 100 e 105, quali sono gli altri due dati? o punto (&) & negativa, " e che info e olre

alic medie relative ai singoli stati, per calcolare la media campionaria dell’intera
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Reddito annuale medio per stato: 1992 e 1993

{Dati espressi in dollari. Sono esclusi i piccoli coltivatori, i militari, le cariche politiche, gli lmplegatl

delle ferrovie, i lavoratori a domicilio, gli studenti lavoratori, ghi impiegati di alcune organizzazioni no
profit e la maggior parte degli imprenditori. Il reddito mcludc i bomus, il controvalore di vitto ¢ alloggio,
le mance e altre pratifiche.)

Stato 1992 1993 Stato 1992 1993

Stati Uniti 25897 26362 Missouri 23550 23898
Alabama 22340 22786 Montana 19378 19932
Alaska 31825 32336 Nebraska 201355 20815
Arizona 23153 23501 Nevada . 24743 25461
Arkansas 20108 20337 New Heampshire 24 866 24962
California 28902 29468 New Jersey 32073 32716
Colorado 25040 25682 New Mexico 21051 21731
Connecticut 32603 33169 New York 32399 32919
Delaware 26596 - 27143 North Carolina 22249 22770
District of Columbia 37951 39199 North Dakota - 18045 19382
Florida - 23 145 23571 Ohio 24 845 25339
Georgia 24373 24867 Oklahoma . 21698 22003
Hawati 25538 26325 Qregon 23514 24093
Idaho 20649 21188 Pennsylvania 25785 26274
IHinois . 27910 28420 Rhode Island ] 24351 24889
Indiana - 23570 24109 South Carolina 21398 21928
Towa 20937 21441 South Dakota - 18016 18613
Kansas 21982 22430 Teomessee . 22807 23368
Kentucky - 21858 22170 Texas : 25088 25545
Louisiana 22342 22632 Utah 21976 22250
Maine 21808 22026 Vermont 22360 22704
Maryland 27145 27684 Virginia - 24940 25496
Massachusetts 29664 30229 Washington 25553 25760
Michigan 27463 28260 West Virginia 22168 22373
Minnesota 25324 25711 Wisconsin 23008 23610
Mississippi 19237 19694 Wyoming 21215 21745

Fomte; U.5. Bnr-nnoﬂ.nborsuﬂnkr Employment and Wages Anmal Averdges 1993; and USDL News Release $4—451, Average Amnial Pay by Srate
and Indstry, 1993,

nazione. Spiega anche come impiegare quelle informazioni a questo scopo.
(¢) Calcola le mediane campionarie dei dati relativi al 1992 e dei dati relativi al 1993,
{d) Calcola la media campionaria dei redditi del 1992 per i primi dieci stati elencati.

(e) Calcola la deviazione standard campionaria dei redditi del 1993 per gh ultimi dieci
stati in elenco.

16. 1 dati seguenti (appresentano i tempi di vita (in ore) di nn campione di 40 transistor.
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112 121 126 108 141 104 136 134 121 118
143 116 108 122 127 140 113 117 126 130
134 120 131 133 118 125 151 147 137 140
132 119 110 124 132 152 ‘135 130 136 128

{a) Determina media, mediana, e moda campionaﬁe.
(b) Traccia un grafico delle frequenze culumative relative per questi dati.

17. Un espeljim{mtd volto a misurare la percentuale di réstringimento tramite essiccazione di
50 campioni di argilla, ha dato i seguenti valor:

182 21.2 231 185 156 20.8 194 154 212 134
164 18.7 182 196 143 166 240 176 17.8 202
174 236 175 203 16.6 193 185 193 212 139
205 190 176 223 184 212 204 214 203 20.1
19.6 206 148 19.7 20.5 18.0 20.8 158 23.1 170

{a) Crea un diagramma stem and leaf con questi dati.

{(b) Calcola media, mediana e moda campionarie.

(¢) Determina la varianza campionaria.

(@) Raggruppa i dati in intervalli di classe di larghezza pari a un punto percentuale a
iniziare dal 13.0%; traccia poi I'istogramma corrispondente,

(e) Utilizzando l€ frequenze delle classi ‘ottenute al ponto (d), e facendo finta che i dati

all’interno di ogni intervallo di classe siano localizzati nel punto medio, calcola

media e varianza campionarie, e confrontale con i valori trovati nei punti (h) e (c).
Come mm sono diversi?

18. Un metodo computaznonalmente efficiente per calcolare media e vatianza campionaria
deil’insieme di dati &1, T, ..., Ty & il seguente. Sia

z; —-—-Z:c,, i=1,2...,n

1--1
la media campiona_ria dei primi j dati; e sia
Z(z:, %), i=2,...,n
r—l .

la varianza campionaria dei primi j dati (con 5 > 2, attenzione!). Allora se si pone
7 := 0 & possibile cl1mosu'are che

Tiv1 —T;
j+1

1
1 = (1 - 3) &+ (7 + 1)(&j41 — 75)?

iy =Z; +
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(a) Utilizza queste due formule ricorsive per calcolare media e varianza camplona.ne
deidati 3,4,7,2,9,6.

(h) Verifica la correttezza del risultato trovato al punto (a) usando i metodi usuali.
{¢) Dimostra la prima delle due formule citate.

19. Utilizza i dati del Problema 10 per calcolare, sia per il 1992, sia per il 1994, (a) il decimo
percentile, (b) il 40-esimo percentile e (¢) il 90-esimo percentile delle mediane dei prezzi.

20. Analizza la tabella a pagina 51 trovando i quartili dei redditi medi sia per il 1992, sia per
i1 1993.

21. Utilizza la Figura 2.16, che riporta gli stanziamenti federali per la ricerca che vennero
assegnati nel 1992 a 15 universitd, per rispondere alle seguenti domande.
(a) Quali universita ricevettero piit di 225 milioni di dollari di stanziamenti?
{b) Quanto vale approssi.mativamenie la media campionaria di quegli stanziamenti?
(¢) E la varianza campionaria?
(d) Determina i quartili campionari,

22. Disegna il box plot dei dati sulla percentuale di lavoratori che fa uso di mezzi pubblici
per recarsi sul posto di lavoro. Usa la tabella del Problema 4.

Johns Hopkins University §
Massachusetts Instiite
: of Technology

Stanford University

University of Washington }
University of Michigan

University of California-

Los Angeles B

University of Californis-San Diego
University of California-

San Francisco

University of Wisconsin-Madison .
Columbia University-Main Division
University of Pennsylvania
University of Minnesota

Harvard University

Yale University

University of Pittsburgh

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Milioni di dollari
Fonte: .5, Bureas of Census.

Figura2.16  Fondi federali per la ricerca - primi 15 centri universitari.
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23. La tabella di pagina 52 riporta il numero di ca:m delle diverse razze che furono iscritti nel
1995 nell’ American Kennel Club. Rappresenta questi numeri in un box plot.

24. La misurazione della concentrazione di particelle in sospensione in un complesso pe-
trolchimico in 36 diversi momenti, fornisce (in microgrammi per metro cubo) i valori
seguenti;

Reddito annuale medio in alcune aree metropolitane: 1992 e 1993

(Dati in dollari. Aree metropolitane ordinate per reddito medio del 1993. Comprende i dati di Metro-

politan Statistical Areas ¢ Primery Metropolitan Statistical Areas, secondo le definizioni valide al 30

gingno 1993, Nelle aree del New England sono state utilizzate le definizioni de]l New England County

Metropolitan Arca ('N'ECMA) Vedere le fonli per dcttagh Vedere anche le precisazioni sufla tabella di
pagina 48.)

Area Metmpolitana 1992 1993

Tutte le aree metropolitane ' 27051 27540
New York, NY ‘ _ IRR(2 39381
San Jose, CA R 37068 38040
Middlesex- Somerset~Hunterdon NJ . 34796 35573
San Francisco, CA ’ 34364 35278
Newark, NJ 34302 35129
New Haven-Bridgeport-Stamford-Danbury- Waterbury 164} 34517 35058
Trenton, NJ 33960 34365
Bergen-Passaic, NJ : 33555 34126
Anchorage, AK - 33007 33782
Washington, DC-MD-VA-WV ’ 32337 33170
Jersey City, NJ e 31638 32815
Hartford, CT 31967 32555
Los Angcles-Long Beach, CA o 31165 31760
Oakland, CA - 30623 31701
Detroit, MI : . 30534 31622
Chicago, IL 30210 30720
Boston-Worcester-Lawrence-Lowell-Brockton, MA NH 30100 30642
Flint, MI 20672 30512
Nassau-Suffolk, NY : 29708 30226
Houston, TX ' _ ' 29794 30069
Orange County, CA 29353 29916
Philadelphia, PA-NJ ’ 291392 29839
Dutchess County, NY : 29262 29730
Kokomo, IN ‘ : 28676 20672
Dallas, TX 28813 29489
Seattle-Bellevuc-Everett, WA . 29466 29399
Huntsville, AL i ] ' 28944 29243
Wilmington-Newark, DE-MD - ' 28635 29232
New London-Norwich, CT _ 27926 28630

Fonse: US. Bureas of Labor Sariwics; USDL New Release 94-516, Avernge Annual By Levels in Metropoliian Areas.
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Staristica descrittiva

Le 25 razze pit diffuse secondo 1’ American Kennel Club

. :Problemi 53

Razza Cani iscrittd

Posizione

1 Labrador Retriever 132051

2 Rottweiler 93 656

3 Pastore tedesco 78088

4 Goiden Retriever 64 107

5 Beagle 57063

6 Barboncino 54784

7 Cocker Spaniel 48 065
8 Bassotto 44 680
9 Pomeranian. .- 37894
10 Yorkshire Terrier 36881
11 Dalmata 36714
12 Shih Tzu 34947
13 Pastore delle Shetland 33721
14 Chihuahua 33542
15 Boxer , 31894
16 Schnauzer Nano 30256
17 Siberian Husky 24291
18 Dobermann Pinscher 13141
19 Pinscher Nano 17810
20 Chow Chow 17722
21 Maltese 16179
22 Basset Hound 16055
23 Boston Terrier 16031
24 Carlino 15927
25 English Springer Spaniel 15039

0.0
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DO B

L 1

(a) Trova 1;1 media campionaria.

(b) Trova la mediana campionaria,

() Calcola la deviazione standard campionaria. -

1G] Second;p_k.te questo campione & ap?rossimat_iia.mente normale?

(€) Che percentuale dei dati sta entro una deviazione standard dalla media campiona-
" ria?

26. Quelle che seguono sono le medie alla laurea di 30 studenti ammessi al programma
di studi post laurea presso il dipartimento di ingegneria industriale all’Universit della
California (Berkeley).

346 372 395 3.55 3.62 3.80 3.86 3.71 3.56 349
396 3580 370 3.61 3.72 3.65 3.48 3.87 382 391
369 367 372 3.66 3.79 375 393 374 3.50 3.83

(a) Rappresenta i dati in un diagramma stem and leaf.

Fonte: American Kennel Club, New York, NY: cani ixcritt nel 1995,

5 18 15 7 23 220 130 85 103 25 80 7
24 6 13 65 37 25 24 65 82 95 77 15

70 110 44 28-33 81 29 14 45 92 17 533 '

(a) Rappresenta questi dati in un istogramma.
(b) Si tratta di un campions approssimativamente normale?

25. Uningegnere chimico che vuole studiare la velocitd di evaporazione dell’acqua daile va-
sche di una salina, dispone di 55 osservazioni giornaliere fatte nei mesi di luglio neil’arco
di 4 anni. I dati, in pollici di acqua evaporata in 24 ore, sono riportati nel diagramma
stem and leaf che segue, e vanno da un minimo di 0.02 ad un massimo di 0.56 pollici.

{b) Trova la mediana campionaria Z.
(c) Calcola la deviazione standard campionaria s.

(d) Determina la frazione di dati che sta nell’intervallo # + 1.5s e confrontala con il
limite inferiore fornito dalla disuguaglianza di Chebyshev.

(@) Ripeti il punto precedente per lintervallo T + 2s.

27, Il campione di dati del Problema 26 & approssimativamente normale? Confronta il valore
trovato al punto (¢) di quel problema con la stima fornite daila regola empirica.

28. Pensi che I'istogramma dei pesi corporei delle persone che frequentano un fitness club
sard approssimativamente normale? Perché?

29. Usa i dati de! Problema 16.

(a) Calcola media e mediana del campione.

(b} Ladistribuzione dei dati & approssimativamente normale?

{c) Calcola la deviazione standard campionaria.

(d) Che percentuale dei dati cade entro 7 + 23? )
{(e) Confronta il risultato del punto (d) con la stima data dalla regola empirica.

(f) Confronta il risultato del punto (d) con il limite inferiore dato dalla disuguaglianza
di Chebyshev,
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{b) calcola il coefficiente di correlazione campionaria tra i redditi dei lanreati semplici

(a) Disegna il diagramma di dispersione che mette in relazione i dati del 1992 con
conseguito una laurea oppure un master nei campi della scienza pura e dell’ingegneria.

sitiva tra il punteggio del test e 1a statura. Egli concluse che i bambini pi alti leggevano

di dispersione e determina il coefficiente di correlazione campionaria tra le temperature
soggetti ad un test sulle capacit di lettura e ne risultd che esisteva una correlazione po-
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31. Latabella di pagina 56 riporta il 50-esimo percentile dei redditi per soggetti che hanno
35. Dimostra la Proprietd 4 della Proposizione 2.6.1 sul coefficiente di correlazione campio-
36. In uno studio su bambini dalla seconda alla guarta elementare, un ticercatore sottopose i

33. Udlizzando i dati delle prime 10 citta elencate nella Tabella 2.5, tracciz un diagramma
34, Dimostra le Proptieth 2 e 3 della Proposizione 2.6.1 sul coefficiente di correlazione cam-

32. Usa la tabella di pagina 55 per trovare i coefficienti di correlazione campionaria tra i

30. Usai dati riguardanti i primi 10 stati che compaiono nella tabelia del Problema 15,

54
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3.1 Introduzidné

Il concetto di probabilith di un evento, quando si effettua un esperimento, & passibile
di diverse interpretazioni. Per fare un esempio, immaginiamo che un geologo afferm
che in una certa regione vi & il 60% di probabilita che vi sia del petrolio. Tutt
probabilmente abbiamo un’idea di cosa questo significhi, e in particolare, la maggios
parte delle persone da una delle due interpretazioni seguenti.

1. 1l geologo crede che, trovando molte regioni con caratteristiche esterne simil
a quella in esame, circa nel 60% dei casi vi sard presenza di petrolio.

2. 1 geologo crede che sia pid verosimile che vi sia petrolio, piuttosto che nor
vi sia; inoltre 0.6 rappresenta la misura della sua fiducia nell’ipotesi che nell:
regione in esame vi sia il petrolio.

Queste doe interpretazioni del concetto di probabilith di un evento sono not
come interpretazione frequentista ¢ interpretazione soggettivistica (o personale)
Nell’interpretazione frequentista la probabilita di un esito & considerata una propriet
dell’esito stesso. In particolare si pensa che essa possa essere determinata operativa
mente ripetendo in continuazione I'esperimento, come rapporto tra il numero di cas
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in cui si & registrato I’esito sul totale. Questo g il punto di vista prevalente tra gli
scxenz:au :

sia una proprieti oggettwa ma pmttosto la preclsamo_,c_df.l_lwdlg_dl.ﬁdua che lo
studioso ripone nel verificarsi dell’esito. Questo punto di vista & preferito da alcuni
filosofi e analisti finanziari.

Qualunque interpretazione si favorisca, vi & comunque un consenso generale sulla

matematica della probabilita, nel senso che — ad esempio — se si stima che vi sia
una probabilith di 0.3 che domani piova, e una probabiliti di 0.2 che la giornata sia
coperta, ma senza pioggia, allora, indipendentemente dall’interpretazione adottata, vi
& una probabilith di 0.5 che vi sia pioggia o il cielo sia coperto. In questo capltolo
presentiamo le regole e gli assiomi della teoria della probabilitd. .

3.2 Spazio degli esiti ed eventi

Preliminarmente all’enunciare gli assiomi, occorre introdurre il concetto di spazio
degli esiti, e quello di evento,

Si consideri un esperimento il cui esito non sia prevedibile con certezza. Quello
che normalmente si pud fare comungue, & individuare la rosa degii esiti plansibili.
L’insieme di tutti gli esiti possibili si dice spazio degli esiti (in inglese, sample space),
e-normalmente si-denota con 5 o con £. Quelli che seguono sono alcuni esempi.

Esempio 3.2.1. Se I’esito dell’esperimento consiste nella determinazione del sesso
di un neonato, allora poniamo

5 ={f,m}
dove si intende che I'esito f rappresenta la nascita di una femmina, e I’esito m quella
di un maschio. (W3
Esempio 3.2.2. Se 'esperimento consiste in una gara tra sette cavalli denotati dai
mumeri 1, 2, 3,4, 5,6¢7, allora
S = {tutti gli ordinamenti di (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)}

In questo caso I'esito (2, 3, 7, 6, 5, 4, 1) & quello in cui il cavallo 2 arriva primo, il 3
arriva secondo, il 7 terzo, e cosi via. O

Esempio 3.2.3. Supponiamo di voler determinare il minimo dosaggio di un farmaco
al quale un paziente reagisce positivamente. Una possibile scelta per lo spazio degli
esiti di questo esperimento potrebbe essere P'insieme di tutti i numeri positivi, ovvero

§ = (0,00)

intendendo ovviamente che I’esito sarebbe « se il paziente reagisse a un dosaggio
pari a z e a nessun dosaggio inferiore.

-I.S}?O\Thau JQ?U wﬂ{ffﬂ VN LG mta%) »(?/V-lf pb’b\@"-gx
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1 sottoinsiemi dello spazio degli esiti si dicono eventi, quindi un evento E ¢ un
insieme i cui clementi sono esiti possibili. Se Iesito dell’esperimento & contenuto in
B, diciamo che 1"evento E si & verificato. Diamo.di seguito alcuni esempi.

Nell’Esempio 3.2.1, se poniamo E = {f}, significa che E & I'evento che il
nascituro sia una bambina; se poniamo F = {m}, F' & ’evento che si tratti di un

~ bambino.

Nell’Esempio 3.2.2, se
E = {tutti gli esiti in S che incominciano con 3}

allora E 2 I'evento che il cavatlo 3 risulti vincitore.

La unione E' U I° di due eventi E ¢ F¥ dello stesso spazio degli esiti 5, & definita
come I"insieme formato dagli esiti che stannc o in £ o in F'. Quindi Pevento KU F §i
verifica se almeno uno tra F ¢ Fsi verifica, Percid nell’Esempio 3.2.1, se E = {f}
e F = {m}, allora EU F = {f,m}, ovvero E U F coincide con I'intero spazio
degli esiti S. Nell’Esempio 3.2.2, se E = {tutti gli esiti che cominciano con 6} &
I’evento in cui il cavallo 6 arriva primo e F' = {tutti gli esiti che hanno 6 in seconda
posizione} & I’evento in cui arriva secondo, allora F U F' & evento in cui il cavallo
6 arriva primo o secondo.

In maniera simile & utile definire la intersezione £ N F di due eventi E ¢ F'. Essa

¢ I'insieme formato dagh csm che SOno presentl gia in F, sia in F. Come evento,
E. Qumdl nell’Esempio 3.2.3,

se E = (0,5) & I'evento in cui il dosaggio cercato & minore di 5, ¢ " = (2,10} &
I’evento in cui esso & compreso tra 2 e 10, allora E N F = (2,5) & I'evento in cui
€850 & compreso tra 2 e 5. Nell'Esempio 3.2.2, se E' = {tutti gli esiti che terminano
con 5} & I'evento “il cavallo 5 arriva ultimo” e F = {tutti gli esiti che cominciano
con 5} & I'evento “il cavallo 5 arriva primo”, allora chiaramente I’evento E N F
non contiene esiti possibili e non pud avvenire mai. Per dare una denominazione ad
un talc evento, ci nfenremo ad esso come l’event% vuoto elo rappresenteremo con il

a

- se.esalo senon si verifica . Nell’Esempio 3.2.1, se 'evento £ = {m} si verifica
‘quando il neonato & maschio, allora E° = { f} &1’evento che il neonato sia femmina.

Si noti infine come valga la ovvia relazione 5° =

Se, per una coppia di eventi E' e F accade che tutti gli esiti di F appartengono
anche a F', si dice che £' & contenuto in F, e si scrive £ C F (0, in modo equivalente,
F D F). Chiaramente questo significa che se si verifica E, si verifica necessariamen-
te anche F'. Se valgono entrambe le relazioni E C F e F C F, allora diciamo che
E e F' sono uguali, e scriviamo E = F.
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E anche possibile definire I'unione o I'intersezione di pil di due eventi. In parti-
colare, l’umone degli eventi Ey, B, ..., Ey, che indichiamo con Ej U B U --- U E,
o con | J._; E; & ’evento formato da tutti gli esiti che appartengono ad almeno uno
degli E;. L'intersezione degli stessi eventi viene indicata conEynkn.-. Nk,
o con [ ;L B, ed & evento formato dagli esiti che appartengono a tutti gh £, per
i =1,2,...,n. Inaltre parole, I'unione degli E; si verifica se almeno uno degli
eventi E si venﬁca mentre I'intersezione degli E; si verifica solo se fusti gh eventi
E; si verificano.

3.3 Idiagrammi di Venn e ’algebra degli eventi

Un tipo di rappresentazione grafica degli eventi, molto utile per illustrare le relazioni
logiche che li legano, sono i diagrammi di Venn. io degli esiti S & rappresenta-
to da un grande rettangolo che contiene if resto della figura, oppure dal foglio stesso.

Gli eventi da prendere in congiderazione. invece, sono ri_lp]:_ureseman da cerchi o altre
curve chiuse disegnate all’interno del rettangolo. A questo punto, tutti gli eventi com-

plessi di nostro interesse possono essere evidenziati colorando opportune regioni del
diagramma. Ad esempio nei tre diagrammi di Venn illustrati in Figura 3.1, le regioni
scurite rappresentano, nell’ordine, gli eventi EUF, EN F ed E°. 1 diagramma di
Venn della Figura 3.2 invece, mostrache EC F

Gli operatori unione, intersezione e complementare, obbediscono a regole non
dissimili da quelle dell’algebra dell’addizione e della moltiplicazione dei nume-
ri reali. Ne elenchiamo solo alcune: si tratta delle propneth commutatlve (3.3.1),
associative (3.3.2) e dlslnbuuve (3.3.3).

EUF:_FUE ENnF=FnE - (330
(EUF)UG=EU(FUQ) (ENFYNG=EN(FNG) (332
(EUF)NG=(ENG)U(FNG) (ENFYUG=(EUG)N(FUG)

(3.3.3)
s 5
E F
@ - (8) ©

Figura3.l1 Diagrammi di Venn.

3.4 Assiomi della probabilita. ) 63 l

Figura3.2  Diagramma di Venn che illustra la relazione E'C .F‘

1l modo rigorose per dimostrare gueste idcliﬁth consiste nel verificare che ogni esito
appartenente all’evento al primo membro & a?,nche contenuto nell’evento al sccor}do
membro, e viceversa. Un diverso approccio, meno formale e pifl intuitivo, consiste
nell’usare i diagrammi di Venn. Ad esempio, la prima delle due proprieta distributive
pud essere verificata dalla sequenza di diagrammi che compare in Figura 3.3.
Esistono due relazioni particolarmente utili che mettono in gioco tutte e tre le
operaijoni base che si possono fare sugli eventi. Sono le leggi di De Morgan.

(EUF)® = BN F*
(ENF) = E°UF°

3.4 Assiomi della probabilita

. Se si ripete molte volte un esperimento mettendosi sempre nelle stesse condizioni,

si verifica empiricamente che la frazione di casi sul totale in cui si realizza un qua-
lungue evento E tende — al crescere dei tentativi ~ ad un valore costante che dipende
solo da E. Tutti sanno ad esempio, che se si lancia tante volte una moneta, il rapporto
tra il numero di risultati testa ¢ il numero di tentativi, man mano che aumentiamo il
numero di lanci, tende ad un valore costante (ciog 0.5). 11 valore limite della fre--

e (&) (A

“y @

E

Figura 3.3  Illustrazione di una proprieta distributiva per mezzo dei diagrammi di
Ve!ln'. Ll
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quenza empirica di un evento & quello che molt hanno in mente quando cercano d1
descrivere la probabilita di quell’evento.

Quale che sia la definiziong di- probablhth che vogliamo abbiacciare, vi & un co-
mune accordo sulle regole che tali probabilita devono rispettare: da qui in poi il modo
di procedere diviene allora esculsivamente astratto. Si associa ad ogni evento F sullo
spazio degli esiti .S, un numero che si denota con P(E) e che si dice probabilita del-
I'evento E. Cid non pud essere fatto in maniera completamente libera: le probabiliti
dei vari eventi devono rispettare alcuni assiomi dal significato intuitivo,

0<PE)<I
P(S)=1

{Assioma 1}
(Assioma 2)

/(S‘S Tani
A @

Inolire per ogni successione di eventi mutuamente esclusivi Ey, Es, ... (cio® tali che
E; f"l £ = Bquandoz;éj),

<=

la " ._..M{
o 3
.. MJ{{W C-} (UE) ZP(E, n=1,2 ...,oo{ (Assioma 3)
r . 1
;o;-hmng' a&& "' e e ST T T T
I pnmo assioma aﬂ’erma che ogni probabilitd & un numero compreso tra O e 1. 1l

secondo stabilisce che I'evento S si verifica con probahilita 1, oyvero vi & assoluta
gﬂcm che si reahzz.l un esito contenuto in S, o ancora, S contiene necessariamente

s nmen assioma mﬁne afferma che

Sipuda questo punto notare che se si mterpreta P(E) come la frequenza rela-
tiva dell’evento E quando I’esperimento & ripetuto un gran numero di volte, questa
definizione soddisfa i predetti assiomi. Infatti 2 certo che la frequenza relativa di un
evento sia sempre compresa tra 0 ¢ 1; & alirettanto sicuro che I'evento § si verifica
ad ogni esperimento, e quindi ha una frequenza relativa sempre uguale a 1; si pud
anche notare che se E e I sono eventi che non hanno esiti in comune, il numero di
casi in cui si verifica E U F & pari alla somma di quelli in cui si verificano E e F,
quindi la frequenza relativa dell’unione & part alla somma delle frequenze relative.
Per illustrare meglio questo concetto, supponiamo che I’esperimento in questione sia

il lancio di una coppia di dadi, e denotiamo con E I’evento che 1a loro somma sia
pari a 2, 3 0 12, mentre 'evento F sari composto dagli esiti in cui la somma vale 70

11. Allora se dopo molte prove, £ si & verificato nell’11% dei casi, ¢ F nell 22%, &
facile accettare che nel 33% dei casi la somma dei dadi & stata 2,3, 12, 7 0 11.

Gli assiomi permettono di dedurre un gran numero di proprieti delle probability
degli eventi. Ad esempio, possiamo notare che F e E° sono eventi disgiunti, e quindi
usando gli Assiomi 2 e 3, !

=P(S)=P = P(E)+ P(E")
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Figura 3.4  lIllustrazione della Proposizione 3.4.2 con un diagramma di Venn.

© OVVEergl

Proposizione 3.4.1. Per ogni evento E C 5, vale la relamone
P(E°) =1- P(E) (34.1)

La probabilita che un evento qualsiasi non si verifichi & pari 2 uno meno la probabilitd
che si verifichi. Ad esempio, se sappiamo che la probabilita di ottenere testa lancian-
do una cerca moneta & 3/8, allora evidentemente Ia probabiliti di ottenere croce dalla
stessa moneta & 5/8.

La prossima proposizione forisce la probabilita dell’unione di due eventi in ter-
mini delle loro probabilith singole e di quella dell’intersezione. (Si poti chc.que-
std rappresenta una estensione dell’ Assioma 3 che funziona anche con evenfi non
mirfaamente esclusivi.)

" Proposizione 3.4.2. Se F e F' sono due eventi qualsiasi, allora

P(EUF) = P(E) + P(F) — P(ENF) (3.42)

Dimostrazione. 1 diagrammi di Venn forniscono una dimostrazione molto intui'tiva.
Si osservi la Figura 3.4; poiché le regioni I, II ¢ III sono disgiunte, si pud applicare

- tre volte I’ Assioma 3 per ottenere

P(EU F) = P(I) + P(II) + P(II)
P(E) = P(I) + P(TI)
P(F) = P(II) + P(I)

Confrontando le tre identitd si vede che
P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(Il)

e la dimostrazione & conclusa, poiché Il = ENF a
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Esempio 3.4.1. La percentuale di maschi americani che fuma la sigaretta & del 28%;
quelli che fumano il sigaro sono il 7%; quelli che fumano entrambi sono il 5%. Qual
¢ la percentnale di chi non furna né la sigaretta né il sigaro?. _
Immaginiamo di selezionare un individuo a caso nella categoria degli Statunitensi
di sesso maschile. Sia E I'evento che egli fumi la sigaretta e F' I’evento che sta un
fumatore di sigari. La probabiliti che si realizzi almeno uno dei due eventi & datada

P(EUuF) = P(E)+ P(F)- P(En F)=0.07+028-005=03
Percid la probabilita che I'individuo selezionato non sia un fumatore & paria 0.7 o al
70%. Se ne deduce che questa deve essere anche la percentuale cercata. O
3.5 Spazi di esiti equiprobabili

Per tutta una serie di esperimenti & naturale assumere che ogni esito di uno spazio
S abbia la stessa probabilita di realizzarsi. Cid pud accadere solo se S & un insieme
finito (perché?), e in questo caso, si pud assumere senza perdita di generalita che sia
S={1,2,...,N}; in queste ipotesi I"equiprobabilita degli esiti si scrive

P{I=P{2) =---=P({N})=:p \
Dagli Assiomi 2 e 3 segue che )
1= P(S) = P({1}) + P({2}) + - + P({N}) = Np

da cui si deduce che-P({i}) =p=1/N,pertuttigii =1,2,...,N. Da questo
risultato e ancora dall’ Assioma 3 si conclude che per ogni evento E,
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dove con #F si intende il numero di elementi di E. In altre parole se si assume che

ogni esito di S abbia la medesima probabilit, allora la probabilita di un gualunque

gvento F & pari al rapporto tra il numero di esiti contenuti in E ¢ jl numero totale di
esitidi 8 :

Una conseguenza notevole di questo risultato & che occorre sapere contare effi-
cacemente il numero di esiti differenti appartenenti ad un evento, A questo scopo
faremo uso della regola seguente. T

Osservazione 3.5.1 (Principio di enumerazione). Consideriamo la realizzazione di

due diversi esperimenti (detti 1 e 2), che possono avere rispettivamente m e n esiti

differenti. Allora complessivamente vi sono mn diversi risultati se si considerano
entrambi gli esperimenti contemporaneamente.
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Dimostrazione. L’enunciato si dimostra enumerando tutte- le possibili coppie di
risultati dei due esperimenti, che sono:

1,1 (1,2) (1,n)
3 (2,2) P (2,ﬂ)

(1) (m2) .. (mn)

dove si intende che si ottiene il risultato (4, 7):se nell’esperimento 1 si realizza I'esito
i-esimo tra gli m possibili, e nell’esperimento 2 quelio j-esimo tra gli n possibili.
Siccome la tabella ottenuta ha m righe e » coloane, vi sono complessivamente mn
esiti possibili. - : B O

Esempio 3.5.1. Si estraggono a caso due pailine da un'urna che ne contiene 6 di
bianche e 5 di nere. Qual & la probabiliti che le due estratte siano una bianca e una
nera? ' _

Se consideriamo le due estrazioni con il loro ordine, la prima pallina viene scelta
tra le 11 presenti nell’umna all’inizio, mentre Ja seconda tra le 10 che restano dopo la
prima estrazione. Lo spazio degli esiti ha quindi in tutto 10 x 11 = 110 elementi.
Inoltre; vi sono 6 x 5 = 30 casi in cuj la priina estratta & bianca e la seconda nera, ¢
similmente 5 x 6 casi in cui la prima & nera e ]a seconda bianca. Quindi se assumiamo
che I'ipotesi di “estrazione casuale™ stia a signpificare che i 110 esiti devono intenders
equiprobabili, concludiamo che la pmbabi]i'tli; cercata & _

30+30 6

110 13

Generalizzazione de) prin:.cipio di enumerazione

Se si eseguono r esperimenti, ed & noto che il primo esperimento ammette
esiti possibili, per ognuno dei quali il secondo esperimento ammette n; esiti
diversi, inoltre se per ogni combinazione di esiti dei primi due esperimenti il
terzo ammette nj3 esiti diversi, e cosi via, allora vi sono un totale di n; X nz x
-++ X 1, combinazioni di esiti degli r esperimenti considerati tutti insieme.

11 principio di enumerazione ammette yna utile generalizzazione, descritta nel
riquadro presentato in queste pagine. Per illustrarne un’applicazione, proviamo a de-
terminare il numero di modi diversi in cui si possono ordinare n oggetti. Per esempio,
il numero di modi in cui si possono ordinaré i tre simboli a4, b e ¢ sono sei, ovverc
esplicitamente, abc, ach, bac, bea, cab e cbq: .Ciascuno di questi ordinamenti prends
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il nome di permutazione dei tre simboli considerati; le permutazioni di tre elemen-
ti sono percid sei. Vediamo come questo risultato fosse deducibile dal principic-di
enumerazione generalizzato. Il primo simbolo della permutazione pud essere scelto
in tre modi diversi; per ogni scelta del primo simbolo, il secondo pud essere preso
tra i due restanti; il terzo e ultimo viene individuato per esclusione (una sola scelta).
Quindi vi sono 3 x 2 x 1 = 6 possibili penmutazioni.

Supponiamo ora di avere n oggetti. Se ragioniamo in modo analogo, scopriamo
che vi sono

nn-1n-2)---3.2-1=:nl
diverse permutazioni degli n oggetti. Tale valore viene normalmente denotato con n!
e viene detto “n fattoriale”. Alcuni esempisono, 1! = 1,21 =231 = 6, 1 = 24,
= 120 e cosi via. Risulterd anche conveniente porre 0! = 1.

Esempio 3.5.2. Una corso di probabilita & frequentato da 10 studenti:- 6 maschi e 4
femmine. Viene effettuato un esame, e i punteggi degli studenti sono tutti diversi.
(a) Quante diverse classifiche sono possibili? (b) Se tutte le classifiche si pensano
equiprobabili, qual & la probablhti che le quattro studentesse ottenganc i punteggi
migliori?

(a) Siccome ogni classﬂica & associata ad una precisa permutazione dei dieci stu-
denti, esse in tutto sono 10! = 3628 800. (b) Poiché vi sono 4! diverse classifiche
delle studentesse tra di loro e 6! classifiche dei maschi, segue dal principio di enu-
merazione che vi sono 4! x 6! = 24 x 720 = 17 280 possibili classifiche in cui le
studentesse occupano le prime 4 posizioni. Quindi la probabiliti cercata &

4.6 4.3.2.1 1
100 ~10.9.7.6 210
Esempio 3.53. Se in una stanza sono radunate n persone, qual & la probabilita che
non ve ne siano due che compiono gli anni 1o stesso giorno dell’anno? Quanto grande
deve essere n affinché tale probabilith sia minore di 1/27?

Siccome ogni persona pud celebrare il compleanno in uno qualsiasi dei 365 gior-
ni, vi sono in tutto 365™ diversi esiti dell’esperimento consistente nel domandare a
ciascun partecipante la data di nascita. (Si, stiamo ignorando la possibilita che qual-
cuno sia nato il 29 febbraio di un anno bisestile.) Secondariamente, vi sono in tutto
365-364-363 - - - (365 — n + 1) esiti che fanno sl che tutte le persone abbiano date di
compleanno diverse. Infatti la prima persona pud compiere gli anni in uno qualsiasi
dei 365 giorni dell’anno; la seconda — non potendo usare la stessa data — pud essere
nata in uno dei 364 giorni rimanenti; la terza in uno dei 363 giorni diversi da quelili
delle prime due, e cosi via fino all’ultima persona, che ha 365 — n + 1 date libere in
cui pud compiere gli anni, Allora, assumendo che ciascun emto sia equiprobabile, la
probabilith cercata & pari a :

365 -364-363--- (365 —n + 1)
365"

a
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S Anche se pud sembram sorprendente, gid con n = 23, questo prodotto diviene minore
dil /2. Ovvero, se: si riuniscono almeno 23 persone, la probabilith che tra di loro ve

ne siano due che compmno gli anni lo stesso gmmo supera il 50%. Molte persone
trovano questo risultato inaspettato ¢ antiintuitivo, ma forse & ancora pit straordinario
il fatto che se n = 50 la probabilit raggiunge 0.970, e che se n = 100 addirittura la
probabilita che vi siano due compleanni coincidenti & di pid di tre milioni a uno (con

.questa locuzione si intende che essa 2 maggiore di (3 x 105)/(3 x 105+ 1)). O

3.5.1 11 coefficiente binomiale

Ci rivolgiamo ora ad un diverso problema di calcolo combinatorio. Vogliamo infatti
determinare il numero di diversi gruppi di r oggetti che si possono formare sceglien-
doli da un insieme di n. Ad esempio, quanti diversi gruppi di tre lettere si possono
formare usando le cinque lettere A, B, €, D, E? Si pud ragionare nel modo seguen-
te. Vi sono 5 scelte per la prima lettera, 4 per la seconda e 3 per la terza, vi Sono
quindi 5 X 4 x 3 modi per scegliere tre lettere su cinque, tenendo conto dell’ordine.
Tuttavia, ogni gruppo di tre lettere viene contato pid volte, perché stiamo tenendo
conto dell’ordine. Ad esempio la tripletta A, C, D, compare come ACD, ADC,
CAD, CDA, DAC e DCA, ovvero in tutte le sue 6 permutazioni. Poiché stiamo
contando 6 = 3! volte ogni gruppo di tre lettere, se ne deduce che il numero di gruppi
diversi di tre lettere pud essere ricavato come (5 x 4 x 3)/(3 x 2 x 1) = 10.

Pid in generale, poiché il numero di modi diversi di scegliere r oggetti su n
tenendo conto dell’ordine & dato dan(r — 1) -+ - (n — v + 1), e poiché ogni gruppo
di lettere fissato viene contato r! volte (una per ogni sua permutazione), il numero di
diversi gruppi di r elementi, scelti in un insieme di n oggetti & dato dalla formula

nn-1--(n-r+l) _w (’“) (3.5.2)

rl r‘(n -r)! T

Questo valore si dice il numero di combinazioni di n elementi presi + alla volta e si
indica con il simbolo (7}, che prende il nome di coefficiente binomiale.
Per fare qualche esempio, vi sono

8 8x7
(z)—m—”

gruppi diversi di due elementi su un insieme di 8, e

10y 10x9
(2) X1 0w

coppie diverse di individuoi in un gruppo di 10 persone. Poiché inolire 0! = 1, si noti

che vale .
(“) —1= (’“) (3.5.3)
0 n
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Esempio 3.5.4. Una commissione di 5 elementi deve essere selezionata da un gruppo
di 6 uomini e 9 donne. Se la scelta viene fatta a caso, che probablhté vi & che vengano
presi 3 uomini e due donne?

Cominciamo con il supporre che con “scelta fatta a caso” si intenda che le (]55)

possibili combinazioni sono tutte equiprobabili. Ci sono allora () possibili scelte |

per i tre uomini e (3) scelte per Ie due donne. Ne segue che la probahlhta cercata &

datada
(:)0)
“\3/\2 240
15% 7 1001 -
5

Esempio 3.5.5. Da un insieme di n elementi si estrare a caso un sottoinsieme di
cardinalitd k. Qual & la probabiliti che un elemento fissato precedemementc traglin
iniziali si trovi tra i k estratti?

I numero di gruppi di- cardinalita & che contiene 1’ elemento fissato & ({E= 1‘)
La probabﬂltﬁ cercata & quindi

G20 -y =§

Esempio 3.5.6. Una squadra di basket & composta di 6 piocatori di colore e 6 bianchi.
Essi devono essere divisi a coppie per occupare sei camere dopple Se la suddivisione
viene fatta a caso qual & la probabiliti che nessun nero sia in camera con un bianco?

Inizialmente i mmaglmamo che le sei coppie di compagni di stanza siano nume-
rate, ovvero che si distingua tra la coppia 1, la coppia 2, eccetera. Per la prima coppia
vi sono (17) possibili scelte; per ognuna di esse ve ne sono (') per 1a seconda cop-
Pia; per ogni scelta delle prime due coppic vi sono (3) possibilita per la terza coppia
e cosi via. Per il principio di enumerazione generalizzato si deduce che vi sono

(12Y /10N 78\ /6N /4N /2 _ 12
2/\2/\2)\2/\2/\2/ 2%
modi di dividere i dodici giocatori in sei coppie distinte. Quindi vi sono 12!/{2561}
suddivisioni in coppie senza tenere conto dell’ordine. Analogamente, vi sono

6!/{2*31} modi di appaiare i sei giocatori di colore tra di loro (senza ordine) e al-
trettanti per i bianchi. Poiché si sceglie a caso tra snddivisioni equiprobabili, il valore

cercato & dato da 2 e _
6! 2%! 5
= | T = o ~ 0.0216
(233!) 12t 231 0.02
Quindi, vi sono solo circa due probabilith su cento che sorteggiando le camere non
capiti che un bianco e un nero dividano la stessa stanza. ' 0
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3.6 Probabilith condizionata

In questa sezione presentiamo e sviluppiamo ino dei concetti fondamentali deila teo-
ria della probabilith - quello di probabilith condizionata. L’ importanza che ha & du- -
plice. In primo luogo, accade spesso di volere calcolare delle probabilith quando si
& in possesso di informazioni parziali sull’esito dell’esperimento, o di volerle rical-
colare una volta ottenute nuove informazioni. Quelle di questo tipo sono probabilita -
condizionate. Secondariamente vi & una sorta di bonus nel fatto che a volte il mo-
do pid semplice di determinare la probabilith di un evento complesso, consiste nel
condizionarlo al realizzarsi o meno di un evento ‘accessorio.

Per illustrare questo concetto, immaginiamo di tirare due dadi. Lo spazio degli
esiti di questo esperimento pud essere descritto da

S={(t,j), i=1,2,...;;6,_ J=12,...,6}

dove si intende che si ottiene I'esito (%, 7) se il risultato del primo dado & i e quello -
del secondo j. Supponiamo che ciascuno dei 36 esiti di S abbia la stessa probabilita,
ovvero 1/36. (In queste ipotesi si dice che i due dadi sono onesti.) Supponiamo infine
che il primo dado sia risultato in un 3. Allora, possedendo guesta informazione, qual
& la probabilita che la somma dei due dadi vaiga 87 Dato che il primo dado ha
totalizzato un 3, vi sono solo 6 risultati possibili per 'esperimento, che sono (3, 1),
(3,2), (3,3), (3,4}, (3, 5) e (3, 6). Inoltre, siccome in origine ciascuno di quest esiti
aveva la stessa probabilith di realizzarsi, essi dovrebbero essere ancora equiprobabili.
Cid significa che, se il primo dado ha dato un 3, allora la probabilith (condizionata)

di ciascuno degli esiti possibili (3, 1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3, 6) & 1/6, mentre

la probabiliti (condizionata) degli altri 30 elementi di S & 0. Se ne conclude che la
probabilitd cercata & 1/6.

Se denotiamo con E e F' nspcmvmnente ’evento che la somma dei due dadi
valga 8 e I’evento che il primo dado risulti in un 3, allora la probabiliti che abbiamo
appena calcolato si dice probabilita condizionata di E dato F', e si denota con

P(E|F)_,‘_

Con un ragionamento analogo a quello dell’esempio & possibile trovare una formula
generale per P(F|F), valida per qualunque coppia di eventi (si veda la Figura 3.5).
Infatti, se si & verificato I'evento F, affinché si verifichi anche E, il caso avere favorito
un elemento che sta sia in E sia in F, ovvero.che appartiene all’intersezione BN F.
In secondo tuogo essendosi verificato F, questo evento diviene il nuovo (ridotto)
spazio degli esiti e per questo la probabilith condizionata dell’evento E N F sard pari
al rapporto tra 1 sua probabilita e quella di F. In formula,

PENF)

P(BIF) = =5

(3.6.1)
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Figurads P(E|F) = P(E N F)/P(F).

Si noti che 1'Equazione (3.6.1) ha senso solo se P(F) > 0 e infatti in caso contrario

P({E|F) non si definisce.

La definizione di probabilitd condizionata che compare nell’Equazione (3.6.1)
& compatibile con !'interpretazione frequentista della probabilita degli eventi. Sup-
poniamo di realizzare un numero molto elevato n di ripetizioni di un esperimento.
Poiché P(F') ¢ il limite della frazione di prove in cui si verifica F, su un numero
elevato n di tentativi, saranno circa nP(F) quelli in cui si realizza F'. Analogamen-
te saranno approssimativamente n.P(E N F) quelli in cui si realizzano sia E sia F.
Percid limitatamente agli esperimenti che hanno visto la realizzazione F, la frazione
di quelli per i quali ha avuto luogo anche I'evento E-& circa uguale a '

nP(EnF) P(ENF)
nP(F) ~— . P(F)

Le approssimazioni fatte divengono esatte quando n tende all’infinito, e quindi -

la (3.6.1) & la corretia definizione di probabilita di F qualora di sia verificato F'.

Esempio 3.6.1. Una confezione contiene § transistor guasti (non funzionano per
niente), 10 difettosi (funzionano correttamente per qualche ora e poi si guastano) e

25 accettabili. Si sceglie un transistor a caso. Qual & la probabiliti che sia accettabile -

se inizialmente funziona?

Sappiamo che non si tratta di uno dei 5 guasti, perché per il momento sta fun-
zionando. Consentendoci un rilassamento nella notazione!, la quantith cercata si pud
esprimere come

P(accetiabile, non guasto)

P({non guasto)
_ P(accettabile}
"~ P{non guasto)

P(accetiabile|non guasto) =

I Sarebbe infatti pidh comretio scrivere P({accettabile}{{non guasto}), ma alla lunga esagerare con
le parentesi distrae I'attenzione. 5i noti anche che la virgola nell’argomento di P( ) denota I'in-
tersezione degli eventi descritti ai suoi lati. Questo tipo di notazione & assai comune e sard usata
ancora.
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. dove la scconda uguaghanza segue perché i transistor contemporaneamente accet-

tabili e non guasti Sono esattamente queili accettabili. Assumendo allora che i 40
transistor poss:mo essere scelti con uguale probablhth si ottiene

P(accettabile|non guasto) = % = g-

E utile notare che si sarebbe arrivati al medesimo risultato operando direttamente
sullo spazio degli esiti ridotto. Infatti, sapendo che il pezzo scelto non & guasto, il
problema si riduce a calcolare con che probabilitd un transistor scelto da una confe-
zione con 25 pezzi accettabili ¢ 10 difettosi, risulti accettabile. Questa probabiliti &

" ovviamente 25/35. O

Esempio 3.6.2. La organizzazione per cui lavora il signor Jones organizza una cena
tra uomini per i dipendenti e i loro figli. Sono invitati i dipendenti padri di figli
maschi, assieme al minore fra i loro figli maschi. Jones ha due figli, ed & invitato alla
cena. Qual & la probabiliti condizionata che entrambi i suoi figli siano maschi?

Lo spazio degli esiti & S := {(m, m), (m, f),(f,m), ([, f)}, dove con (m, f) si
intende che il figlio maggiore & maschio e la minore & femmina; prima di condizio-
nare, tutti gli esiti sono equiprobabili. L'informazione che Jones & invitato alla cena
equivale a sapere che almeno uno dei suoi figli @ maschio, quindi che non si 2 verifi-
cato I'evento (f, f). Denotando con A e B gli eventi “almeno un figlio & maschio”
¢ “entrambi i figli sono maschi”, la quantiti cercata @ P{B]A), ovvero (si noti come,

- volendo essere precisi, ciascuna parentesi sia necessaria):

P(ANB)
P(A)
P({{(m,m)})

= P({(m,m), (m, 1), (F,m)})
_1/4 1

37473

P(B|4) =

Molte persone pensano erroneamente che la probabilith che entrambi i figli siano
maschi sia 1/2, anziché 1/3, essendo convinte che il figlio di Jones che non parte-
cipa alla cena abbia la stessa probabilith di essere maschio o femmina. Si rammenti
tuttavia che inizialmente i quattro esiti erano equiprobabili, e il sapere che almeno
un figlio & maschio equivale a escludere I'esito (£, f). Questo ci lascia con tre esiti
equiprobabili, mostrando che vi sono il doppio delle possibilitd che 1altro figlio di
Jones sia fermina piuttosto che maschio. La risposta sarebbe stata 1/2 ad esempio
se avessimo avuto I'informazione che it minore dei figli di Jones & maschio. (Ci si
convinca di questa affermazione, quindi si affronti il Problema 32.) O
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Figura3.6 E=(ENF)U(EnNF°).

Se si moltiplicano entrambi i membri dell’Equazione (3.6.1) per P(F), si trova
P(EN F) = P(E|F)P(F) (362)

Parafrasandola, I'Equazione (3.6.2) dice che la probabilita che E e F si verifichino
entrambi & pari quella che si verifichi F per 1a probabilita condizionata di E dato che
si ¢ verificato F. Questa formula mostra la sua utilitd quando si vuole calcolare la
probabilitd di una intersezione, come illustra I’ esempio seguente,

Esempio 3.6.3. 11 signor Perez & convinto che vi sia il 30% di probabilita che la
sua azienda apra un nuove ufficio a Phoenix. Nel caso cid si verifichi, egli stima di
avere un 60% di probabilith di assumere il ruolo dirigenziale nella nuova filiale. Che
probabilita vi & che egli divenga il manager nel nuovo ufficio di Phoenix? :

Se denotiamo con U I'evento “viene aperto un nuovo ufficio a Phoenix” e con M

I"evento “Perez viene promosso manager a Phoenix”, allora la probabilita cercata & -

P(U N M), ovvero, _ :

P(UN M) = P(M|U)P(U)
=0.6 x 0.3=0.18

Quindi vi & una probabilith del 18% che Perez divenga il manager a Phoenix. 0o -

3.7 Fattorizzazione di un evento e formula di Bayes .

Siano E ed F' due eventi qualsiasi. E possibile esprimere E come
E=(EnNFYU(ENFY

Infatti ogni punto che appartiene all’evento E, o sta sia in E sia in F, oppure sta in
E ma non in F' (si veda la Figura 3.6). Inoltre, visto che E N F e E N F< sonc eventi
disgiunti, si ha per I’ Assioma 3,
P(E)=P(ENF)+ P(ENF°)
= P(E|F)P(F)+ P(E|F¢)P(F*)

= P(E|F)P(F) + P(E}F)[1 — P(F)] 3B.7.1)
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L'Equazione (3.7.1) afferma che la probabilitd dell’evento E si pud ricavare come
media pesata delle probabilitd condizionali di E sapendo: (1) che F' si & verificato e
(2) che non si & verificato. 1 pesi corretti sono le probabilita degli eventi rispetto a
cui si condiziona. Questa formula & estremamente utile, in quanto in molte sitvazioni
non & possibile calcolare una probabilitd complessa direttamente, mentre essa & fa-
cilmente ricavabile dalla (3.7.1), condizionando al verificarsi o meno di un secondo
-evento. L'evento accessorio va scelto in modo che, una volta che si sappia se esso s
& verificato o meno, risulti eviderite 1a probabilita dell’evento complesso di partenza,
tenendo conto di questa informazione. - '

Esempio 3.7.1. Una societa di assicurazioni ritiene che la popolazione possa essere
divisa in due categorie: quella delle persone inclini a provocare incidenti e guella
delle persone non inclini. I rilevamenti statistici effettuati mostrano che una persona
incline agli incidenti ha un incidente in un anno con probabilitd 0.4, mentre questa
probabilita si riduce a 0,2 per I'altra categoria. Assumendo che il 30% della popo-
lazione sia incline agli incidenti, quanto vale la probabiliti che un nuovo assicurato
abbia un incidente entro un anno dalla stipula del contratto assicurativo?

Otteniamo la probabilitd richiesta condizionando alla categoria di appartenenza
del nuovo assicurato. Se denotiamo con Al I'evento “avrd un incidente entro un
anno” e con H I'evento “¢ incline ad avere incidenti”, otteniamo per P(4,;),

P(4)) = P(A||H)P(H) + P(A|H*) P(H°)
=04x03+02%07=26% 0O

Negli esempi'che Seguono mostriamo come rivalutare la probabilitk dell’evento
oondmonante (F nella notazione deHa (3.7.1)), alla luce di informazioni addizionali
{come il verificarsi dell’evento E). I

Esempio 3.7.2. Riconsideriamo I’Esempio 3.7.1 e supponiamo che il nuovo assicu-
rato abbia un incidente entro un anno dalla stipula del contratto. Qual ¢ la probabilita
che appartenga alla categoria delle persone inclini agli incidenti?

Nell’esempio iniziale assumevamo per un nuovo assicurato una probabilita del
30% che fosse incline ad avere incididenti, quindi, P(H) = 0.3. Tuttavia con la
nuova informazione che A, si & verificato, possiamo stimare pill correttamente questa
probabilita, nel modo seguente.

P(HNA))
P = —pay
_ P(A)H)P(H)
P41
_03x04 .

-6
=02 ~—13°% 04615 O
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Esempio 3.7.3. In una provaa risposte multiple, nel rispondere ad una domanda iino

studente pud conoscere la nSposta Oppure.provare a mdovmarla :Sia p la probabilita
che conosca larispostae | — p la probablhta che tiri a mdovmare Si assuma che,
se prova ad indovinare, risponda correttamente con probablhta 1/m, dove m & il
numero di alternative nelle scelte muiltiple. Qual & la probabilith condizionata che
egli conoscesse la risposta a una domanda alla quale ha risposto correttamente?
Siano (F-e K rispettivamente gli eventi “sceglie la risposta giusta™ e conosce la

risposta giusta”. Per calcolare : )

P(K|C) = g(_;_{(_%g_)
Notiamo subito che _
P(KNC)= P(CIK)P(K) =1xp=p
Per trovare P(C'), condizioniamo al fatto che sapesse la risposta o meno.

P(C) = P(C|K)P(K) + P(C|K°)P(K*)
=p+(1/m)(1 —p)

"‘Quindi la quantitd richiesta &

P __mp
+(1/m)(1—-p) 14+(m—1)p

Cosl ad esempio, se p = 1/2 e m = 5, 1a probabilita che lo studente conoscesse la
risposta, considerato il fatto che ha risposto correttamente & pari a 5/6. |

P(K|C) =

Esempio 3.7.4. Una particolare snalisi del sangue & efficace al 99% nell’individuare
una certa malattia quando essa & presente. Si possono perd anche verificare dei“falsi
positivi” con probabilita dell’ 1% (ovvero una persona sana che si sottoponga al test,
con una probabiliti di 0.0] risulta erroneamente affetta dalla malattia in questione).
Se I'incidinza di questo male sulla popolazione & dello 0.5%, qual & la probabilith che
un soggeto sia malato, condizionata al fatto che le analisi abbiano dato esito positivo?

Sia M T’evento “il soggetto & malato” ed E I’evento “il risultato dell’anahm &
positivo”. Allora P(M|E) si trova trmite

P(M|E) = ﬂ%‘{(g—f)
P(EIM)P(M)
= PEIMYP(M) £ P(E[MP(Me)
_ 0.99 x 0.005
"~ 0.99 x 0.005 + 0.01 x 0.995

= 0.3322
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: ‘.-'.'Perc:lﬁ solo il 33% delle persone che risultano positive alle analisi sono realmente
“affette dalla malattla Siccome molti studenn si stuplscono di questo risultato (infatti

le caratteristiche del test sembrano buoneé ¢ ci si aspetterebbe un valore piu eleva-
to), vale forse la pena di presentare una seconda argomentazione che anche se meno
rigorosa pud aintare a chiarirsi le idee.

Se lo 0.5% = 1/200 della popolazione soffre di questo male, in media su 200
persone vi sari un solo malato. Se egli si sottopone alle analisi, verra trovato positivo
quasi certamente (con probabilita 0.99), cosi che su 200 individui testati ve ne saranno
in media 0.99 che saranno correttamente individuati come malati. D”altro canto le (in
media) 199 persone sane hanno una probabilitd di 0.01 di risultare positive, e quindi
in media su 200 analisi vi saranno 199 x 0.01 = 1.99 falsi positivi. Se consideriamo
che ogni 0.99 positivi veri vi sono in media 1.99 positivi falsi, ricaviamo nuovamente
che la frazione di malati reali tra i soggetti positivi alle analisi & di

0.99

————=03322 O
0.99 + 1.99

L'Equazione (3.7.1) & utile anche quando si voglia riconsiderare il proprio
(personale) convincimento ¢ livello di confidenza su un fatto, alla luce di nuove
informazioni. Si vedano i prossimi esempi.

Esempio 3.7.5. Ad un certo stadio delle indagini su un crimine, 1’investigatore ca-
po & convinto al 60% della colpevolezza di un certo sospetto. Supponiamo che si
scopra un nuovo indizio che mostra che il colpevole deve possedere una certa ca-
ratteristica distintiva (come ad esempio essere mancino, calvo, o avere i capelli ca-
stani); inoltre anche il sospettato la possiede. Se tale particolarith interessa il 20%
della popolazione, quanto sicuro deve essere ’investigatore della colpevolezza del
sospettato? '

Denotiamo con G e C i due eventi “il sospetto & colpevole™ e “il sospetto possiede

il tratto distintivo del colpevole™. Abbiamo,

P(GNC)

P(GI0) =~

dove
P(GNC)=PCIG)P(G)=1x06=0.6

¢ dove la probabilith di C si trova condizionando alla colpevolezza ¢ meno del
sospetto, nel modo seguente.

P(C) = P(C|G)P(G) + P(C|G*)P(G°)
=1x06+4+02x04=068
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Qui abbiamo stabilito che la probabilita che il sospetto abbia la caratteristica rilevante
se non & colpevole sia quella generale della popolazione, 0.2. Concludendo,

P(G|C) = 0.6/0.68 ~ 0.882

e D'ispettore dovrebbe alzare all’88% la sua confidenza sulla colpevolezza del
sospetto. ' |

™,

Esempio 3.7.6 (continua). Cosa fare se 1'indizio rinvenuto non & univoco? Suppo-
niamo ad esempio che esso dica che non & certo, ma vi & il 90% di probabilita che il
colpevole possieda questa caratteristica. Come si modifica la risoluzione per tenére
conto di questa complicazione?

In questo caso, la probabilitd che il sospetto possegga la caratteristica rilevante,
supponendo che sia colpevole & di 0.9, mentre prima era pari a 1. Allora,

P(GNC)
P(C)
3 P(C|G)P(G)
~ P(C|G)P(G) + P(CIG°)P(G*)
0.9 x 0.6 - 0.54
T 09%x06+02x04 0.62

che & un valore un po’ inferiore a quelio ottenuto precedentemente @emhé?). 0

P(GIC) =

= 0.871

L Equazione (3.7.1) pud essere generalizzata nel modo seguente. Sianoe assegnati
una quantita finita (o numerabile) di eventi mutuamente esclusivi Fy, F, ..., Fy, tali
che :

Ur=s
i=]

QQuesta proprieti si cita dicendo che gli eventi F] ricoprono 5 e significa che si veri-
fica sempre almeno uno di essi (esattamente uno, se — come nel nostro caso ~ sono
anche disgiunti). Consideriamo un ulteriore evento E, che riscriviamo come

E= CJ(EnF,-) '

i=1

notando che anche gli eventi E N F;, peri = 1,2,..., n sono mutuamente esclusivi.
Si ottiene dall’ Assioma 3 che )

P(E)= Y. P(ENF)

i=1

= i P(E|F,)P(F) (3.7.2)

=]
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R Tk

Questa formula — detta formula di fattorizzazione o di disintegrazione — mostra che
& possibile calcolare la probabilita di un evento £ condizionando rispetto a quale si
verifichi tra un gruppo di eventi accessori mituamente esclusivi e che ricoprono S. .
Di nuovo P(E) pud essere vista come la media pesata delle probabilita condizionate
P(E|F;), usando come pest le corrispondenti P(F}). '

Si immagini ora di disporre dell’ulteriore informazione che si sia effettivamente
verificato I'evento . Che probabilith avranno gli eventi F; tenendone conto?

P(F; N E)
P(E|F;)P(F;)
iw1 P(E|F;)P(Fy)

=1
L’Equazione (3.7.3) prende il nome di formula di Bayes, in onore del filosofo inglese
Thomas Bayes. Se pensiamo agli eventi F; come a possibili “ipotesi” alternative che
abbiano influenza su un qualche esperimento, si pud immaginare che la formula di
Bayes ci mostri come & necessario modificare e opinioni su tali ipotesi da prima a
dopo I'esperimento stesso, con le loro probabilita che passano da P(F;) a P(F;|E).

- P(F;|E) =

373)

Esempio 3.7.7. Un aereo & scomparso, ¢ si suppone che possa essere caduto in una
qualsiasi di tre regioni, con uguale probabilita. Peri = 1,2,3,sia 1 —o; la pro-
babilitd di rintracciare un velivolo che cada nella regione i-esima. (Le costanti o;
rappresentano la probabilitd di non rinvenire il velivolo; sono normalmente dovute
alle condizioni geografiche e ambientali delle régioni.) Qual & la probabiliti che I'ae-
reo si trovi in ciascuna delle tre regioni se una ricerca della regione 1 ha dato esito
negativo? ' _
Per i = 1,2,3, denotiamo con R; I’evento “il velivolo si trova nella regione i-
esima”; sia F I'evento “la ricerca nella regione"l non ha successo”, Dalla formula di
Bayes otteniamo per Ry '

P(E|R{)P(Ry)

2.1 P(E|R:)P(R;)

_ /3 m
e 3+1/3+1/3 g +2

P(RIE) =

mentre per j = 2,3, _
P(E|R;)P(R;)

Y1 P(E|R:)P(R;)

B /3 1

. a/3+1/3+1/3 "oy +2

P(Ry|E) =

"~ Quindi se ad esempio fosse oy = 0.4, 1a prob;,bilité che il velivolo sia nella prima

regione nonostante cercandolo 1i non sia stato trovato sarebbe di 1/6. O

3
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3.8 Eventi indlpendentl

Gli esempi dati nella sezione precedente illustrano bene il fatto che P(E |F, 1a pro-
babilita di E condizionata ad F, & generalmente diversa dalla probabilita non condi-
zionata, P(E). Insomma, sapere che 1’evento F si & verificato, modifica di solito la
probabilita che si sia verificato E. Nel caso particolare in cui invece P(E|F) e P(E)
siano uguali, diciamo che E' & indipendente da F. Quindi E @ indipendente da F' se
1a conoscenza che F si & avverato non cambia la probabilita di E.

Siccome P(E|F) = P(E N F)/P(F), si vede che E & indipendente da F’ se

P(EnN F) = P(E)P(F) ' (38.1)

Poiché questa equazione & simmetrica in E ¢ F, quando E & indipendente da Fa
anche vero che F' & indipendente da E. Si da allora la seguente definizione.

Definizione 3.8.1. Due eventi E e F si dicono md:pendenu se vale lEquazm—
ne (3.8.1), altrimenti si dlcono dipendenti.

Esempio 3.8.1. Si pesca una carta a caso da un mazzo da 52 carte da gioco. Se A &
I’evento che la carta sia un asso € C' I’evento che il seme sia cuori, allora A e C sono
indipendenti, infatti P(A N C) = 1/52, mentre P(A) = 4/52 ¢ P(C) = 13/52:

4 13 352 1

25 525

-Esempio 3.8.2. Se denotiamo con £ I'evento che la prossima presidenza statunitense

sia repubblicana e con F' I'evento che ci sard un terremoto eccezionale nel prossimo
anno, pare del tutto convincente che E e F' siano indipendenti. Si noti perd come
sarebbe invece fonte di controversie la decisione se ¥ sia dipendente o indipendente
da G, dove G 2 I’evento che nei prossimi due anni vi sia un periodo di recessione. [

Diamo. ora un utile risultato sull’indipendenza di eventi.
Proposizione 3.8.1. Se F e F sono indipendenti, lo sono anche E e F.
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che P(E N F¢) = P(E}P(F*). Siccome E
& I’unione disgivntadi EN Fe EMNFC,
P(ENnFY)=P(E)~ FP(ENF)
= P(E) — P(E)P(F) per indipendenza di F e FF
= P(E)[1 - P(F)] = P(B)P(F*) O

Quindi, se E e F sono indipendenti, la probabilita che F si realizzi non & modificata

dall’informazione se F si sia verificato oppure no.
Se E & indipendente sia da F sia da G, possiamo concludere che E & indipendente
da F' N G Sorprendentemente, la risposta & no: si veda il prossimo esempio.
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“.-. Esempio 3.8.3. Si tirano due dadi non truccati. Sia E; I'evento “la somma dei due

punteggi & pari 3,7”, sia F' I’evento “il primo dado totalizza un 4” e sia G 'evento
“il sccondo dado totalizza un 3”. Si pud gllmosu'are che E7 ¢ indipendente da F
come pure da G {si svolga il Problera 36 adesso!). Tuttavia chiaramente E; non &
indipendente da F N G, poiché P(F7|FNG) = 1. O

Da esempt come il precedente si capisce che pér estendere la definizione di indi-
pendenza a tre eventi non basta imporre quelia due a due delle (3) coppie di eventi.
Siamo allora portati alla seguente definizione,

Definizione 3.8.2. I tre eventi E, F e G si dicono indipendenti se valgono tutie e
quattro le equazioni seguenti:
P(ENFNG)= P(E)P(F)P(G)
P(ENF) = P(E)P(F)
P(EnG) = P(E)P(G)
P(FNG)=P(F)P(G)

(3.8.2)

. .Si noti che se tre eventi E, F' ¢ G' sono indipendenti, allora ciascuno di essi &
indipendente da qualunque evento si possa costruire con gli altri due. Ad esempio E
risulta indipendente da F U G, infatti
PEN(FUG) =
=Pl[(ENF)U{ENG)]
=PENF)+PENG)-P(ENFNG) per la Proposizione 3.4.2
= P(E)P(F)+ P(E)P(G) — P(E)P(FNG) peil'indipendenza
= P(E)[P(F) + P(G) — P(FNG)]

=P(EYP(FUG) per la Proposizione 3.4.2

C‘hiaran-]entt:: la definizione precedente si pud estendere senza sforzo ad un sumero fi-
nito arbitrario di eveqti. Gli eventi E, E,, ..., E, si dicono indipendenti se per ogni
loro sottogruppe Es, By, ..., B, ,conl < a) < --- < ar < n, vale I'equazione

” P(ﬂ Ea‘-) =T P(Ea) (3.8.3)
i=]1 =1

_ Accade spesso che un esperimento casuale (in particolare quelli di interesse sta-
tistico) consista di una successione di prove, come il lancio ripetuto di una moneta.
In molte di tali situazioni & ragionevole assumere che gli esiti di qualunque gruppo di

~ queste prove non influenzino quelli delle altre. In questi casi gli eventi che dipendo-

no dai singoli sottoesperimenti sono indipendenti, e I’intero a.mbno prende il nome
di schema delie prove indipendenti.
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A+ / P B

Figura 3.7  Un sistema in parallelo. Funziona se la corrente passa daAaB.

Esempio 3.8.4. Un sistema composto di n componenti distinti si dice in parallelp
se funziona fino a che almeno uno dei componenti funziona (si veda la Figura 3.7).
Sia dato un sistema di questo tipo, per il quale, per i = 1,2,...,n il componente
i-esimo funziona - indipendentemente da tutti gli altri — con probabilith p;. Qual &1a
probabilita che ’intero sistema funzioni?

Denotiamo con A; I'evento che il componente ¢ funzioni. Allora

P(il sistema funziona) = 1 — P(il sistema non funziona)
= 1 — P(nessun componente fanziona)
=1~ P(ATNASN---NAS)

=1- ﬁ(l -p) O
i=1

Problemi

1. Una scatola contiene una biglia rossa, una verde e una blu.
(a) Descrivi lo spazio degli esiti dell’esperimento che consiste nell’estrarre una biglia,

rimetterla nella scatola ed estrarre una seconda volta.

(b) Ripeti I'esercizio senza 1a rimessa della prima biglia.

2. Si tira tre volte una moneta. Qual & lo spazio degliesiti di qucsto espcnmemo casnale?
Scrivi esplicitamente 1’evento “si ottengono piit teste che croci”.

3. Siano 5:=1{1,2,3,4,5,6,7}, E:={1,3,5,7}, F := {7,4,6}, G —{14} Scrivi gli
elementi dei seguenti eventi.
@ EnF,; M ENGS ©E‘N(FUG);
@DEU(FNG); @ENFIUG HENGIUFNG).

4, Si tirano due dadi. Sia E Pevento che la somma dei punteggi sia pari, F' che il primo

dado realizzi un 1, e G che la somma sia 3. 5i descrivano gli eventi
@EnF, MEUVUF, ©FNG WWEnF,; @ENFNG,
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5. Un sistema & composto da 4 componenti, ciascuno dei quali funziona oppure & guasto. Si
osserva o stato dei componenti, ottenendo un vettore (z;, %3, T3, %4), dove z; & 1 oppure
0 a seconda che il componente i-esimo funzioni oppure no.
(a} Da quanti elementi & formato lo spazio degli esiti?

(b) Ilsistema nel suo insieme funziona fintantochs entrambi ibomponenti 1 e 2 oppure
quelli 3 e 4 funzionano. Specifica tutti gli esiti dell’evento “il sisterna funziona™,

(c) Sia E 'evento “i componenti 1 ¢ 3 sono guasti”. Quanti esiti contiene?
6. Siano E, F' e G tre eventi qualsiasi. Trova le espressioni algebriche, in termini di inter-

sezioni, unioni e complcmentazmne per gli evcntl costitniti dai fatto che, ira E, F e G,
si verifichino

(a) soltanto E;

(b) sia F sia G, ma non F
(c) almeno uno dei tre;

{d) almeno due dei tre;

(e) tuttie tre; -

(f) nessuno;

(2) non pid di un evento;.
(h) non pin di due eventi;
(i) esattamente due eventi:
(j) non pit di tre eventi.

7. Semplifica, dove possibile, le espressioni che SEEUONO.
(a) EUEs
M) EnES;
© (EUF)N(BUF%);
@ (EUF)N(E°UF)N(EU F°);
® (EUFN(FULG).
8. Usa i diagrammi di Venn (o un metodo a piaoém) per mostrare che
(a) ENFCE,FECEUF;
(b) se EC F,allora F© C E°; i
(¢) le due proprieth comimutative (3.3.1) di pagina 62 sono valide;
(d) le due proprieta associative (3.3.2) di pagma 62 sono valide;
() F=(FNnE)U (FnEc)
) EUF=FEU(E°NF); :
g le leggl di De Morgan (3. 3 4) d1 pagina, 63 sono valide.
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9. Studia la figura seguente e descrivi gli eventi denominati con i numeri romani daI a VI,
in termini dei tre eventi E, Fe G

10.

11.

12.

13

14,

15.
16.

17.

Dimostra che se E C F, allora P(E‘) < P(F). (Suggerimento: Scrivi F' come unione
disgiunta di E' e un aliro evento.)

Dimostra la proprieta subadditiva di P, ovvero che se Ey, By, ...,

qualsiast,
P UE.-) <D PE)
jz=] i=l

Dimostra che se P(E) = 0.9 ¢ P(F) = 0.9, allora P(E N F) > 0.8. Poi dimostra che
in generale vale la disugnaglianza seguente

P(ENF) > P(E)+ P(F) - 1

FE,, sono eventi

Dimosira la due equazioni seguenti
{a) P(ENF%) = P(E)—P(ENF);

b) P(ECnF¢y=1-P(E}— P(F)+ P(EnF).
Dimostra che la probabilith che si realizzi uno € uno solo deglieventi Ee F & paria
P(Ey+ P{F)—-2P(ENnF).

Calcpla i coefficienti binomiali (3). (3). (7). (3) e ()-

Dimostra che, per ogni sceltadi0 <r < n,

()=(.2.)

Poi trova un argomento combinatorio che illustri la stessa equazione spiegandoe in che
senso scegliere r elementi da un insieme di n & equivalente a scegliere n — r elementi

dallo stesso insieme,
(-G
= +
T r—1 r
Per trovare una spiegazione combinatoria, considera un insieme di n elementi, di cui

uno fissato: quanti sono i diversi sottoinsiermi di r che contengono I’elemento fissato? E
quanti quelli che non lo contengono?

Dimostra che

Problemi _ 33

18,

19.
20.
21.

22,

Un gruppo di-5 bambini e 10 bambine & in fila in ordine casuale, nel senso che tutte le
15! possibili pe:rmutazmm si suppongono eqmpmbablh

(a) Quale la probabilita che il quarto del]a fila sia un bambmo"
(b) Eil dodicesimo? )
(c) Qual 2 la probabiliti che un determinato bambino occupi la terza posiziene?

In un comune vi sono 5 alberghi. Se 3 persone devono scegliere un albergo in cui per-
nottare, qual & la probabilitd che finiscano tutte in alberghi rhfferenu? Che cosa stiamo
assnmendo senza dirlo esplicitamente?

In un paese vi sono 4 tecnici che riparano televisori. Se si guastano 4 TV, qual ¢ la
probabilitd che vengano chiamati esattamente 2 tecnici? Che cosa stiamo assumendo
senza dizlo esplicitamente?

Una donna ha un mazzo con n chiavi, una delle quali apre la sua porta. Se le prova a
caso scartando quelle che non aprono, gual € la probabilita che trovi la chiave giusta al
k-esimo tentativo? E se non scartasse le chiavi gia provate? :

Una scarpiera contiene 8 paia di scarpe. Se si prendono a caso 4 calzature, qual & la
probabilita (a) di non formare nessun paio di scarpe uguali; (b) di formame esattamente
uno?

. Il re mon & figlio unico: ha un fratello oppure una sorella. Qual & la probabilita che si

tratti di una sorella?

. Una coppia ha due fighi. Qual & la probabilit che si tratti di due maschi, se il primogenito

& un maschio?

. Tra gli studenti di un college americano, le femmine sono il 52%, quelli che studiano

informatica sono il 5%, le femmine che studiano informatica sono if 2%. Se si sceglie a
caso uno studente, quali sono le probabilitd condizionate che:

{a) sia una femmina, sapendo che studia informatica;
() studi informatica, sapendo che 2 una femmina?

Intervistando un totale di 500 coppie di coniugi, entrambi lavoratori, si sono ottenuti i
seguenti dati sui loro redditi annuali.

Marito
Moglie _ Meno di $ 25000 Pid di $ 25000
Meno di $ 25 000. 212 198
Pit di $ 25000 36 54

Se si sceglie a caso una di queste coppie, qual &

(a) la probabiliti che il marito guadagni meno di $ 25 000;



86

27.

Elementi di probabilita

{b) 1a probabilita condizionata che la moglie guadagni pid di $ 25 000, se questo & vero
per il marito; '

(c) la probabilitd condizionata che la moglie gnadagni pill di $ 25000, se i! marito
quadagna meno di quella cifra?

In una certa regione vi sono due ditte che producono apparecchi radiofonici. Quelle
della fabbrica A sono difettose con probabilita 0.05, mentre quelle della fabbrica B, con

. probabiliti 0.01. Supponi di avere acquistato due radio prodotte dalla stessa ditta, che
pud essere la A o 1a B con probabilita del 50%. Se la prima delle due radio & difettosa,

29,

0.

31.

32,

qual & la probabilith condizionata che sia difettosa anche la seconda?

. Dimostra che

P(H|E) _ P(E|H) P(H)

_ P(G|E) ~ P(E|G) P(G)
Supponi che prima di ottenere una nuova informazione I'ipotesi H fosse tre volte piit
probabile della G. Se I'informazione aggiuntiva & due volte pi probabile quando & vera

G rispetto a quando & vera H, qual & I'ipotesi piit credibile tenendo conto della nuova
informazione? .

Hai chiesto ad un vicino di innaffiare una piaﬁt_ina delicata mentre sei in vacanza. Pensi
che senza acqua la piantina muoia con probabilith 0.8, mentre se innaffiata questa pro-
babilitd si ridurrebbe a 0.15. La tua fiducia che il vicino si ricordi di innaffiarla 2 del
90%.

(a) Qual & 1a probabilita che la pianta sia ancora viva al tuo ritorno?

(b} Se fosse morta, quale sarebbe la probabilita che il vicino si sia dimenticato di
innaffiaria? -

In un'urna vengono inserite due palline, ciascuna delle guali Ppud essere rossa o blu con
la stessa probabilitd. Si estrae a caso una pallina che viene reinserita, quindi si estrae di
Ouovo a caso una pallina; se entrambe le estratte sono risultate rosse, con che probabilita

(a) entrambe le palline nell’ urna erano rosse?
(b} estraendo nuovamente una delle due palline si trova una rossa?

Su 1000 membri di una associazione di pensionati americani, 600 si dichiarano repub-
blicani, mentre gli altri democratici. In occasione di una elezione interna in cui hanno
votato tutti, 60 repubblicani hanno dato 1z loro preferenza al candidato democratico e
50 democratici hanno votato il candidato repubblicano. Se un membro dell’ associazione
scelto a caso ha votato il repubblicano, con che probabilita si tratta di un democratico?

Due palline vengono tinte con vernice nera o dorﬁta, ciascuna con probabilita 1/2 ¢
indipendentemente 1"una dall’altra. Esse vengono poi inserite in un’urna.

(a) Supponi di sapere per certo che la vernice dorata sia stata usata (e quindi vi & alme-
no una pallina di questo colore). Calcolz la probabilita condizionata che entrambe
le palline siano dorate.
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(b) Supponi adesso che 'uma venga scossa violentemente, e ne esca una-pallina
dorata. Qual & la probabilith condizionata che anche I’alira pallina lo sia?

(c) Spiega come mai nei due punti precedenti hai ottenuto lo stesso numero/un numero
diverso,

33. Due cassettiere esternamente identiche dispongono di due cassetti ciascuna; quelli della
prima contengono una moneta d'argento ciascuno, mentre i due cassetti della seconda
contengono 1’uno, una moneta d’argento e Valtro, una moneta d'oro. Si seleziona una
cassettiera a caso, quindi si sceglie a caso uno dei suoi cassetti, e apertolo vi si trova una
moneta d’argento. Qual & la probabilith che anche nell’altro cassetto vi sia una moneta
d’argento? :

34. Supponi che vi sia un test per diagnosticare un certo tipo di tumore con affidabilith che &
pari 2] 95% sia per le persone malate, sia per quelle sane. Se lo 0.4% della popolazione
soffre di questa forma di tumore, calcola 1a probabilith che un soggetto che & risultato
positivo al test sia realmente malato.

35. Una compagnia di assicurazioni classifica i suoi clienti in tre fasce — basso rischio, medio
rischio e alto rischio. Le sue statistiche indicano che le probabilith che un cliente delle
tre fasce abbia un incidente entro un periods di un anno sono rispettivamente 0.05, 0.15
€ 0.30. Se il 20% dei clienti sono a basso rischio, il 50% a medio rischio e il 30% ad alto
rischio, che percentuale dei clienti avra mediamente incidenti in un lasso di un anno?
Se un cliente non ha avuto incidenti nel 1987, qual 2 la probabilith che appartenga a
ciascuna delle tre fasce? .

36. Si tirano due dadi non truccati. Sia E I'evento “la somma dei punteggi realizzati &
T". Dimostra che F & indipendente sia dall’evento che il primo dado realizzi un 4, sia
dall’evento che il secondo dado 'realizzi-un 3.

37. Le probabilita di chiusura dei cinque rel2 in ciascuna delle tre figure della pagina seguen-
t& SORO pi, P2, P3, Ps € ps. Tutti i relé sono indipendenti. Quali sono le probabilita che
passi comente tra gli estremi A e B dei tre circuiti?

38. In ingegneria un sistema composto da n componenti si dice “sistema k-su-n” se funziona
quando almeno & dei suoi n componenti sono efficienti. Supponi che tutti i componenti
funzionino indipendentemente 1'uno dall’altro, & che I'i-esimo componente funzioni con
probabilita p;, peri = 1,2,...,n. ‘

(a) Qual & la probabilita che un sistema 2-su-4 funzioni?
(b) E per un sistema 3-su-57
39. Sitima éinque volte una moneta non truccata. Tkova le probabiliti degli eventi seguenti.
(a) 1 primi tre risultati sono uguali. _
(b) 1 primi tre o gli ultimi tre risultati sono uguali.
(¢) Vi sono almeno due teste nei primi tre Janci e almeno due croci negli ultimi tre
lanci. : .
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40.

41.

42.

(a)
A ]—/5-;3 A 3 >—)—B

)

©)

Si ripete n volte in maniera indipendente un esperimento che pud dare esiti 0, 1 o 2 con
probabilit 0.3, 0.5 e 0.2 rispettivamente. Calcola 1a probabilita che vi sia almeno un
1 e almeno un 2 nella serie di n ripetizioni. (Suggerimento: Considera la probabilith
dell’evento complementare.) ) :

Un sistema di n componenti in parallelo funziona se non tutti i suoi componenti sono

guasti, Considera un sistema di questo tipo in cui il funzionamento di ogni componente
2 indipendente da tutti gli altri, e ciascuno funziona con probabilith 1/2, Qual 2 1a proba-
bilita che il primo componente noh sia guasto condizionata al funzionamento dell’intero
sistema?

Prendiamo in considerazione 5 differenti geni® di un dato organismo (li denotiamo con
le prime cinque lettere deil'alfabeto). Ogni gene appare in due forme (che denotiamo
con lettere maiuscole e minuscole), e ogni esemplare possiede un paio di ciascuno dei
5 geni, che possono esser uguali o diversi (per il primo gene quindi le alternative sono
aa, aA e AA). Assumiamo la convenzione che la forma maiuscola sia quella dominante,
mentre la minuscola sia recessiva. Cid significa che se un organismo possiede la coppia
zX esprimeri le caratteristiche del gene X. Ad esempio, se X & il gene degli occhi
castani e = quello degli occhi azzurri, gli esemplari con le coppie X ¢ XX avranno ghi
occhi castani, e sole quelli con la coppia zx avranno gli occhi azzurri. Le manifestazioni
fisiche dei caratteri genetici di un organismo costituiscono il suo fenotipo, mentre il suo
patrimonio genetico costituisce il genotipo. (Quindi due organismi' con le coppie di geni
ad, bB, cc,dD, eee AA, BB, cc, DD, ee hanno genotipi diversi ma lo stesso fenotipo.)
Quando si incrociano due organismi, ciascuno contribuisce con uno a caso dei due geni di
ciascuna delle sve cinque coppie, in maniera indipendente tra loro ¢ con Ialtro genitore.
Se si incrociano due organismi con le coppie di geni aA, bB, cC, dD, eF ¢ aag, bB, cc,
dD, ee, qual & la probabilit che la progenie corrisponda (limitatamente a questi cinque
geni) (1) nel fenotipo, e (2) nel genotipo,

(a) al primo genitore

? Sivedaad esempio: Peter J. Russell Generica, seconda edizione, E4iSES 1996.
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(b} al secondo genitore;
(¢} auno diej gen_itorir_;

(d) a nessti;fb dei genitori?

e

43. Tre prigionieﬁ‘ condannati & morte vengono inforinati da un seconding che due di loro,

scelti a caso, saranno graziati. Uno di essi gli chiede allora di essere informato priva-
tamente almeno su quale dei suoi due compagni verrd graziato, sostenendo che non vi
sia alcun mate nel divulgare questa informazione, poiché & chiaro a tutti che comunque
almeno uno dei due sard graziato, Il secondino perd si rifiuta di dare risposta, perché in

‘tal modo la probabilith di essere giustiziato del prigioniero curioso salirebbe da 1/3 a

1/2, restando solo due prigionieri dal destino celato. Cosa pensi del ragionamento del
secondino?

Anche se i miei genitori hanno entrambi ghi occhi castani, io ho gli occhi azzurri, Qual &
la probabilita che anche mia sorella abbia gli occhi azzurri (si veda il Problema 42)?

. Quhnte persone & necessario riunire affinché sia almeno del 50% la probabilith che

qualcuno sia nato un 29 di Febbraio? Quali assunzioni hai fatto per dare questa risposta?
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| 4.1 Variabili aleatorie

Quando si realizza un esperimento casuale, noh sempre si & interessati in ugual modo
a tutte le informazioni ricavabili dal suo esito. Spesso si pud individuare una singola
quantit} numerica (ricavabile dall’esito stesso) che racchiude tutto cid che in realtd
vogliamo sapere. Se tiriamo due dadi, ad esempio, pud accadere che ci interessi
solamente i! valore della loro somma, e non ciascuno dei punteggi. Potremmo volere
registrare che il totale realizzato & 7, senza dare importanza a quale sia ’esito vero
€ proprio dell’esperimento, tra i sei possibili, che sono (1,6), (2,5), (3,4), (4,3),
(5,2) € (6, 1). Un ingegnere civile che segue il livello di un bacino idrico, alio stesso
modo, potrebbe decidere di prendere delle misurazioni solo alla fine di ogni stagione
delle piogge, perché magari le oscillazioni giornaliere non aggiungono informazioni
rilevanti. .

Quantita di interesse che, come queste, sono determinate dal risultato di un espe-
rimento casuale sono dette variabili aleatorie. Siccome il valore di una variabile alea-
toria & determinato dall’esito dell’esperimento, possiamo assegnare delle probabilita
ai suoi valori possibili.
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Esempio 4.1.1. Si tirano due dadi indipendenti e non truccati, ¢ si denota con la let:
" tera X la variabile aleatoria definita dalla loro somma. Ha senso domandarsi quianto
vale la probabilitd che X = 3, ovvero la probabiliti dell’evento {s € 9 : X(s) = 3}.

Vi sono due elementi dello spazio degli esiti di questo esperimento che danno ad X
il valore 3. Essi sono (1,2) e (2, 1). Percid, con una notazione piil leggera,

(X =3}={s€8: X(s) =3} = {(1,2),(2, 1)} 4.1.1)

e di conseguenza la probabilith che X = 3 & pari a 2/36 perché abbiamo a che
fare con esiti equiprobabili. Il modo corretto di scrivere questo risultato sarebbe,
P{{X = 3}) = 2/36, ma & invalso I'uso di scrivere, con leggero abuso di notazione
P(X = 3) = 2/36. Ricorrendo a quésta convenzioné elenchiamo le probabilith per
tutti i valori possibili di X.

P(X=2)=P{(1,1)} =%

P(X =3)=P{(1,2,( 1)} = %

P(X =4)=P{(1,3),(2,2,(3, 1)} = %

P(X =$~PmAMZ%BJ(4H=%-

P(X = 6) = P{{1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5, )} = %

P(X =7) = P{(1,6):(2:5)a(314) (4 ) (5 2) (6 1)} = 3i (4‘1‘2)7
pa=m=ﬂa®&n@mwn@nn—ﬁ |

P(X = 9) = P{(3:6);(4! 5)’: (5 4)’(6 )} - 36

P(X = 10) = P{(4,6),(5,5),(6.4)} = 5

Pw~m—mwmwm %
P(X =12) = P{(6,6)} =
La variabile aleatoria X pud assumere tutti i valori interi che vanno da 2 a 12, con

- probabilith specificate dalle Equazmni (4.1.2). Siccome X deve assumere uno di
questi valori, ne segue che § = {J}2,{X = i}, ¢ di conseguenza

P L_J{X = i}')

come si verifica facilmente dalle (4.1.2).
- Un’altra variabile aleatoria di possibile interesse all’internio di questo esperimen-
to & il valore del primo dado. La denotiamo con Y e notiamo che

P(Y=i)=1/6, i=1,2,3,4,56

1=P(S) = =’ZP(X=?:)

=2

Ovvero Y pud assumere ciascuno dei valori interi da 1 a 6 con la stessa probabilita.
O
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Esempio 4.1.2. Un tizio acquista due componenti elettronici, ciascuno dei quali pud
essere accettabile o difettoso. Supponiamo che le probabilitd dei 4 esiti possibi-

~ (d,d}, (d, e}, (e,d), (a,a) — siano rispeitivamente 0.09, 0.21, 0.21 ¢ 0.49. Sia
X il pumero di componenti accettabili; allora X & una variabile aleatoria che pud

. assumere i valori 0, 1 o 2 con probabilita

P(X =0) =0.09
P(X=1)=042
P(X =2) =049

Se vogliamo limitarci a registrare se vi sia almeno un componente accettabile,
possiamo definire una variabile aleatoria I come segue,

o= 1 seX =102
1o seX =0

- Se con A si denota I'evento che vi sia almeno un componente accettabile, allora I &

detta la funzione indicatrice dell’evento A, infatti T assume i valori 1 ¢ 0 a seconda
se 'evento A si verifica o0 meno. Le probabiliti corrispondenti ai valori p0351b1h dif
sono

P(I=1)=091
P(I=0)=009 O

Negli esempi precedenti tutte le variabili aleatorie disponevano di un insieme
finito di valori possibili. Variabili aleatorie con un numero finito 0 numerabile di
valori possibili sono dette discrere. Esistono comunque anche variabili aleatorie det-
te appunto continue, che possono assumere un insieme continuo di valori possibili,
come pud essere un intervallo di numeri reali. Un esempio 2 il tempo di vita di una
automobile, che pud assumere qualungue valore di un qualche intervallo (a, b).

Definizione 4.1.1. La funzione di ripartizione F di una variabile aleatoria X, &
definita, per ogni numero reale x, tramite
F(z)=P(X <1 4.1.3)

Quindi F{(z) esprime la probabilita che la variabile aleatoria X assuma un valore

" minore o uguale a «. Useremo la notazione X ~ F per indicare che F & la funzione

di ripartizione di X.

Tutte le questioni di probabilita che si possano sollevare su una variabile aleatoria,

_aminettono una risposta in termini della sua funzione di ripartizione. Ad esempio,
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volendo calcolare P(a < X < b), basta notare che {X < b} & I'unione dei due
eventi disgionti {X < a} e {a < X < b}. Quindi per I’ Assioma 3,

PIX<bh)=PX<a)+Pla< X <bh)
da cui
Pa<X<b)=PX<b)-PX<a)= F(b) — F(a) {4.1.4)

Esempio 4.1.3. Sia assegnata una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione

0 z<0
Flz)= {l —exp(—2?) = >0

Qual & 1a probabiliti che X sia maggiore di 17 Si procede come segue:

PX>1)=1-P(X<1)
=1-F(l)=el~0368 O

4.2. Variabili aleatorie discrete e continue

Come & gia stato detto, si dice discreta una variabile aleatoria che pud assumere una
quantiti finita 0 numerabile di valori.

Definizione 4.2.1. Sc X & una variabile aleatoria discreta, 1a sua ﬁmzio-ne:afi massa
di probabilita o funzione di massa si definisce nel modo seguente,

pla) == P(X =a) . 4.2.1)

La funzione p(a) & non nulla su un insieme al pid numerabile di valori. Infatti se
Ty,%2,-.. Sono i valori possibili di X, allora

P(-’Bl) > 01
p(z) =0,

i=1,2,...
tutti gli altri valori di z

Siccome X deve assumere uno dei valori z1, s, . . ., hecessariamente 1a funzione di

massa di probabilita deve soddisfare la seguente equazione:

> p(z) =1 ' 422)

i=1

e B
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Pix) P

.

1 F3 3

Figura 4.1  Grafico di p(z) per la variabile aleatoria descritta dall’Esempio 4.2.1.

Esempio 4.2.1. Consideriamo una variabile aleatoria X che pud assumere ivalor 1,
2 0 3. Se sappiamo che :

1 _ 1
pl)=3 ¢ P2 =3
allora, dato che p(1) + p(2) + p(3) = 1, ne segue che p(3) = 1/6. La Figura 4.1
£ mostra il grafico di questa funzione di. massa. =

Per una variabile aleatoria discreta, la funzione di ripartizione F' pud essere
espressa in funzione della funzione di massa di probabilita p, tramite

Fla) = Y p(z) (@23)
T4

_ dove si intende che la serie & limitata ai soli valori possibili di X minori o uguali ad
a. Sinoti che 1a F che ne risulta & una funzione a gradini, e pill precisamente, se
#] < T3 < ... sono i valori possibili di X, allora F' & costante su ciascuno deglhi
intervalli [z;_y,z;) e in z; fa un salto di ampiezza p(z;), passandoda

plz) +p(z) +---+plzim) & p(_:-_:i) + p(z2) + - - - + p(xi-1) + p(ai)

Supponendo che X abbia la stessa funzioii_é di massa di probabilith dell’Esem-
pio 4.2.1, con ‘ .

1 1 1
= _ . — 3 = -
p(1) =3, P =3 PB)=¢
la funzione di ripartizione F di X & data da :
(0 a<1
% 1<a<?2
’ = 2<a<3
6 &
\l 3<a




96 Variabili aleatorie ¢ valore atteso

Fix)

L ik i

L
2 3 *

Figurad.2  Grafico di F(z).

11 grafico di tale funzione F' & illustrato in Figura 4.2.

Utia variabile aleatoria che possa assumere una infinitd non numerabile di valoni,
non potra essere discreta. Si dird invece continua se! esite una funzione non negativa
f, definita su tutto R, avente la proprietd che per ogni insieme B di numeri reali,

P(X € B) = fB f(z)da (4.2.4)

Definizione 4.2.2. La funzione f che compare nell’Equazione (4.2.4) & la funzione
. di densita di probabilitd o pii semplicemente la densita della variabile aleatoria X

L’Equazione (4.2.4) dice che la probabilitd che una variabile aleatoria continua
X appartenga a un insieme B si pud trovare integrando la sua densit su tale insieme.
Poiché X deve assumere un qualche valore di IR, 1a sua densita deve soddisfare:

1=P(XeR)= /: = f(z)dz , (4.2.5)

Tutte le probabilith che riguardano una variabile aleatoria continua possono essere
espresse in termini di integrali della sua densitd. Ad esempio, se poniamo B = [a, b],
ricaviamo dalla (4.2.4) che

b
Pe<X<b)= / f(z)dz : (4.2.6)
a .
e se in quest’ultima equazione poniamo b = a, troviamo che

PX=a)= [ fa)ds=0

ovvero, la probabilith che una variabile aleatoria continua assuma un qualunque
valore particolare a & nulla (si veda anche la Figura 4.3).

! Non sfuggirh al lettore attento che non essendo vero che tutte le variabili aleatorie che non sono
discrete sono continue, questa classificazione non pud essere completa, Effettivamente stiamo per

sempticitd omettendo di presentare anche quelle dette miste, che oltre a complicare notevolmente la-

trattazione sono piuttosto infrequenti, nella teoria come nella pratica.
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 fx)=e*
1

Area della regionerigata=P (a<X < b)

Figura43  La funzione di densiti di probabilitd f(z) = e, z>0.

Una relazione che lega la funzione di ripartizione F' alla densitd f & la seguente,

F(a)-:= P(X € (—o0,a]) = /:a flz)dz 427

" Derivando entrambi i membri si ottiene allora la relazione fondamentale:

Sra=t@ @28)

La densitd & la derivata della funzione di ripartizione. Una interpretazione forse meno
astratta della funzione di densita di probabilita si pud ricavare dall’Equazione (4.2.6)

nel modo che segue: se e > 0 & piccolo si pud approssimare 1’integrale con il teorema
del valore medio,

at-§ . .
P(a- % gxga+§) =/ Fla)dz ~ £f(a) 4.2.9)

-4
a-3

Si scopre cosi che la probabilith che X stia in un intorno di a di ampiezza ¢ & appros-
simativamente uguale a € f(a), e quindi f(a) rappresenta una indicazione di quanto &
probabile che X cada “vicino” ad « (si rammenti che {X = a} ha probabilita nulla).

Esempio 4.2.2. Sia assegnata una variabile aleatoria X con densita data da
Cdzx—22%) O<z<2
fly= (ST 0z <
0 altrimenti

{a) Quanto vale C'? (b) Quanto vale P{X > 1)? '
{a} Siccome f & una densitd, deve valere 'Equazione (4.2.5), e quindi

2
1=c/ (4z — 22%) dx
0

=c[2$z;2_1"’_}

=2
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da cui C = 3/8. (b) Ora che conosciamo completamente £, la probabilita di {X >
1} si pud trovare con un integrale.

00O 2 ’ ‘
P()_gr>1)=fl f(m)dx=%j;,(4m—zzz)dx=% 0

Osservazione 4.2.1. Quando conosciamo la funzione di massa di probabilita di una
variabile aleatoria discreta, oppure la funzione di densita di probabilita di una con-
tinua, oppure ancora quando conosciamo Ja funzione di ripartizione di una variabile
aleatoria qualsiasi, abbiamo abbastanza informazioni da poter calcolare la probabili-
ta di ogni evento che dipenda solo da tale variabile aleatoria. Si dice in questo caso
che conosciamo la distribuzione o legge della variabile aleatoria considerata. Percid,
affermare ad esempio che X e Y hanno la stessa distribuzione, vuole dire che le ri-
spettive funzioni di ripartizione sono identiche, X ~ Fx = Fy ~ Y, e quindi anche
che P(X € A) = P(Y € A) per ogni insieme di valori A C R.

4.3 Coppiee vettori di variabili aleatorie

Ci sono situazioni in cui la scelta (descritta all’inizio del capitolo) di ridurre un espe-
rimento casuale allo studio di una sola variabile aleatoria, & destinata a fallire a priori,
perché I'oggetto di interesse sono proprio le relazioni presenti tra due o pilt grandezze
numeriche. Ad esempio, in un esperimento sulle possibili cause di tumore, potremmo
voler indagare il rapporto tra il numero medio di sigarette fumate quotidianamente e
Ieth in cui viene riscontrata questa patologia. Analogamente, un ingegnere mec-
canico che si occupi del montaggio di un tipo laminati in acciaio, potrebbe volere
conoscere la relazione tra il diametro dei punti di saldatura e la loro sollecitazione di
taglio. : i

* Per specificare la relazione tra due variabili aleatorie X ¢ Y, il punto di partenza
¢ estendere il concetto di funzione di ripartizione.

Definizione 4.3.1. Siano X e Y due variabili aleatorie che riguardano lo stesso espe-

rimento casuale. Si dice funzione di ripartizione congiunta di X e Y - e si indica
normaimente con la lettera F¥ — la funzione di due variabili seguente.

Fla,y) =P(X <z,¥Y <y) | (43.1)
dove la virgola nell’argomento di () denota I'intersezione tra eventi.
La conoscenza di questa funzione permette, almeno in teoria, di calcolare le pro-

babilit di tutti gli eventi che dipendono, singolarmente o congiuntamente, da X e Y.
Ad esempio la funzione di ripartizione di X — che denotiamo questa volta con Fy —
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pud essere ottenuta dalla funzione di ripartizioné congiunta F cosi:

Fx(x):=P(X < z) :
=P(X <z,Y < 00) ‘pcrché'Y < 0o sempre
= F(z, 00) nel senso del limite linml0 F{z,y)
y—i

E analogamente la funzione di ripartizione di ¥,
Fy (y) = F(oo,y)

4.3.1 Distribuzione congiunta per variabili aleatorie discrete

Come nel caso scalare, se sappiamo che un vettore aleatorio & di tipo discreto,
possiamo definire e utilizzare la funzione di massa di probabilit.

Defintzione 4.3.2. Se X e Y sono variabili aleatorie discrete che assumono i valori
X1, %2, .. €Y1, 42, .. rispettivamente, la funzione

plany) =PX =z;,Y =y), i=12..., j=12.. (432
¢ la loro funzione di massa di probabilita cofigiunta.

Le funzioni di massa individuali di X e Y si possono ricavare da quella congiunta
notando che, siccome Y deve assumere uno dei valori y;, evento {X = x;} pud
essere visto come I'unione al variare di § degli eventi {X = z;,V = y;}, che sono

- mutuamente esclusivi; in formule,

x= :c,-} =X =2, =y}
3 '
da cui, grazie all’ Assioma 3,
px(2:) = P(X = z;)
= P(U{X =z;,Y = y,})
= ZP —;:c‘-.Y =y;)
=: Z p(zi, y;) (4.3.3)
- _ |

Analogamente per py, -.:
py(ws) = Y plzs,15) @34
i Y
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Tabella 4.1  Funzione di massa congiunta p(i, 7) = P(X = 1, Y = j) per le variabili
aleatotie deli’Esempio 4.3.1 - g
' T j SRR totali righe

0 1 2 3 P(X =)
o | 10 s 304 8
220 220 220 220 220
P T R ] o | e
i 220 220 220 220
15 12 o 27
2| m 0 O | &0
1 1
totali colonne | 56 i 48 4
PY =3 220 220 220 . 220

Anche se abbiamo mostrato che le funzioni di massa individuali (un altro termine
usato & marginali) si possono sempre ricavare da quella congiunta, il viceversa &

falso. Quindi, conoscere P(X = ;) e P(Y = y;) non permette di ricavare P(X = -

:By,Y = yj).

Esempio 4.3.1. ‘Da un gruppo di 12 batterie — di cui 3 nuove, 4 usate e 5 difettose
— ne vengono scelte tre a caso. Siano X e Y rispettivamente il numero di batterie
nuove e usate tra quelle scelte. La funzione di massa di probabilita congiunta, p(3, §),

& data dai valori seguenti, come il lettore pud verificare facﬂmente con ragionamenti
simili a quelli della Sezione 3.5.

p(0,0)=%=§‘2% b0 = (‘;)u()i) »
»(1,0) = G(),g) - % o(1,1) = (3)((“))(5) _ %)6
-G8 -2 - (2()32()) i
-Gl =g 00 &5

Queste probabilith possono essere convemeutemente presentate in forma tabellare,
come illustrato nella Tabella 4.1
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Si pud notare come le fonzioni di massa di X e Y si possano ottenere facendo
le somme lungq :le righe ¢ lungo le colonne, in ‘accordo con le Equazioni (4.3.3)
e (4.3.4). Tl fatio' che' questo tipo di tabella sia pluttosto comune, € le funzioni di-
massa individuali vi compaiano lungo i margini, giustifica il termine gia introdotto
di funzioni di massa di probabilita marginali. Una verifica veloce che la tabella non
contenga errori grossolani consiste nel controllare che le somme dei valori sulla riga
e sulla colonna marginale siano pari a 1. (Perché?) , a

Esempio 4.3.2. All’interno di una certa popolazione, il 15% delle coppie non ha figli,
il 20% ne ha uno, il 35% ne ha due € i 30% ne ha tre. Inolire ogni bambino, indipen-
dentemente da totti gli altri, pud essere maschio o femmina con pari probabilita. Se
si seleziona una famiglia a caso e si denotano con X e Y il numero di femmine e di

maschi presenti tra i figli in tale famiglia, si ottiene 1a funzione di massa di probabilita
mostrata in Tabella 4.2,

Le probabilitd sono state ricavate come segue.

P(X =0,Y =0) = P(nessun figlio) = 0.15
P(X =1,Y =0} = P(un totale di 1 figlio, femmina)

= P(1 figlio) P(1 femmina|1 figlio) = 0.20 x 0.5 = 0.1
P(X =2,Y =0} = P(un totale di 2 figli, entrambe fernmine)

= P(2 figli) P(2 femmine|2 figli) = 0.35 x 0.5% = 0.0875
P(X = 3,Y =0} = P{un totale di 3 figli, tutte femmine)

= P(3 figli) P(3 femmine|3 fighi) = 0.30 x 0.5% = 0.0375

Lasciamo al lettore la verifica che anche gli altri valori della Tabella 4.2 sono corretti.

Si noti anche come sia possibile usare la tabella in maniera pit sofisticata, scoprendo

ad esempio (in che modo?) che la probabilita che vi sia almeno una bambina & pari a
0.625. _ |

Tabellad.2  Funzione di massa congiunta per le variabili aleatoric X ¢ Y dell’Esem-

pio 4.3.2
J totali righe
0 1 2 3 P(X =1)
1] 0.1500 0.1000 0.0875 0.0375 0.3750
i 1 0.1000 0.1750 0.1125 0 0.3875
2 0.0875 0.1125 - 0 0 0.2000
3 | 0.0375 0 0 0 0.0375
totali colonne
P(Y = j) 0.3750 0.3875 0.2000 0.0375
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4.3.2 Distribuzione congiunta per variabili aleatorie continue

Due variabili aleatorie X e Y sono congiuntamente continue se esiste una funzione

non negativa f(z,y), definita per tutti gli x e y, avente 1a proprietd che per ogni

sottoinsieme C del piano cariesiano,
P((X,Y) € C) = f/ flz,y)dxdy (4.3.5)
(zeC

Definizione 4.3.3. La funzione di due variabili f, che compare nell’'Equazio-
ne (4.3.5) & la densitd congiunta delle variabi]j aleatorie X e Y.

Se A e B sono sottoinsiemi qualsiasi di R, e se si denota con C := A X B il loro
prodotto cartesiano su R?, ovvero

Ci={(z.y) eR*:z € A,y € B}

si vede dall’Equazione (4.3.5) che la densiti congiunta f soddisfa
P(XeAYeB)= f / f(z,y) dmdy (4.3.6)

e quindi, ponendo A = (—o0,a}, B = (—oo b), si pud riscrivere la funzione di
ripartizione congiuntadi X e Y come,

F(e,b):=P(X € a,Y <b)
=P(X €AY € B)

=/B[af(m,y)dmdy

b a
= f / flz,y)dzdy 4.3.7
da cui derivando, nelle due direzioni
B Fla,b)
fla,b) = — == (4.3.8)

in tutti i punti in cui le derivate parziali sono definite. Anche qui, come nel caso
scalare (si veda a pagina 97), & possibile ottenere dall’Equazione (4.3.6) una formula
approssimata che motiva la scelta del nome di densita di probabilita:

. b4+db pa
Pa<X<atdapsyssed)=[ | fg)dsdy
b a o

~ f(a,b) dadb 439)

St L R R e s
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1" approssimazione finale & valida (per il teorema del valore medio) se gli incrementi
da e db sono piccoli e f & continua nel punto.(a, b). Se ne deduce che f(a, b) & circa
pari al rapporto tra la probabilitd di un rettangolino attorno al punto (a, b), e I'area
da db del rettangolino stesso, & insomma una densita di probabilita nel senso comune
che questo termine assume, e una indicazione di quanto & probabile che (X, Y} cada
vicino ad {a, b).

Se X e Y sono congiuntamente contmue allora prese individualmente, sono va- -
riabili aleatorie continue nel senso usuale; inoltre le loro densitd margmah si ricavano
come segue. Per ogni insieme A di numeri reali,

/A fx(@)ds = P(X & A4) per Ia (4.2.4)
=P(X €AY €R)

- / 7ty dyde per 1a (4.3.6)
Ad=—co -

Da questa equazione, visto che A & un insieme arbitrario, si ricava (con teoremi
generali) che deve valere per forza 1’vguaglianza degli integrandi:

x@= [ jwpa 4.3.10)

Analogamente, si pud ricavare la funzi_oﬁe di densith marginale di Y che &,

= /_ Sz, y)dz 4.3.11)

Esempio 4.3.3. Siano X e Y due variabili aleatorie congiuntamente continue con
densita di probabilith-congiunta data da

Ze“”e—zﬁ' £>0,y>0
flz,y) = { Y
altrimenti

Si calcolino (a) P(X > 1Y < 1); () P{X < Y);{c) P(X < a).
() Occorre integrare f(z,y) nella regione incui z > 1 ey < 1, ma la seconda
disuguaglianza si riduce a 0 < y < 1 perché f(z,y) & nulla quando y < 0.

1 poo .
PX>1Y<1) =/ / 2e e W dx dy
’ 0 J1 .

flze—zv(]w mdm)d

= [ x}lz_l

si integra prima
in una variabile. ..
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/ 2e—2y dy
“(1 2y

(b) In questo caso la regione su cui integrare & queila dove z < y. Gli estremi di
integrazione che corrispondono a questo dominio possono esserc scelti in due modi:
(1) o si integra internamente in dx tra gli estremi 0 e y (infatti z > 0 altrimenti f
& nulla, mentre x < y & la definizione della regione che stiamo considerando), ed
esternamente in dy tra 0 e oo (infatti basta porre la condizione ¢ < y sull’integrale
interno); (2) o si integra internamente in dy tra x e oo {per rispettare ¢ < y), ed
esternamente in dz tra 0 e 0o. Scegliamo la prima strada.

P(X <Y)= /j

(=y)0<z<y

/ / 2¢%e W dr dy
¥
= / 2~ ( f -z dm) dy
0 (i} _

o0
= / 2¢7 (1 — e ¥)dy
0

o0 o0
= / 2e~W dy — / 26 dy
0 0 _

2 1

1-3=3
(¢) Nell’ultimo caso gli estremi di integrazione sono semplici. La variabile aleatoria
Y pud assumere un valore qualsiasi, quindi y si integra su tutto R. X deve invece
essere minore di a. Supponendo che sia a > 0, questo significa integrare in dx tra

...e poi nell’altra

2e %e W dx dy a questa regione, . .

.. corrispondono questi estremi

si integra prima nella variabile
i cui estremi dipendono dall’altra

0 e a. (Se a & minore o uguale a zero invece, {X < a} & un evento di probabilita

nulla.)

a oo
P(X <a)= / e ( / 2@'2"0!3;) dz
o 0o
a
=/ e “dz
0

=1—-¢% 0O

4.3.3 Variabili aleatorie indipendehﬁ

In analogia con quanto definito a pagina 80 per gli eventi, due variabili aleatorie sono
indipendenti se tutti gli eventi relativi aila prima sono mdlpendenu da tutti quetli
relativi alla seconda.
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" Definizione 4.3.4. Due variabili aleaterie che riguardano lo stesso esperimento ca-

suale si dicono indipendenti se, per ogm coppla d1 msu:ml di numeri reali Ae B, &
soddisfatta l’equazmnc ' ‘ :

P(X €AY cB)=P(X e A)P(Y cB) 43.12)

ovvero, se per ogpi scelta di A e B, gli eventi {X € A} e {Y € B} risultano
indipendenti. In caso contrario X e Y si dicono dipendenti.

Usando gli assiomi della probabilita & possibile dimostrare che questa definizione
& equivalente alla richiesta che per ogni coppla direaliaeb,

P(X <a,Y <b)=P(X <a)P{Y <)
ovvero che la funzione di ripartizione congiunta sia il prodotto delle marginali:
Fl(a,b) = Fx(a)Fy(b), Yo, be R (4.3.13)

dove si intende che Fx ~ X, Fy ~ Y e F' ¢ la funzione di ripartizione congiunta di
XeY.

Se le vanabili aleatorie consuicrate sono discrete, 'indipendenza & anche
equivalente a chiedere che la funzione di massa congnmta sia il prodotto delle
marginali:

p(z,y) = px(z)pr(y), Y5,¥€ER (4.3.14)

" Tale equivalenza si prova facilmente. Per una direzione basta notare che la (4.3.12)

implica la (4.3.14) non appena si pone A = {z} e B = {y}. Per I'alira direzione &
necessario dimostrare che I’ Equazione (4.3.12) & soddisfatta per ogai scelta dii insiemi
reali Ae B,

P(XeAYeB) =3 py)

z€AycB
perché stiamo supponendo vera
=2 rx(zpr () I'Equazione (4.3.14)
TEAyeB
=3 (@) prly)
2E€EA yel

— P(X € AP(Y € B)

Nel caso di variabili aleatorie congiuntamente continue invece, X e Y sono
indipendenti se e solo se la densita congiunta & il prodotto delle marginali:

flzy) = fx(z)fr(y), Vo,yeR (4.3.15)
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Questa ulteriore equivalenza pud essere
sfruttando le Equazioni (437N e (438

1l senso della definizicne e delle molte forme equivalenti che abbiamo dato & che

due variabili aleatorie sono
distribuzione dell’altra.

Esempio 4.3.4. Siang ass{:gnate due variabili aleatorie, X e Y,
stessa funzione di densita,

— 0
(U

Qual & la densita di probabilita della variabile aleatoria data dal rapporto X/Y?
Occorre per prima cosa calcolare 1a funzione di ripartizione di X/Y. Per a > 0,
; ,
Fxsy(a) == P(X/Y <a) per la definizione di F
= f flz,¥)dzdy perla definizione di f
(zv)z/y<a

= f / f(:r) f(y)dzdy usando l'mdipeﬁdcnm

 (zy)z<ay

_ [ ' sostituendo gli estremi di integrazione
- /0 _/[; f ('1_:) 1) dzdy corretti, come nell’Esempio 4.3.3
o0 oy

= / e’V (f e ” dm)dy

0 0

. o0

= / e"¥(1 — e~%)dy

0

e—(o+1)y
a+1 ]

[e o]

B [—e_y+
1
a+1

La funzione di densita si ricava infine derivando la funzione di ripartizione rispetto la
su0 argomento. ’

y=0

=1-

d 1 1
i@ = (1= 1) = g 070 O

4.34 Generalizzazione a pid di due variabili aleatorie

Tutti gli argomenti della Sezione 4.3 si possono estendere in maniera piti 0 meno
naturale ad un numero arbitrario n di variabili aleatorie. La funzione di ripartizione

provata con passaggi simili a quelii qui sopra,
o indipendenti se conoscere il valore di una non cambia la

indipendenti € con la
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congiunta di Xy, X3, .., Xn 2 la funzione di,n variabili F, definita da
F(a-l,az, cenan)=P(X < a1, X2 < ag,..., X0 S ap) (43.16)

Se queste variabili aleatorie sono discrete, & possibile definire 1a funzione di massa di
probabilitd congiunta p, che ¢ data da

p(E1, T2, Bn) = P(X1 =31, X2 =123,..., Xn = Tp) 4.3.17)
Altrimenti, le variabili aleatorie X;, X2, ... ' X, sono congiuntamente continue, se

esiste una densiti di probabilith congiunta f, funzione di n variabili a valori positivi
tale che, per ogni sottoinsieme C di R", :

P((X),Xa,...,Xs)€C) =

(21,22,..., T EC)

f($l1w'2,---,:rn)d$ld$2... dxn

(4.3.18)
Cid significa in particolare che se A1, Az, - . ., Ay sono insiemi di numeri reali, allora- -

P(X)€ A, X2 € Ay, .., Xn € Ag)

=/ / fz1,x2,. .., 2p)drydx2 - - - dzyy  (4.3.19)
Ay S A Ay . . )

_ Anchc il .concettb di indipendenza si estende a piit di due dimensioni. In genera-

le n variabili aleatorie X;, X3, ..., Xy si dicono indipc.ndcnti se per ogni n-upla
Ay, Az, ..., Ay di sottoinsiemi di R, & soddisfatta I’equazione

P(X) € A1, X2 € Ag,..., Xn € An) = [[ P(X: € 4))

i=1

Di nuovo, si pud dimostrare che cid & equivalente a chiedere che per ogni n-upla
a1, @z, . . ., 4 di numeri reali, sia soddisfatta I'equazione -

Flay,az,...,an) = [| Fx.(a) (4.3.20)

n
i=1
Per concludere, collezioni infinite di variabili aleatorie si dicono indipendenti se ogni

loro sottogruppo finito & formato da variabili _alcatorie tutte indipendenti.

Esempio 4.3.5. Assurniamo per semplicith che le variazioni gior_na]iere del prezzo di
un titolo azionario siano variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite,
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con funzione di massa data da

R T o,

(005 sek=—3

0.10 sek=-2

020 sek=-1
P(X;i=k)=14030 sek=0 Vi=1,2,...

020 sek=+1

0.10 se k =42
(0.05 sek =43

dove cor X; abbiamo indicato la variazione di prezzo nel giorno i-esimo. La proba-
bilitd con cui si osservano in tre giorni consecutivi degli incrementi successivi di 1, 2
e 0 punti, & data da

PX;=1,X2=2,X3=0)=020x0.10x030=0.006 O

4.3.5 ¥ Distribuzioni condizionali

Le relazioni esistenti tra due variabili aleatorie possono essere chiarite dallo studio
della distribuzione condizionale di una delle due, dato il valore dell’altra. Si ricorda
che presi comunque due eventi E e F' con P(F') > 0, la probabilith di ¥ condizionata
a F & data dail’espressione

p(giF) = DENE) (f(;‘,f )

B naturale applicare questo schema alle variabili aleatorie discrete.

Definizione 4.3.5. Siano X e Y due variabili aleatorie discrete con funzione di massa
congiunta p{ -, -). Si dice funzione di massa di probabilitd condizionata di X dato
Y, e siindica con pxjy( - |- ), Ja funzione di due variabili cosi definita:

pxyy (aly) = P(X = al¥ =)
_P(X=2,Y =y)

PY=y)
p(.'zr,y) '
= ) VY,V 0 4.3.21
py(y) T, vy @npy(y) > ( )

Se y non & un valore possibile di Y, ovvero se P(Y = y) = 0, Ia quantita pxy (z]y)
non & definita.

4.3 Coppie ¢ vettori di variabili aleatorie 109

.. Esempio 4.3.6. Riguardo all’Esempio 4.3.2, aggiungendo I'informazione che 1a fa-

miglia selcmonatﬂ ha esattamente una ﬁgha, qual & la funzione di massa cond:zxonata
del numero di ﬁgh maschi?

Notiamo intanto dalla Tabella 4.2 che P(X = 1) = (.3875, informazione che
useremo pit volte.

P(Y=0,X=1) 01 _ 8

P(Y=0X=1)=

P(X=1) 0385 31
_ PY=1,X=1) 01715 E
.P(Y_”X_l)f P(X=1) 03875 31
PY=2,X=1) 0.1125 2
P =2x=1= P(X=1) 03875 3l
PY=3X=1)
= = = = 0
P(Y S[X_ 1) PX=1
Quindi, per fare un esempio, data la presenza di una figlia, vi sono 23 possibilith su
31 che vi sia anche almeno un maschio. . O

Esempio 4.3.7. Siano X ¢ Y due variabili aleatorie discrete con funzione di massa
congiunta p, data da

p(0,0) =04, p(0,1)=02, p(1,00=01, p(1,1)=03"

Qual 2 la funzione di massa di X condizionataay = 1?
Per prima cosa, calcoliamo P(Y = 1),

P(Y =1)= p(z,1) =p(0,1) +p(1,1) =05

Quindi,
P(X=0|Y=1)—-13}E—£?—_1—)—1—} %
'P(X=IFY=1)=FIE§,¢=1)—)—% D

Se X e Y sono variabili congiuntamente continue, non & possibile utilizzare la
definizione di distribuzione condizionata valida per quelle discrete, infatti sappiamo
che P(Y = y) = 0 per tutti i valori di y (si veda a pagina 96).

Definizione 4.3.6. Sianc X e Y due variabili aleatorie con funzione di densita con-
giunta f. Si dice densita condizionale di X rispetto a Y, e si indica con fx;v(-|-),
la funzione di due variabili seguente, che & definita per ogru x e per tutte le y per le

quali fy (y) > O:

Fxiy (@y) = J:,(:(’;’)) | 43.22)
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Tale definizione & giustificata dalle Equazioni (4.2.9) e (4.3.9). Infatti molti-
plicando il lato sinistro detla (4.3.22) per dz e quello destro per %;—i!, si ottiene
f (:.t:, ) dz dy
L PELSXZLe+dn,y<Y <y+dy)
- Ply<Y<y+dy)
=P<X<z+dr|y<Y <y+dy)

In altre parole, per valori piccoli di dz e di dy, fx|v dz rappresenta la probabi-
lid condizionata che X stia nell’intervallo [z,z + dx), sapendo che Y appartiene
all’intervallo [y, y + dy).

La densith condizionale ci permette di definire la probabilita di eventi relativi a
una variabile aleatoria quando conosciamo il valore di una seconda. Piix precisamente
s¢ X e ¥ sono congiuntamente continue e A & un sottoinsieme dei numeri reali, per
ogni ¥ si pud definire ' ’

P(X € AlY =3) = /A Fxp (zly)de @3

La grandezza P(X € A{Y = y) non & una probabiliti condizionata nel seniso usuale
del termine, in quanto I’evento {Y = y} ha sempre probabilita zero. Cionondimeno,
sfruitando Ia densitd condizionale di X rispetto a Y siamo riusciti a dare un senso e
persino un valore numerico a questo oggetto di sicuro interesse pratico?.
Si noti che se X e Y sono indipendenti, aliora
Ixy (=, v) = fx(z), P(X € AlY =y) = P(X ¢ A)

e quindi I'indipendenza si comporta nei confronti del condizionamento rispetto a
variabili aleatorie continue, esattamente come nel caso pil semplice di condiziona-
mento rispetto a eventi di probabilita positiva.

Esempio 4.3.8. E data la seguente densitA congiuntadi X e Y-

12 T ’
R L O<z<],0<y<1
f(msy)= 5 ( y) . Y
altrimenti

? Per distinguere i condizionamenti “veri” (fatti cio? rispetto ad eventi di probabilit positiva) da
quelli “impropri” come quello dell’Bquazione (4.3.23), in italiano si usa nel primo caso 1'aggetti-
vo “condiziona-ro/a”, e nel secondo I'aggettivo “condiziona-le”. Non tutti concordane su questa
nomenclaturz, ¢ in molti testi questi termini sono utilizzati indifferentemente, tuttavia I'importanza
concettuale della distinzione & straordinaria, [N.d. T}
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St calcoli la densita condizionale di X rispettoa Y =y, per0 <y < 1.
Se x e y sono compresi tra e 1, abbiamo"?i

Fxiy (aly) = 3};;’))

flz,y) : sfrﬁttando la (4.3.11); nota: attenzione
- W a nén riutilizzare x per I'integrale!
—00 ' :

]

_ 22—z —1y)
fol #(2—z —y)de'

_2-z-y)

2_¥
372

_ 62—z —y)
T 43y

4.4 Valore atteso

Uno dei concetti pidl importanti in tutta la teoria della probabilita & quello di valore
atteso. ‘

Definizione 4.4.1. Sia X una variabile aleaté;‘ia discreta che pud assumere i valori
Z1,%2,. . .; il valore atteso di X, che si indica con E[X], & (se esiste?) il numero

E[X]):= Z;ip(x = ) . (4.4.1)

In altri termini, si tratta della media pesata dei valori possibili di X, usando come
pesi le probabilith che tali valori vengano assunti da X. Per questo E[X] & anche
detta media di X (anche se questo termine é‘pbco consigliato perché pud assumere
anche altri significati), oppure aspettazione (dal termine inglese expectation).

* 11 valore atteso di X 2 definito solo se la serie (4.4.1) convergere in valore assoluto, ovvero deve
valere e - )
f:l.'ilp(X = m.-) < 00
In caso contrarie si dice che X non ha valore atte.sti:f’I\Jtlc le variabili aleatorie che n'attt‘-.r.émo nel
seguito si supporranno dotate di valore atteso finito. Esempi di distribuzioni per le quali il valore
atteso non ha senso sono dati dalle funzioni di massa-seguenti:
. 8

{ . O | _

_2_"_i 55k=:|:2n,ﬂ=112:"‘ --'e m(k)= . k2+k k--l,2,..-

k = - - .
nky ="y altrimenti - :0 . alwimenti
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Per illustrare il concetto di media pesata, facciamo un semphce esempio. S¢ X &
una variabile aleatoria con funzmne di massa
' 1
p(0)=5= P( 1)
allora,

i 1
B|X] = Ox—+1x1=°_+_1=_

2 2 2
¢ semplicemente la media aritmetica dei valori che X pud assumere. Perd, se
L1 2
pO)=3 p(1)=3
allors, 1 2 _0+1x2 2
_ _0+1x2 2
EX]=0x +1><3._ =3

¢ una media pesata degli stessi valori 0 ¢ 1, dove al secondo & stato dato un peso che
¢ il doppio di quello del primo.

L'interpretazione frequentista della probabilith fornisce una importante giustifi-
cazione del concetto di valore atteso. Da tale punto di vista la probabilitd di un
evento & definita come il limite a cui tende — empiricamente ~ il rapporto fra il nu-
mero di ripetizioni in cui si & realizzato ’evento e il numero totale di ripetizioni di
un esperimento. Consideriamo una variabile aleatoria X che pud assumere i valori
Z1, %2, - - -, Tn, con funzione di massa di probabiliti p. Immagmando che X siala

~ vincita in una singola mano di un gioco casuale, qual & la vincita media {pel sen-
so comune del termine) se giochiamo molte mani? Su un numero N di ripetizioni
dell’esperimento, ciascuno degli valori z; si verificherd un certo numero N; di vol-
te. L'interpretazione frequentista afferma che se N & molto grande, N; ~ N, p(a:.)
D’altronde ci si convince facilmente* che la vincita media & data da

)Ny + 22Ny + - - + T N,
1591 + 32 EJ.N n n_in_NZ:c‘px,)—EEX]

e quindi coincide approssimativamente con la deﬁnizione di valore atteso di X,

Esempio 4.4.1. Sia X il punteggio che si ottiene lanciando un dado non truccato,
Quanto vale E[X]?

Siccome p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(S) = p(ﬁ) = 1/6, ricaviamo che

1_7
EX]:=1--42- =L_1
[ ] 1- + +3 +4 +5 +6 35

* 1l ragionamento da fare & analogo a quello che ci ha portatl all'Equazione (2.3.4) di pagina 23, a
proposito della mcdla di un campione di datx fornito tramite le frequenze assolute dei suoi valon
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5 E utile notare che in questo esempio, il valore atteso di X non & uno dei valori che

X pud assumere}; {Tirando un dado non c’¢ modo di ottenere un punteggio di 3.5.)
Percit, anche se E[X] & chiamato valore atteso si X, non vuole affatto dire che noi ci
attendiamo di vedere questo valore, ma piuttosto che ci aspettiamo che s1§ il limite a
cui tende il punteggio medio del dado su un numero crescente di ripetizioni. In effetti

su molti lanci di dado la media aritmetica di tutti i valori ottenuti tende a 7/2. (Lo

studente curioso dovrebbe cimentarsi in questo esperimento.) O
Esempio 4.4.2. Se I & la funzione indicatrice di un evento A, ovvero se

1 se A si verifica
Ii= e
0 se A non si verifica

allora ‘
E[I:=1 -P(I——- 1)+0.-P(I=0)=P(I=1}=P(A)

Quindi il valore atteso della funzione indicatrice di un evento € la probablhta di
guest’ ultimo. 7 O

Esempio 4.4.3 (Entropia). Sia assegnata una variabile aleatoria discreta X. Quanta

" informazione & contenuta nel verificarsi dell’evento {X = x}? Questa domanda na-

sce all’interno della teoria deli’informazione, una branca della probabilita che smdiz_x
i fussi di dati in vari tipi di comunicazioni. La variabile aleatoria X rappresenta qui

- un frammento del messaggio ricevuto dal destinatario (ad esempio la prima p'arolaf
- di una e-mail). ‘Vogliamo avviarci a dare una risposta al quesito proposto per piccoli

passi. In primo luogo sembra ragionevole che la quantith di informazione portata
dal messaggio {X = x} dipenda dalla probabilitd che X sia uguale a . Inoltre &
sensato che il messaggio contenga tanta pill informazione quanto pill rara 2 la sua
occorrenza. Infatti se X & la somma di due dadi, sembra esserci piit hﬁonnaziot}e. nel
messaggio {X = 12} di quanta ve ne sia in { X = 7}, nel primo caso l? pi‘Obablhtﬁ. ]
1/36 e sappiamo esattamente quanto hanno totalizzato entrambi i dadi (6 t’intrgmbl),
nel secondo caso la probabilith & 1/6 e non abbiamo idea di quanto abbiano tota-
lizzato i singoli dadi. Se invece X & Ja prima parola di una e-mail, sel?lbra esserci
piti informazione nel messaggio “Domani” che nel messaggio, molto pid frequente
“Caro”.

Denotiamo allora con I(p) la quantita di informazione contenuta nel realizzarsi di
un evento di probabilita p. E chiaro che I(p) dovra essere non negativa, e decr.escent.e
in p. Per determinarne I’espressione, aggiungiamo un requisito, ovvero che sia addi-
tiva rispetto alla somma di messaggi. Cosa ¢id significhi & illustrate in quanto segue.
Supponiamo che X e Y siano due variabili aleatorie indipendent, e che { X= z}e
{Y = y} siano due messaggi di probabilita p ¢ ¢ rispettivamente. Quanta- informa-
zione & contenutz nel messaggio che X @ pari axz e Y & pari a y? Fer prima cosa,
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I(p) & I'informazione contenuta nel solo messaggio {X = z}; poi, siccome vale
I'indipendenza di X e Y, il valore di X non influenza la distribuzione di ¥, e percid
pare sensato che I’informazione aggiunta da {Y = y} sia J{q) indipendentemente
dal valore di X. Concludendo, appare ragionevole che I'informazione contenuta in
{X = =,Y = y} sia pari a I{p} + I(g)}. Siccome poi

P(X =1,Y =y) = P(X = 2)P(Y =yj =

se ne deduce che deve valere

I(pg) = I{p) + 1(q)
Ora, se costruiamo la funzione G(a) := I{e”), si vede che essa & ancora monotona,
¢ inoltre & additiva, infatti:
G(a +b) := I(e**?) = I{e*e®) = I(e®) + I(e) =: G(a) + G(b)

Ma & noto che le uniche funzioni monotone e additive sono quelle della forma G{a) =
ca per qualche costante a. Percid, siccome f(p) = G{log p),

I(p) = G(logp) = clogp

La convenzione & di porre ¢ = —ﬁ, in modo tale c;he risulti

I(p) = — log,(p)

Con guesta scelta di ¢ I’informazione viene misurata in bit, ovvero in cifre binarie (in
inglese, binary digits di cui bit & 1’abbreviazione).

Si consideri adesso una variabile aleatoria X che possa assumere i valori
Z),%2,...,%n con probabilith p;, pa, ..., py rispettivamente. Siccome tutte le vol-
te che X = u; Iinformazione ricevata & pari a — log,(p;), il valore atteso
dell’informazione contenuta in X sari pari a

HX) =Y nbont) @42

1 valore H(X} & noto in teoria dell’informazione con il nome di entropia della
variabile aleatoria X.

Si noti che 1'entropia di un bit casuale & ... 1 bit. (Lo sudente verifichi che se X
assume i valori 0 o 1 con probabilitd 1/2, allora H{X) = 1.} ' O

E anche possibile definire il valore atteso di una variabile aleatoria continua. Se
X ha densita di probabilitd f e dz & abbastanza piccolo,

flz)dz =~ P(z < X < z+dx)

Ne segue che una media pesata dei valori di X con il peso di ciascun & dato dalla
probabilita che X sia vicino a x, & semplicemente I'integrale su tutto R di = f(z).
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Definizione 4.4.2. Sia X una variabile aleatoria continua con funzione di densit f;
il valore atteso, o aspettazione o anche med:a di X, che si indica con E[X], & (se
esiste’) la quantita i

EX] = /: :;;,f(m)dm | 44.3)

Esempio 4.4.4. Siamo in attesa di una comunicazione che deve arrivare dopo le ore .
17. Dall’esperienza passata & noto che il numero di ore X che & necessario aspettare
a partire dalle 17 & una variabile aleatoria con funzione di densith data da

1 x
— O<ae<15
flay={15 *°°°
0 alt:imenti

11 valore atteso del tempo che trascorre tra. le 17 e il momento di arrive della
comunicazione & quindi

E[X}—/l'sidm-ms
- D‘ 1.5 -

Quindi, in media, sard necessario aspettare tre’-quarti d’ora. : -

Osservazione 4.4.1. Il concetto di valore atteso 2 analogo in fisica al concetto di

centro di graviti o baricentro di una distribuzione di massa. Consideriamo una varia-

bile aleatoria discreta X con funzione di massa di probabilitd P(z;), peri > 1. Se
immaginiamo un'asta ideale, priva di peso, graduata e dotata, in corrispondenza dei
valori di ascissa z;, di pesi di massa P(x;), per ¢ > 1 (si veda la Figura 4.4), allora il -
suo baricentro, I'unico punto in cvi 1’asta con i pesi si potrebbe sostenere rimanendo
in equilibrio, si trova al valore di ascissa E[X]. Cid pud essere provato se il lettore .
conosce i Tadimenti della statica, notando che, se il fulcro & posto in &, il momento
totale delle forze peso agenti & datoda  , P(:a:,)(:e:I — Z), che chiaramente & nullo se
e solo se T = E[X].

Osservazione 44.2. E[X] hale étessc_a unitd di misura della variabile aleatoria X

Di nuovo, si tichiede una convergenza in valore assaluto; deve valere
Z oo

|zif(z) dz < o0
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4.5 Proprieta del valore atteso

Consideriamo una variabile aleatoria X 'di cui conosciamo Ia distribuzione (si veda

I'Osservazione 4.2.1). Se anziché volere calcolare il valore atteso di X, ci interes-

sasse determinare quello di una sua qualche funzione g( X'}, come potremmo fare?
Una prima strada & notare che g(X') stessa & una variabile aleatoria, € quindi ha una
sua distribuzione che in-qualche modo si pud ricavare; dope averla ottenuta, il valo-
re atteso Eg{X)] si calcola con la definizione usuale applicata alla nuova variabile
aleatoria.

Esempio 4.5.1. Quanto vale il valore atteso del quadrato di una variabile aleatoria X
con funzione di massa seguente?

p(0) =62, p(1)=05 p(2)=03

Poniamo Y := X2. Questa & una variabile aleatoria che pud assumere i valori 02, 12
e 22, con probabilita

py(0) ;= P(Y =0%) =0.2
py(1) :=P(Y =13 =05
py(4) == P(¥ =2%) =03
Quindi,
. EXY=E[Y]=0-024+1-05+4-03=17 O

Esempto 4.5.2. 1l tempo — in ore - necessario per localizzare un guasto nell’impianto
elettrico di una fabbrica & una variabile aleatoria X con funzione di densita

1 0<z<l
f@)= {0 altrimenti

Se il danno economico provocato da una interruzione di x ore & 3, qual 2 il valore
atteso di questo costo?

. [ ] L ] .
-1 0 1 o 2
P(-1) =0.10 P(0)=0.25 P(1)=0.30 P(2) =035
Baricentro = 0.9

Figura 4.4
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Poniamo Y := X3, che rappresenta la variabile aleatoria “costo di una inter-

ruzione”. La sua’ dlsmbumone si pud ricavare in maniera molto efficace tramite la

funzmne di npamilone Sia0<a<1,
Fy(a) = P(Y < a)

=P(X*'<a)
hé 1a funzione
- < /3 perc
=PXsal) z — z/3 & crescente
_ alf? | dz I'integrale parte da 0
o perché f & nulla sui negativi
—alf3 '
Derivando Fy si trova la densita di ¥,
frla) = —2/3 0<a<]l

Infine, otteniamo E[X?] come E[Y], visto che coincidono.

5= [ afvio)da

—00
=]la-la‘2/3da

0 3

1 (s
_5/4& da

1

_1 §a4/3 _1 |

I |

Anche se la procedura descritta permette in principio di calcolare il valore atteso
di qualunque funzione di una variabile aleatoria di cui conosciamo la distribuzione,
esiste un approccio pit semplice che porta agli stessi risultati. Supponiamo infatti di
volere determinare il valore atteso di g(X): siccome questa variabile aleatoria assume
il valore g(x) quando X = z, sembra intuitivo che E[g(X)] coincida con la media
pesata dei valori possibili di ¢(X), usando come peso da dare a g(z) la probabilita (o
densitd di probabiliti nel caso continuo) che X sia pari a z. Quanto detto pud essere
dimostrate in maniera rigorosa, e I’enunciato formale che ne risulta & il seguente.

Proposizione 4.5.1 (Valore atteso di una funzione di variabile aleatoria).

1. Se X & una variabile aleatoria discreta con funzione di massa di probabilita p,
alIora, per ogni funzione reale g,

Elg(X)] = Zg(m)p (4.5.1)
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2. Se X & una variabile aleatoria continua con funzione di densith di probabilita
[ allora, per ogni funzione reale g,

BoX)l= [ g@f@yds (45.2)

Anche in questo caso si richiede, affinché E[g(X)] abbia senso, che la serie (4.5.1)
e I'integrale (4.5.2) convergano in valore assoluto®. Nel seguito questa questione di
esistenza e buona definizione non verra pit approfondita. Si tenga comunque presen-
te che ogni volta che una grandezza numerica & definita tramite il valore atteso di una
quantiti aleatoria, la questione si pone, e in principio sarebbe necessario verificare
la convergenza in valore assoluto caso per caso. Nella pratica sono poche (ma non
assenti) le vanablh aleatorie che non soddisfano tali verifiche.

Esempio 4.5.3. Applicando la Proposizione 4.5.1 alla mtuaz;one dell’Esemplo 4. 5 1,
si trova immediatamente,

E[X¥=0%-02+4+1%.05+22.03=17
che ovviamente conferma il valore gia trovato. . (]

Esempio 4.5.4. Applicando la Proposizione 4.5.1 alla s1tuazmne dell’Esempm 4.5.2,
si ottiene, ricordando che f(z) = 1 per0 < z < 1, che

E[X?] =/Ol :1:3d:r:=§ O
Quello che segue & un facile corollario della Proposizione 4.5.1.
Corollario 4.5.2. Per ogni coppia di costanti reali a e b, |
ElaX + b = aE[X] + b , (4.53)
Dimostrazione. Nel caso discreto,

ElaX +b) = Z(am + b)p(=x)

—azxp(w )+5 Y 0le)

_,aE[X] +b usando la (4.2.2)

6 QDvvero, deve essere Tispettivamente

ig(2)lp() < 0o o " 6@ f() dz < oo

= —Da
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Nel caso continuo,

o

ElaX + b = / (az + b)f(z) dz

—oG '

_=a/ zf :t:)a'.:s+b/ f:t:)d.a:
= aE[X] +b . usandola (4.2.5) O

Se nel Corollario 4.5.2 si pone a = 0, si scopré che
Ely] =

In altri termini, il valore atteso di una costante,  semplicemente il suo valore stesso.
(Il lettore si convinca del significato di questa aftermazione!) Se invece si pone b = 0,
si ottiene che

ElaX) : aBEX]

QOvvero, il valore atteso di un fattore costante moltiplicato per una variabile aleatoria,
& pari alla costante per il valore atteso della variabile aleatoria. -
Come gid accennato, il termine valore atteso ha tra i suoi sinonimi aspettazione e

media. Un'ulteriore denominazione & quella di momento prime, con riferimento alla
definizione seguente, )

Definizione 4.5.1..Se n = 1,2,..., la quahtitﬁ E{X™], quando esiste, & detta

momento n-esimo della variabile aleatoria X.
Volendo essere pii espliciti, si pud applicar§ il Corollario 4.5.2 per ricavare,
Z z"p(z) se X & discreta

EX"={ ‘.
/ z"f(z)dx se X & continua

-00

'4.5.1 Valore atteso della somma di variabili aleatorie

La versione in due dimensioni della Proposizione 4.5.1 afferma che se X e Y so-

ne due variabili aleatorie e g & una gualunque ﬁmzmne di due variabili, allora, se
E[g(X,Y)] esiste,

Z E glz, y)p(z,y) - nel caso discreto
EgX, V) =8 ‘e ' (45.4)
/ / glz, y) f(z,y) drdy nel caso continuo
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Si pui applicare qut;,sto enunciato a g{X,Y) = X + Y, otienendo che
EX¥Y]=EX|+BY] © 7 (455)
Tale risultato & valido sia nel caso discreto (che si lascia al lettore), sia in quello

continuo, come & dimostrato dai passaggi seguenti.

E{X+Y1=f_°° f_m(wy)f(x,y)dzdy

- AL s aes o] [

* ' * usando le Equazioni
= f zfx(z) dz + f_ myfl’(?»‘) 4, (4.3.10) e (4.3.11)

= E[X] + E[Y]
Applicando ricorsivamente 1’Equazione (4.5.5) si pud estenderne la portata alla
sornma di un numero finito di variabili aleatorie. Ad esempio, :
EX+Y + Z} =E[(X+Y)+2)
= E[X +Y] + E[Z] applicando la (4.53.5)a(X +Y)e Z
= E|X]+ E[Y] + E[2Z] applicandola(4.5.5)a X eY

"

E in generale, per ogni n,
| E[X1 + Xo + -+ + Xn = E[Xi] + E[Xa] + -+ + E[Xa] 4.5.6)
L’Equazione (4.5.6) costituisce una formula di grande utilith, come & illustrato dai
prossimi esempi. '
Esempio 4.5.5. Un'impresa edile ha recentemente sottoposto 1 suoi preventivi per
tre gare, per degli appalti che Je darebbero profitti per 10000, 20.000 ¢ 40000 mila
dollari. Se le probabilita di vittoria dei singoli appalti sono rispettivamente 0.2, 0.8 e
0.3, qual il profitto totale medio che fari V’azienda? B ' '
Siano X,, Xz e X5 i profitti (in migliaia d: dollari) percepiti per i fre lavori. T
profitto totale ¥ sara dato da Y = X; + X; + X3, e quindi
ElY] = E[Xi} + E[X] + E[X3]
Siccome ciascuno degli X; pud essere nullo o pari a un valore fissato con probabilitd
specificate dal problema, si trova che
E[X))=10x02+0x08=2
FlX3]=20x08+0x02=16
E[X3]=40x034+0x07=12

Percid il profitto totale medio dell’az.iend’aé di 30000 dollari. g

g

{alyit

O3

k7
E

B
i
4
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.Eﬁempio 4.5.6. Una segretaria ha finito di scrivere una pila di IV lettere, e ha appena
compilato le buste con gli indirizzi, quando tutto il materiale le cade per terra e si
mischia. Se si inseri§cono le lettere nelle buste in maniéra del tutto casuale (nel senso
che ciascuna lettera pud finire in ogni busta con pari probabilitd), qual & il numero
medio di lettere che capitano nella busta corretta?

Sia X il numero di lettere che finiscono nella busta giusta. 11 valore atteso E{X]
pud essere calcolato molto facilmente notando che X = X + X3 + - - 4+ X, dove

X im 1 selalettera i-esima viene inserita nella propria busta
P 0 alwriment

Siccome I'i-esima lettera pud finire in una qualunque delle NV buste con pari
probabilita,
P(X; = 1) = P(lalettera i-esima & nella sua busta) = 1/
e quindi
EXi]=1-P(X;=1)+0-P(X; =0})=1/N
Percid, otteniamo dalt’ Equazione (4.5.6) che
-1
E[X] = E[Xi]+ - + E[XN] =Nﬁ =1
Quindi, indipendentemente dal numero di lettere presenti, in media vi sard una sola

lettera nella busta giusta, a

Esempio 4.5.7. In un prodotto commerciale vengono inseriti dei buoni sconto in
regalo. Vi sono 20 tipi diversi di buoni, e in ogni confezione se ne trova uno qualsiasi
con pari probabilith. Se si aprono 10 confezioni, quant’¢ il valore atteso del numero
di tipi diversi di buoni sconto che si rovano?

Sia X il numero di tipi diversi di buoni che troviamo nelle 10 confezioni. Allora
X=X+ + X, dove

X = 1 seil tipo é-esimo di buoni & presente nelle 10 confezioni
. 0 - altrimenti
Le X; si studiano facilmente,
E[X,—] =P{X;=1)
= P(il tipo i-esimo di buoni & presente nelle 10 confezioni)
= 1 — P(il tipo i-esimo di buoni non & presente nelle 10 confezioni)

19 10
—1—(@)
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dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che ciascuno dei 10 buoni sar3 di tipo
diverso da quello i-esimo (indipendentemente) con probabilita 19/20. Concludendo,

E[X]=E[X)]+ -+ E[X2] = 20[1 - (%) m] = 8.025 O

Osservazione 4.5.1. Vi & una interessante proprieta della media che emerge quando
si vuole predire con il minore errore possibile il valore che verra assunto da una varia-
bile aleatoria. Supponiamo di voler predire il valore di X. Se scegliamo un numero
reale c e diciamo che X sarh uguale a ¢, il quadrato dell’errore che commetteremo &
(X = ¢)*. Mostriamo di seguito che la media dell’errore al quadrato’ & minimizzata
se per ¢ scegliamo il valore della media di X . Infatti, detta p := E[X],
E[(X - ¢f*] = B{(X ~ p+p—c)})

= E[(X - u)* +2X — p)(p — ) + (u— o)}

= E[(X — )]+ 2(p - )BIX — g+ (p— )

= E[(X —p)!l +(p—¢)*  infatti E[X — pj = E[X] - =0

= Bi(X - py]
Percid la migliore previsione di X, in termini di minimizzazione dell’errore quaclra-r
tico medio, & la sua aspettazione.

4.6 Varianza

Data una variabile aleatoria X, di cui sia nota la distribuzione, sarebbe molto utile
se si potessero riassumere le caratteristiche fondamentali della sua distribuzione con

guantiti sintetiche come & la media F[X]. Tuttavia E[X] & il “baricentro” dei valori -

possibili di X, e non coglie la variabilitd, la dispersione di questi valori. Ad esempio,
se W, Y e Z sono definite come segue,

W := 0 con probabilita 1
Y = —1 con probabilita 1/2
o 1 con probabilita 1/2
7.1 100 con probabilita 1/2
" | 100 con probabilita 1/2

allora tutte hanno media nulla, ma vi & molta pid variabilitd in ¥ che non in W (che
¢ addiriftura costante), e ancora di piti in Z.,

7 Pid comunemente nota come errore quadratico medio.

~ 1,2,...,6, otteniamo
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Siccome 1 valori di X sono distribuiti comnnque attorno alla sua media o=
E[X), un approccic per misurare la loro variabi]jt?a potrebbe essere quantificare la
loro distanza da p, ad esempio calcolando quanto vale E{)X ~ 4]. Questo metodo
in linea di principio funziona, nel senso che variabili aleatorie che assumono valori
sparsi su un supporto pill largo, sono associate a valori piit elevati di questa grandez-
za, tuttavia le difficolth matematiche che sorgono a causa det valore assoluto sono

notevoli, e in realti se 1o si sostituisce con un elevamento al quadrato, si ottiene una
definizione molto pin fruttuosa.

Definizione 4.6,1. Sia X 2 una variabile aleatoria con media #. La varianza di X,
che si denota con Var(X), & (se esiste) la quantita

Var(X) := E[(X - p)?| 4.6.1)
Esiste una formula alternativa per la va:ianzaf,f_bhe si ricava in questo modo:

Var(X) := E[(X - p)¥]
= B[X? - 2uX + %]
= B[X?] - 2uB[X] + i
= B[XY - u*

Ovvero, ‘
Var(X) = BE[X? - E[X]* 4.6.2)

In altri termini, la varianza di X & uguale al valore atteso del quadrate di X (anche
detto il momento secondo, si veda la Definizione 4.5. 1), mena il quadrato della media
di X Nella pratica questa formula & spesso il miglior modo di calcolare Var{X).

Esempio 4.6.1. Si calcoli la varianza del punteggio di un dado non truccato.
Sia X il punteggio realizzato dal dado. Siccome P(X = i) = 1 /6, peri =

6
E[X* =) P(X =)
i=1 '
L 1 1
_—.12._+22._+32.1+42._1;+52.1+62.

9
6 6 6 6 6 T 6

=

 Da cui, ricordando dall’Esempio 4.4.1 che E[X] = 7/2,

91 (7\* 35
Var(X):E[X2]—E[X]2=—6—,: (5) =35 O
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Esempio 4.6.2 (Varianza della funzione
funzione indicatrice di un evento A: . '

costantirealiaeb,

indicatrice di un evento). Sia I la

I 1 seAsi verifica
" 10 se A non si verifica

Allora, notando che I? = I sempre (infatti i valori possibili di I sono solamente 0 &

1, che soddisfano 12 = 1e 07 = 0),

Var(I) = E|I%} — E[I]?
= Bl - E[1?
= BUI)(1 - B{I)
= P(A)(1 — P(A))
Una utile identita che riguarda la varianza & la seguente. Per bgni coppia di
4.6.3)

perché I = I con probabilita 1

perché E[I] = P(A) dail’Esempio 44.2 [

Var(eX + b) = a” Var(X)

Per dimostrarla, poniamo g := E[X] e ricordiamo che ElaX + bl = aE[X]+ b=
api + b, in modo tale che '

Var(aX +b) := E[(aX + b~ ElaX + b])z].

. = E{eX+b—ap—b7  usandoE[aX +b=ap+b

semplificando e raccogliendo

= Ela?(X — p)*]
= a?E[(X — ) 'usando la 4.5.3)
= a? Var(X)

Se si sostituiscono valori particolati di a e b nell’Equazione (4.6.3), si ottengono
diversi risultati interessanti. Ad esempio se poniamo & = 0 troviamo che

Var(b) = 0

ciot che le costanti hanno varianza nulla. (Tl lettore si convinca che & una cosa
ragionevole.) Scegliendo a = 1 invece, si ottiene che '

Var(X + b) = Var{X)

ovvero, che sommare una costante non cambia la varianza di una variabile aleatoria
(Si ragioni su guesto risuitato!) Infine, con b =0, la(4.6.3) diviene

Var(aX) = a® Var(X)

i bk
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Definizione 4.6.2. La quanti
= 0.2, ti L
aleatoria X, q " tA‘ Var(X) & detta deviagione standard della variabile

47 La covarianza e | i
o a varianza della somm
di variabili aleatorie orma

vero. Ad esempio,

Var(X + X) = Var(2x)
=2 Var(X)

Definizione 4.7.1. Sj
1. Siano assegnate due variabili aleatorie X e v di media px € p
¥

is .
rispettivamente. La loro covananza, che si mdlca con Cov (X Y) & (SE eSlStC) la
L

Cov(X, Y) := BI(X ~ jx)(¥ — py )] @.7.1)

Si pud ottenere anche u
; r na formula alternativa pii sempli
per la varianza. §j trova espandendo il prodotto al sI;condl:)u:ll::;;barza]oga Hia 62

Cov(X,Y) = E[x Y—pux¥ — py X + pxpy]
= BIXY) ~ px BIY] — py B[X] + gy
= BXY] ~ pxpy — pxpy + KXy

= E[XY] - E[X]E[v] (4.7.2)

Cov(X,Y) = Cov(y, X ) (4.7.3)
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e il fatto che la covarianza generalizza il concetto di varianza, _
Cov(X, X) = Var(X) ' 4.7.4)

Un’altro enunciato interessante, la cui semplice dimostrazione lasciamo al lettore, &

che per ogni costante a ) '

Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) = Cov(X, aY) 4.7.5)
Come la media, la covarianza & additiva, nel senso specificato dalla Proposizio-

ne 4.7.2. Premettiamo un risultato parziale in questa direzione.

Lemma 4.7.1. Se X, Y e Z sono variabili aleatorie qualsiasi,

Cov(X +Y,Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, 2) 4.7.6)

Dimostrazione.
Cov(X +Y,2) = E((X +Y)Z] - E|X + Y]E[Z]
= E[XZ + Y Z] - {E(X] + E[Y]}E|2]
= E[XZ] - E[X]E[Z] + E[]Y Z] — E[Y]E|Z]
= Cov(X,Z)+ Cov(¥,Z) 0O

perla (4.7.2)

Il Lemma 4.7.1 pud essere facilmente generalizzato a piti di due variabili aleatorie
{si svolga il Problema 48), ottenendo che, se X, ..., X, e Y sono variabili aleatorie

qualsiasi,

Cov (i X;, Y) = i Cov(X;,Y) (C M)

In questo modo siamo in grado di dimostrare 1’enunciato seguente.

Proposizione 4.7.2, Se X,,...,X,,e¥,,..., ¥, sono variabili aleatorie qualsiasi,

Cov (i X, i Y_.,,) = Zn: i Cov(X;,Y;) 4.7.8) |
=1 . ]

j=1 i=1 j=I
Dimostrazione. ) : :
k] m h n m
Cov (Z X, Z YJ) = Z Cov (X,-, Z Y:,) Cperla(4.7.D)
i=1 i=l1 i i=1 F=1
T m
= E Cov (Z Y;, X,-) per la simmetria, (4.7.3)
i=1 je=1
n m

= Z Z Cov(Y;, Xi) di nuovo per la (4.7.7)

i=1 j=I

——— l
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Utilizzand, , . :
otfions ﬁn;; questo punto I'Equazione (4.7.4) suila variabile aleatoria 3, X, si
ente la formula che fornjsce la varianza di una somma di vzm' 1bisl’;
A

aleatorie.
Var ( b X,-) = Cov (i X;, f_jx,)
i =L

=1 =]

=2_2 Cov(X;,X;)

n noR
= ZVM(X;) +3° 3" Cov(x;, X;) 4.7.9)
. o J#

el caso in cui n — 2,1a(4.7.9)si riduce 3 ]

VarlX +¥) = Var(X) + Var(¥) + Cov(X, Y} + Cov(¥, X)

= Var(X) + Var(v) + 2 Cov(X,Y) (4.7.10)
) | 7.
torema 4.7.3. Se X e Y sono variabili aleatorie ilidipendenti, allora
| ElXY] = BEX|ElY] (4.7.11)
Questo inoltre implica che .
- Cov(X,Y)=0 (4.7.12)

© quindi che, se X, . . . Xy, sono indipendenti,

Var (;x,) = Evar(x,-) | (4.7.13)

i=]
discrete,

Dimostraz; ovi -
“imostrazione. Proviamo che E[XY] = E[X]E‘[Y] Se X e Y sono entrambe
Elxy]= ¥ Zx.—yjp(x =a;,Y = y;)
3 ,

peria (4.5.4)

= ZJZ GYPX =z)P(Y =) . per I"indipendenza

= ZziP(X = %) ZyjP(Y =y} ‘

=: E|X 1E[Y]
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analoga. Che la covarianza di X° e‘Y sia nulla segue poi dall’ Equﬂzn:)ne 4.72),
mentre I'ultima parte dell’enunciato & una conseguenza dell’Equazione (4.7.9). [

Esempio 4.7.1. Si calcoli 1a varianza della somma di 10 lanci indipendenti di un
dado non truccato. :

Se denotiamo con X; il punteggio realizzato dal dado i-esimo, allora grazie
all'indipendenza degli X; e al Teorema 4.7.3, abbiamo che

10 10
VM(ZX,-) = ZV&I‘(X‘)

il
35 .
=10 — dall’Esempio 4.6.1

12
175
=== O
6

Esempio 4.7.2. Si determini la varianza del numero di teste su 10 lanci indipendenti
di una moneta non truccata.
Sia I; la funzione indicatrice deli’evento “il lancio j-esimo & testa”,

I 1 seil lancio j-esimo & testa
7 0 se il lancio j-esimo & croce

Allora, il numero totale di teste & El-[_l_l I3, e quindi grazie all’indipendenza,
10 10
Var (Z I,-) = Var(l;)
\j=1 j=1

Siccome I; & la funzione indicatrice di un evento di probabilita 1/2, segue dall’E-
sempio 4.6.2, che la varianza di una singola I; e della somma di tutte e 10 sono,

Se due variabili aleatorie non sono iﬁdipendenti, la loro covarianza & un impor- -

tante indicatore della relazione che sussiste tra loro. Come esempio, si consideri la
J situazione in cui X e Y sono le funzioni indicatrici di due eventi A e B, ovvero
|

¥ 1 se A si verifica Y= 1 se B siverifica
e altrimenti . " )0 altrimenti

I casi in cui una o entrambe le variabili aleatorie siano com:mue si provano in maniera:
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81 noti intanto che anche X Y ¢ una funzione mdlcatncc

XV — 1 seX_lY«-l
0 altrimenti

Si ottiene quindi che
Cov(X,Y) = E[XY] ~ E|X]E[Y]
=PX=1Y=1)-P(X=1)P(Y =1)
da cui deduciamo che '
Cov(X,Y) >0 P(X=1,Y=1)>P(X =1DPY =1)
: PX=1Y=
Py =1)
S PX=1{Y=1)>P(X=1)

Percid 1a covarianza di X e Y’ & positiva se condizionando a {Y = 1}, & piil probabile

che X = 1 (5i noti che vale anche I’enunciato simmetrico).
In generale si pud mostrare che un valore positivo di Cov(X,Y) indica che X e
Y tendenzialmente assumono valori grandi o piccoli contemporaneamente. La forza
della relazione tra X e ¥ & misurata pill propriamente dal coefficiente di correlazione

lineare, un numero puro (senza uniti di misura) che tiene conto anche detle deviazioni
standard di X e Y8, Esso si indica con Corr{X, ¥) ed & definito come

Cov(X,Y)

v/ Var(X) Var(Y)

Sl pud dimostrare (51 svolga il Problema 49), che guesta quantiti & Sempre compresa
tra—1le41.

D s pex =1)

Corr{X,Y) := (4.7.14)

4.8 La funzione generatrice dei momenti

Definizione 4.8.1. La funzione generatrice dei momenti, o pi semplicemente fin-
zione generatrice ¢, di una variabile aleatoria X, & definita, per tutti i ¢ reali per i
quali il valore atteso di ¢** ha senso, dall’espressione

: > ep(z) se X & discreta
$(t) = Ble¥] = 7 8.1
/ e f(z)dr se X &continua

¥ Si noti infatti come la covarianza tra 2X e 2Y sia sempre molie pit forte (quattro volte maggiore,
in effetti) di quella tra X e Y. Per il coefficiente di correlazione lineare invece, le due situazioni
portano al medesimo valore,
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Il nome adottato deriva dal fatto che tutti i momenti di cui & dotata X POss000

essere ottenutt derivando pi_ﬁ volte nell’origine la funzione ¢(t). Ad esempio,
¥ = 556 = B[ £e¥| = ppxey

da cui ¢'(0) = E[X]. Ana]ogamcnte,
(,’S”(t) - dtz-E[ f.X] _ [;‘fzetX] — E[X?.et}f]

da cui ¢"(0) = E[X?, 2l momento secondo di X. Piil in generale, 1a derivata
n-esima di ¢(t) calcolata in 0 fornisce il momento n-esimo di X:

¢ =EX™, nx1 4.8.2)

Un’altra importante proprieta di ¢ & che la funzione generatrice dei momenti della
somma di variabili aleatorie indipendenti & il prodotto delle funzioni generatrici delle
singole variabili aleatorie.

Proposizione 4.8.1. Se X e Y sono variabili aleatorie indipendenti con funzioni ge-
neratrici ¢x e ¢y rispettivamente, e se ¢x. v & 1a funzione generatrice dei momenti
di X + Y, allora

Sxav(t) = Px (v (1) @8y

Dimostrazione. Si noti intanto che se X e Y sono indipendenti, 1o sono anche lIe va-
riabili aleatorie e*X ed Y. Infatti per verificare I'Equazione (4.3.12) di pagina 105,
occorre mostrare che, comunque si scelgano A e B,

P(e* € A, ¢ € B) = P(eX € A)P(¢"Y € B)
D’altra parte, se A’ 2 I'insieme formato dai numeri z tali che e** € A, allora !X €
A& X € A'. Sesi definisce analogamente B, si vede che
P(e* c AeY € B)=P(X € A,Y € B per la definizione di A’ ¢ B’
=P(X € A)P(Y € B')  perlindipendenzadi X e ¥
= P(e¥ € A)P(e" € B)

A questo punto, basta sfruttare il fatto che I'indipendenza implica che la media del

prodotto & il prodotto delle medie, per concludere che
b4y (1) = E[!XH)]
= EJ otX :Y]
- E[etx]E[etY]
=¢x(t)év(t) O
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Osservazione 4.8.1. Un ulteriore risultato ché mostra I'importanza della funzione
generatrice dei momenti & che essa determing la distribuzione, nel senso che due
variabili aleatorie con identica funzione generatrice hanno necessariamente 1a stessa
legge (e quindi la stessa funzione di npammonc e la stessa funzione di massa, ovvero
la stessa densm’i)

4.9 Lalegge debole dei grandi numeri

Cominciamo con un risultato preliminare.

Proposizione 4.9.1 (Disuguaglianza di Markoy). Se X & una variabile aleatoria che
non & mai negativa, allora per ogni ¢ > 0,

PXza)< E[X}

(4.9.1)
Dimostragione. Diamo la dimostrazione nel caso che X sia continua con densita f.

E[X]:= /:Oa:f(a:) dz

& . oo <
= _/ fﬂf(x)d:::+f zf(z)dz
0 a ,
. s 5] . .
. , perché il primo
2 ./n zf(z)dz . addendo & positivo
perché = > a nella
2 ./a af () d:c ~ regione di integrazione
=a / f (z) d:t:
P(X > a)

E I’enunciato segue dividendo entrambi i termini per a. 0

Come corollario, ricaviamo la proposizione seguente.

Proposizione 4.9.2 (Dlsuguagllanza di Chebyshev). Se X & una variabile aleatoria
con media e varianza o7, allora per ogni r > 0,

)
P(X —p|>r)< % (4.9.2)
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Dimostrazione. Gli eventi {|X — p| > -r}  {(X
quindi equiprobabili. Visto che (X — x)? & una vanablle aleatoria non negativa,
posstamo applicarle la dlsuguaghanza di Markov con a = r? ottenendo che

PUX ~p| 27) = ((X—,u)zzr)- B
< E[(X,,; #)’] =:_22 O

L’importanza delle disuguaglianze di Markov e di Chebyshev, sta nel fatto che per-
mettono di limitare le probabilita di eventi rari che riguardano variabili aleatorie di
cui conosciamo solo la media, oppure la media e la varianza. Naturalmente, quando
la distribuzione & nota, tali probabilith possono essere calcolate esattamente e non vi
& necessitd di ridursi all’utilizzo di maggiorazioni.

Esempio 4.9.1. 1l numero di pezzi prodotti da una fabbrica durante una settimana 2
una variabile aleatoria di media 50. (a) Cosa si pud dire sulla probabilita che la pro-

" duzione superi occasionalmente i 75 pezzi? (b) Se si suppone nota anche la varianza,

pari a 25, cosa si pud dire sulla probabilita che la produzione sia compresa t:a idle
i 60 pezzi?

Denotiamo con X la variabile aleatoria che indica il numero di pezzi prodotti in
una settimana. (a) Per la disuguaglianza di Markov,

BX] 50 2

> < —_—— = —
PX275) < 75 5 3
(b) Applicando la disuguaglianza di Chebyshev,
25 1
P(X -50>10) < T

Quindi
1 3

PUO< X <60)=P(X-50{<10)21- =2

Percio la probabilita che la produzione sia compresa trai 40 e i 60 pezzi & almeno del
75%. O

Se nella disuguaglianza di Chebyshev si pone r = ko, essa assume la forma
seguente:

4.9.3)

In altri termini, Ia probabilitd che una variabile aleatoria differisca. dalla sua media

per pin di k volte Ia deviazione standard, non pud superare il valore 1/k2.
Concludiamo questa sezione provando, grazie alla disuguaglianza di Chebyshev,

la legge debole dei grandi numeri, un enunciato che afferma che la media aritmetica di

1
P(lx‘M)ka)SEj

— u)? = r?} coincidono e sono

T e
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“n copie indipendenti di una variabile aleatoria tende al valore atteso di quest’ultima
“per n che tende; all'infinito. Tale convergenza sii precisa dicendo che scelto un ¢

comungque plccofo, 1a media aritmetica si d.lscost& ‘dal valore atteso per pidl di £ con
probabiliti che tende a zero, quando r tende all’ infinito.

Teorema 4.9.3 (Legge debole dei grandi numeri). Sia X, X3, ... una successione
di variabili aleatorie i.i.d. (indipendenti e identicamente distribuite), tutte con media
E[X;] =: p. Allora per ognie > 0,

P(|X1+---+{cn

n —ﬁ‘>£)——>0 quando n —> 00

(4.94)

Dimostrazione, Proveremo il risultato solo sotto I'ipotesi aggiuntiva che le X;

abbiano varianza finita o2 Dalle proprieta di media e varianza segue che
E{X”f o W(M) =z
n n
La seconda ad esempio si prova in questo modo:

. X4 .-
Var(—-}-i;xn) =$Var(xl+---+xn)

¢

--+Xn]
=p

n

perla (4.6.3)

_ Var{X;}+--- 4 Var(X,} peﬂ'indipendenza
- n2 ¢ il Teorema 4.7.3

net _ o

n? n

Segue allora dalla disuguaglianza di Chebyshev applicata alla variabile aleatoria
(X1+---+ X,)/n, che

(

Poich¢ il secondo membro tende a zero per n che tende all’infinito, Penunciato &

2
Er_t_ﬂ_,,'n)sv_z
n ne

~ provato. O

Una applicazione di questo teorema @ la seguente, che permette anche di giusti-
ficare Iinterpretazione frequentista della probabilita di un evento. Supponiamo di
ripetere in successione molte copie indipendenti di un esperimento, in ciascuna delle
quali pud verificarsi un certo evento 5. Ponendo

X 1 se E sirealizza nell’esperimento i-esimo
t 0 se F non si realizza nell’esperimento i-esimo
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la sommatoria X; + X3 + - - - + X, rappresenta il numero di prove tra le prime n
~in cui si & verificato l’evento E. Poiché

E{Xi] = P(X; =1) = P(E)

si deduce che la frazione delle n prove nelle quali si realizza F, tende (nel senso della
legge debole dei grandi numeri) alla probabilita P{E).

Problemi

1. Si forma la classifica dei punteggi di un gruppo di 10 studenti — 5 studenti maschi e 5
femmine — dopo un esame. Non vi sono ex aequo, ¢ tutte le 10! possibili classifiche
diverse hanno pari probabilith. Sia X la migliore posizione ottenuta da una studentessa
{ad esempio X = 2 se il primo in classifica & maschio ¢ la seconda & femmina). Calcola,
peri=1,2,...,10, quanto vale P(X = i). :

2. Sia X la differenza tra il numero di teste e il numero di croci ottenute in una sequenza di
7 lanci di una moneta. Quali sono i valori possibili di X'?

3. Se nel Problema 2 si suppone che la moneta non sia truccata e si pone 1 = 3, quali sono
le probabiliti associate ai diversi valori che X pud assumere?

4. Supponiamo di disporre della funzione di ripartizione F' di una variabile aleatoria X . Co-
me faresti per determinare la probabilith P(X = 1)? (Suggerimento: Serve il concetto
di limite per dare la risposta.)

5. La funzione di ripartizione di X & definita come segue,

0 =zx<0

Z 0<z<l
Figy={% 1<az<2

% 2<z<3

1 3<z

(a) Se ne tracci il grafico.

(b) Quanto vale P(X > 1/2)7
{) Quanto vale P(2 < X < 4)?
(d) Quanto vale P(X < 3)?

(€) Quanto vale P(X = 1)?

Per rispondere ai punti (d) ¢ (&) occorre ragionare in modo analogo a quanto fatto nel
Problema 4. .
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6. Supponiamo che il tempo (in ore) di funmonamento ininterrotto di un computer, prima

che sia necessario riavviarlo a causa di un crash di sistema sia una variabile aleatoria
continua con funzione di densith data da . 5

Ha }_{)\e ”/lm x>0

z<0

(8) Dopo avere determmato il valore della costante A, (b) calcola guanto vale la probabi-
lita che il computer funzioni tra le 50 e le 150 ore prima di bloccarsi. {¢) Qual & invece
la probabilith che funzioni meno di 100 ore?

7. Tttempo di vita in ore di un certo tipo di valvola termoionica (quelle usate per amplificare

i segnali nei vecchi i nmplanu stereofonici) & una vanab:]e aleatoria con fonzione di densita
CcOme segue,

oz < 100
z
f( )= {100 2% z>100-
Qual & la probabilitd che esattamente 2, su 5 espmplan di tali valvole, debbano essere

sostituiti nelle prime 150 ore di funzionamento? Si supponga che i 5 eventi: “la valvola
i-esima viene sostituita entro 150 ore”, per § = 1,2, 3, 4, 5, siano mtti indipendenti.

8. E data una variabile aleatoria X con funzione di densita
ce—2= |
rg>0
flz)= {

T L)
(a)} Quanto vale ¢?
(b) Quante vale P(X > 2)?
9. Un gruppo di § transistor ne contiene 3 di difettosi. I transistor vengono testati uno alla
volta, per vedere quali funzionino e quali no. Denotiamo con Nj it numero di transistar

testati prima di incorrere nel primo pezzo difettoso, e con N il numero di ulteriori pezzi

testati per trovare il secondo difettoso. Si scriva la funzione di massa di probabilita
- congiunta di Ny e N;.

10. La densith di probabilita congiunta di X e Y 2 data da
Lo : .
f@y)( 2)- D<x<l, O<y<2
(@) Verifica che questa sia effettivamente una densita congiunta valida.
(b) Calcola Iz densita di probabilita della variabile aleatoria X
{¢) Determina P{X > Y},

11. Siano X), X3,. .., X,, variabili aleatorie indipendenti e tutte con distribuzione data dalla
seguente funzione di ripartizione:

F@)={z 0<z<1
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(Variabili aleatorie siffatte si dicono uniformi sull’ mrervallo [0, 1} ) Sia M ugnale a]la
massima tra tutte le X, : N
M_:_T“ max(xls XZ, ceey Xﬂ) s

(a) Dimostra che la funzione di ripartizione di M & datada”
Fp(z) =2, 0<z<1}
(») Qual 2 la funzione di densita di M7
12, La densith congiuntadi X e ¥ & datada
ge= (=) 2> 0,y>0
f(zy) = { altrimenti

{a) Calcola la densita di X.
(b) Calcolaladensita di Y.
{c) Le due variabili aleatorie sono indipendenti?

13. La densit?_l congiuntadi X e Y &

2 sel<z<cy<t
(z,y) = -
0 altrimenti

(a} Calcola la densitd di X.
(b) Calcola la densita di Y.
() Le due variabili aleatorie sono indipendenti?

14, Dimostra che, se la densitk conginnta di due variabili aleatorie X e Y & il prodotto
di un termine che dipende solo da x ¢ uno che dipende solo da y, allora X e Y sono
indipendenti. In aliri termini devi dimostrare che se

flz,y) = g(z)h(y),
allora X ¢ Y sono indipendenti.

—00 < T < 00, —00 < Y < 00

15. Confronta 1'enunciato del Problema 14 con i risultati o&cnnﬁ per i Problemi 12 ¢ 13.
Sono cornpanblh?

16. Siano X e Y due vartabili aleatorie continue. Si dimostri che

@ PX+Y <a)= Fx(a y)iv(y)dy

—0D0
g

(b) P(X<Y)= [ Fx(y)fr(y) dy

=00

dove F'x denota la funzione di ripartizione di X e fy la funzione di densitAdi Y.

RNy, A
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-17. Quando una corrente I (misurata in ampere) scorre attraverso una resistenza R (misurata

_in ohim), la potenza dissipata (in watt) @ datada W = I2R Supponiamo che / e R siano
variabili aleatorie indipendénti con densith

fi{z) =6x(1 — x) o<z <l
fr(z) = 2z. 0<

Determina la densitd di probabilitd di W,

A
IA |

18. Nell’Esempio 4.3.2, calcola la funzione di massa di probabilita del numero di figli di una
famiglia scelta a caso, condizionata al fatto che abbia due bambine.

*19. Calcola la densita di probabilitd condizionale di X dato Y, peri Problemi 10 ¢ 13.
*20. Provache X e Y sono indipendenti se e sclo se perogniz e y,

" (@) px|y{z|y) =px(z} nelcaso discreto.
M} fxjy(ely) = fx(z) nel caso continuo.

21. Calcola il valore atteso della variabile aleatoria X del Problema 1.
22. Calcola il valore atteso della variabile aleatoria X del Problema 3.

23. Ogni sera i diversi meteorologi alla televisione ci danno le loro “probabilitd” che il giorno
successivo ¢i sia pioggia. Per giudicare se le loro previsioni siano attendibili, decidiamo
di dare dei punteggi come segue: se un meteorologo dice che piovera con probabilita p,
riceve un punteggio di

1-(1-p)? se pioverd

l—p2

se non pioverd
Registriamo i punteggi per un certo periodo di tempo, e alla fine concludiamo che il
meteorologo con il pidl alto punteggio medio sia il pilt attendibile. Supponiamo perd
che uno dei concorrenti sia al corrente del metode di- valutazione utilizzato e voglia
massimizzare in media il suo punteggio. Se questa persona fosse realmente convinta che
piovera con probabilita p*, che valore p le converrebbe dichiarare per massimizzare il
" valore atteso del punteggio che ricevera?

24, Una compagnia di assicurazioni emette una polizza che garantisce che verra pagata una
cifra A, in caso s verifichi un evento F entro I’anno. Se la compagnia stima che questo
evento accada entro I’anno con probabilitd p, quanto deve fare pagare la polizza al cliente
per avere un ricavo il cui valore atteso sia il 10% di A?

25. 1 trasporto di 148 alunni di una scuola presso un campo sportivo viene realizzato tramite
4 autobus, sui quali salgono 40, 33, 25 e 50 ragazzini. Si sceglie un alunno a caso, e
si denota con X il numero totale di quelli saliti sul suo stesso autobus, Si sceglie poi,
indipendentemente, uno dei quattro awtisti e si denota con ¥ il numero totale di alunni
saliti sull’autobus da lui portato. :
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(a) Quale pensi che sara il maggiore, tra E[X] ed E[Y]? Perché?
(b) Calcola E[X] ed E[Y].

26. Due giocatori disputano una serie di partite che termina solo quando uno dei due arriva a
vincerne 1. Supponiamo che ogni partita venga vinta (indipendentemente dalie altre) dat
primo giocatore con probabilith p e dal secondo con probabilita 1 — p. Trova il numero
mecho di partite disputate se ¢ = 2. Dimostra poi che questo valore & massimo se si pone

=1/2.

27. Lafunzione di densiti di X & data da
fa) = {a+ba: e0<z<1
altrimenti
Determina il valore di e e b, sapendo che E[X] = 3/5.
28. Tl tempo di vita di un fusibile & una variabile aleatoria X con funzione di densita
f(z) = atze~*=, x>0

Calcola il tempo di vita medio.

29. Siano X1, X3,:.., X, variabili aleatorie indipendenti, tutte con densita

1 sel<z<l
f(z)_{o altrimenti

Calcola Elmax(Xj,...,X,)] e Elmin(X,..., X))
30. Supponiamo che X abbia density

1 sb<o<l
flz) = {0 altrimenti

Calcola il momento n-esimo di X, E[X™), sia trovando la distribuzione di X", sia
applicando la Proposizione 4.5.1,

31. Suepponiamo che il tempo necessario per riparare un personal computer sia una variabile
aleatoria (misurata in ore) la cui densita & data da

1/2 se0<z <2
flz)= / o
0 altrimenti

1l costo del lavoro 2 variabile: se sono necessarie x ore per la riparazione, il relativo costo
& pari a 40 + 30./z dollari. Calcola il valore atteso del costo di una riparazione.

32. Sapendo che E[X] =2e E[X? = 8, calcola
@) E[2+4X)Y] e () E[X*+(X+1)? _

Problemi - 139

33, Daun'urna contenente 17 palline bianche ¢ 23 nere, si EStragpono a caso & Senza rimessa
10 palline. Sia X il numero di palline bianche estrate. Calcola quanto vale E{X],
sfruttando alternativamente i due suggerimcn‘ﬁ seguenti:

(a) Definisci delle oppurtune funzioni mdlcalncx Xi,coni = 1,2,...,10, in modo
tale che X ne sia la somma.

(b) Definisci delle oppurtune funzioni indicatrici ¥;, con i = 1,2,’...,17, in modo
tale che X ne sia 1a somina.

3. Se X & una variabile aleatoria continua con fmmone di ripartizione F, la sua mediana &
guel valore m per cui st ha

F ("jl) =3
Determina la mediana delle variabili aleatorie definite dalle fanzioni densita seguenti,

(a) f(z)=e""%, >0
®) f(z)=1, 0<z<1 .

35, Lamediana (definita nel Problema 34y, comc':l_a media & utile per predire il valore di una
variabile aleatoria. Nell'Osservazione 4.5.1 abbiamo provato che la media & la migliore
previsione di X, in termini di minimizzazione dell’emore quadratico medio; 1a mediana
invece & la migliore se si vuole minimizzare i valore atteso de]l modulo dell’errore. In
altre parole, E[|X — ¢|] & minimo se per ¢ si'sceglie la mediana di X. Dai una dimo-
strazione di questo risultato, nell*ipotesi che X sia continua, con densitt f e funzione di
ripartizione F. (Suggerimento: verifica che

B —c)= [ o-die)ds
- lodf@)dsn [ laeelf@)ds
=/c (c-a.-)f(z)dz+fcm(m—c)f(z)dz
=ep@- [ af@det [ ofe)do— i - Fo)

Poi usa I’analisi per determinare quale valore di ¢ minimizza questa espressione.)

36. Sek &un numero tra 0 ¢ 100, e poniamo p := k100, il k-esimo quantile di una variabile
aleatoria con funzione di ripartizione F, & vn valore my, 1ale che

Flmg)=p
Determina my, in funzione di p, per la variabile aleatoria che ha densita

(:.r:) 23_13‘,';, x>0




140 . Variabili aleatorie e valore atteso

37. Una piccola comunith & composta da 100 coppie di coniugi. Se durante un certo perio-

do di tempo muoiono 50 membri della comunitd, qual & il valore atteso del numero di

- matrimoni intatti alla fine? Assiimiamo che il gruppo di 50 persone che muoiono possa

essere con pari probabilith uno dei (%) gruppi possibili di 50 persone. (Suggerimento:

Peri = 1,2,...,100, sia X; la funzione indicatrice dell’evento “nessun coniuge della
coppia 1 muore™.)

38. Calcola media ¢ varianza del numero di suceessi su n ripetizioni indipendenti di un
esperimento, in ciascuna delle quali si ha un successo con probabilita p. E necessaria
I'indipendenza? E

39. Supponi che X' possa assumere i valori 1, 2, 3 € 4 con pari probabilitd. Trova media e
varianza di X. ) :

40. ‘Supponi che X possa assumere i valori 1, 2 ¢ 3 con probabilith py, p; e p3, € inoitre che
E[X] = 2. Quali sono i valori di p;, p2 & py che massimizzano e minimizzano Var(X)?

41. Calcola media e varianza del numero di teste, in tre lanci di una moneta non truccata.
42, Spiega perché, per ogni variabile aleatoria X,
E[X? = E[XP
In che casi si ha I’'uguaglianza?
43. Una variabile aleatoria X, che rappresenta il peso in once (oz) di un articolo, ha densita
di probabilith data da .
' z—-8 s8<z<9

-2z s9<x<10
0 altrimenti

=)=

{a) Calcola media e varianza di X,

(b) 1l produttore vende questi articoli a 2 dollari I'uno, con la garanzia di restituire
i soldi a tutti i clieniti che ne trovassero uno da meno di 8.25 oz. 11 suo costo di
produzione in doilari & legato al peso z del pezzo dalla relazione /15 + 0.35.
Determina il profitto medio. '

44. Supponiamo ché la durezza X misurata con. il metodo di Rockwell, e la perdita per
abrasione Y (in una scala opportuna) di un materiale abbiano densith congiunta seguente.

utv prO<u<l0<v<l
0 altrimenti

flu,v) ={

(a) Trova le densith marginalidi X e Y-,
{b) Calcola media e varianza di X.

© i
54
;
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48, 1I-,J: nﬁ di_proc}otti vengono classificati a seconda dei loro difetti e della fabbrica che 1i
p otu‘_.Sla X, il numero (! o 2) della fabbrica, ¢ sia X; il numero di difetti
pezzo (che possono essere da 0 2 3}, di un prodotto scelto a ol

esistenti, La tabella seguente ri 1a i i ma . -1 . i
queste due variabili aleatorie ﬁm. funzione di massa di provabit conginnta per

X,
1 1 1 3 ]
X 8 16 %6 3
2 1 -1 1 1
16 16 § 4—

(a} Trova le distribuzion; marginali di X, e X,.
{b) Calcola media e varianza di entrambe le X;.
() Calcolala covarianza delle due variabili aleatorie,

46. . . . - )
Eal:, Tuatzjhu;lﬁo ‘firoduce pezzi cfhe subiscono uno Screening completo (vengono ispezio-
o Chepla leal.mm ess_ere spc?dm. Lo sErumento di misurazione utilizzato a questo scopo,
dosi I3 di vlann compresi tra 1 e 1% ¢ difficoltosa, e conseguentemente Ja
sif Probabiliti dei valori che sono stati misurai, dopo lo screening & la seguente

k2? per0<z<i
flz)= 11 pri<z<id
0  altrimenti
(&) Trova il valore dj k.

(b) Che frazione delle misurazioni

traOe 1)? cadra al di fuori della zona di imprecisione (e quindi

(¢) Determina medis e varianza di questa variabile aleatoria.
47. Verifica la correttezza dell’Equazione (4.7.5) di pagina 126,

48. Dimostra I'Equazione (4.7.7) a pagina 126, usando ’induzione matematica.

49. Siano X e ¥ due variabil; o .
fatto che abili aleatorie di varianza O'i' e %' nOspettivamente. Partendo dal

0< Var ( X + —Y—)
i ‘ . 7x Oy
mostra che Corr(X,Y) > —1. Poi, nsando la disuguaglianza

OSVM(ﬁ_i)
_ ox oy

concludi che —1 < Corr(X,Y) < 1. Infine, sfruttando il fatto che Var(Z) = 0see

solose Z & costante, dim
relatione o ostra che se Corr(X,Y) = 41, allora X e ¥ sono legati da una

Y=a+bX
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dove il segno di b & positivo se la correlazione era -1, e negativo se essa era —1.

50

by

Consideriamo n, ripetizioni indipendenti di un esperimento che pud risultare nei tre esiti
1, 2 e 3, con probabiliti py, p; e p; rispettivamente, dove P+t =1.Peri=1,2,3,
sia V; il numero di esperimenti con risultato i. Mostra che Cov(N;, Np) = ~nppa.
Spiega inoltre come mai & intuitivo che tale covarianza sia negativa. (Suggerimenio: Per
i=1,2,...,n, 8 ponga ~ ’

X, 1  sela prova i-esima ha dato esito 1
' 10 sela prova i-esima non ha dato esito 1

e analogamente per j = 1,2,...,n, si ponga
Vi 1 selaprova j-esima ha dato esito 2
?™" )10 selaprova j-esima non ha dato esito 2

Mostra che n "
N =)"X, N=3"Y;
i=] f=]
quindi utilizza la Proposizione 4.7.2 e il Teorema 4.7.3.)

51. Nell’Esempio 4.5.6 di pagina 121, calcola Cov(X;, X, i}e usa il risultato per dimostrare

che Var(X) = 1. :

52. Dimostra che se X, e X, hanno la stessa distribuzione, allora
Cov(Xi + X0, X, - X3) =0
Nota che non & necessario snpporre che siano indipendend.
53. Sia X una variabile aleatoria continua con funzione di densith data da
- flzy=e=, x>0

Calcola la ﬁmzi,bne generatrice dei momenti di X e impiegala per determinare valore
atteso e varianza di X. Verifica il risultato ottenuto per la media con un calcolo diretto.

54. La funzione di densit di una variabile aleatoria X &
flz)=1, 0<z<l

Determina un’espressione per Ia funzione Efe** ], Derivala per ottenere X "] e verifica
il risultato calcolando i momenti di X in modo usuale.

55. Supponiamo che X sia una variabile aleatoria con media ¢ varianza entrambe uguali a
20. Che si pud dire di P(0 < X < 40)?

56. Dall’esperienza passata, un docente sa che se si sceglie uno studente a caso, il suo
punteggio all’esame di fine corso sard una variabile aleatoria di media 75.

Problem;

3

(¢) Quanti studenti devono

sostenere Iesame & - N
0.9 che la media dei punteget gerty -, o1 Y1 8 una probabilit almeno di

nieggi della sessione non disti piti di 5 da 757

143




Modelli di variabili
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3.1 Variabili aleatorie di Bernoulli e binomiali
5.2 Variabili aleatorie di Poisson

5.3 \Variabili aleatorie ipergeometriche

5.4  Variabili aleatorie uniformi

3.5 Variabili aleatorie normali o gaussiane

3.6 Variabili aleatorie esponenziali

3.7 *Varighili aleatorie di tipo Gamma

3.8  Distribuzioni che derivano da quella normale
Problemi

Alcuni tipi di variabili aleatorie compaiono molto frequentemente in natura o negli
studi tecnologici. In questo capitolo, presentiamo dei modelli di variabili aleatorie
particolari, che sono caratterizzati daila grande generalith dei campi applicativi nei
quali compaiono.

5.1 Variabili aleatorie di Bernoulli e binomiali

Supponiamo che venga realizzata una prova, o un esperimento, il cui esito pud es-
sere s0lo un “successo” o un “fallimento”. Se definiamo la variabile aleatoria X in
modo che sia X = 1 nel primo casc e X = 0 nel secondo, la funzione di massa di
probabilitd di X 2 data da
PX=0=1-p
PX=1)=p
dove con p abbiamo indicato la probabilit che I’esperimento registri un “successo”,
Gvviamente dovrd essere 0 < p < 1.

Definizione 5.1.1. Una variabile aleatoria X si dice di Bernoulli! o bernoulliana
s¢ la sua funzione di massa di probabilita 2 del tipo dell’Equazione (5.1.1), per una
scelta opportuna del parametro p.

(3.1

! In onore del matematico svizzero Jacques Bernoulli,
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In altri termini, una variabile aleatoria & bernoulliana se pud asswmere solo i valori
0 e 1. Il suo valore atteso & dato da

EX]:=1-PX=1)+0-P(X=0)=p Gl

ed & quindi pari alla probabilita che la variabile aleatoria assuma il valore 1.

Definizione 5.1.2. Supponiamo di realizzare n ripetiziont indipendenti di‘un esperi-
mento, ciascuna delle quali pud concludersi in un “successo” con probabilita p, o in
un “fallimento™ con probabilitd 1 - p. Se X denota il numero totale di successi, X

di dice variabile aleatoria binomiale di parametri (n, p).

La funzione di massa di probabilith per una variabile aleatoria binomiale di
parametri {n, p) & data da

PX=1i)= (’;‘)p‘(l -p)*t, i=0,1,...,n (5.1.3) -

dove il coefficiente binomiale:

(si veda la Sezione 3.5.1), rappresenta il numero di combinazioni differenti che
possiamo ottenere scegliendo i elementi da un insieme di n oggetti.

La correttezza dell’ Equazione (5.1.3) pud essere verificata nel modo seguente:
innanzitutto, fissata una qualunque sequenza di esiti con ¢ successi e n — i fallimenti,
la probabilith che si realizzi esattamente tale sequenza & 7*(1 — p)™* per I'indipen-
denza delleripetizioni. 1’Equazione (5.1.3) segue quindi dal contare quante sono le
diverse sequenze di esiti con questa caratteristica. Esse sono (’:) perché corrispon-
dono a tutti i modi in cui si possono scegliere gli ¢ esperimenti che hanno dato esito
positivo sugli n in totale. Percid, per = 5 ei = 2 vi sono (3) = 10 scelte possibili,
OVVEIO '

(s,8,f, 1, f) (31f,31frf) (e, f. F,8,f) (s,f.f. f9) (f 88,1, 1)
(f}s:fas:f) (f-ls_ﬁfafrs) (frf’s1slf) (f!fls!fss) (f1f1f:513)

dove, ad esempio, si intende che V'esito (f, s, f, s, f) & quello in cui i due successi
si sono verificati nelle prove numero 2 e numero 4. Si noti che la somma delle
probabilita di tutti i valori possibili di una variabile aleatoria binomiale, & pari a 1 per
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Figura 5.1 La funzione di massa di probabilita per tre variabili aleatorie binomiali.
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la formula delle potenze del binomio?:

'ZP(X =i)=3" (’:)p‘(l ~p)" =+ (1-p)" =1

i=0

Lle funzioni di massa per le variabili aléatorie binomiali di parametri (10,0.5)
(10,0.3) e (10,0.6) sono rappresentate in Figura 5.1. Si noti come la prin,la sia!

simmetrica attorno a (.5 mentre le al i i pit i - : :
i@ _ e alire due Pesmo d: piu i yalon piccoli o quelli

% Tale formula afferma che

n n 'y g
(3:+y) = o mlyﬂ i
i
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Esempio 5.1.1. Una azienda produce dischetti per PC che sono difettosi con pro-
babilita 0.01, indipendentemente 1uno dall’altro. Questi dischetti sono poi venduti
in confezioni da 10 pezzi, con la garanzia di rimborso in caso vi sia pi di un pez-
zo difetioso. Che percentuale delle confezioni viene ritornata? Se si comprano tre
confezioni, qual & la probabilita di ritornarne esattamente una? - )

Se X & il numero di pezzi difettosi in una scatola da 10 dischetti, X  una variabile
aleatoria binomiale di parametri (10, 0.01). Percid, assumeéndo che tutti 1 clienti che
ne hanno la possibilita sfruttino la garanzia, la probabilita che una scatola sia ritornata
eparia

P(X>1)=1-P(X=0)— P(X=1)
=1- _(1(?) -0.01%.0.99" — (110) -0.01' - 0.99° = 0.0043

Poiché ogni scatola — indipendentemente dalle altre — viene resa con probabilitd di
circa 0.43%, a lungo andare sard reso circa lo 0.43% delle confezioni. Da quanto
detto segue inoltre, chc'acquistando 3 scatole, il numero di quelle che verranno rese
& una variabile aleatoria binomiale di parametri (3,0.0043), quindi la probabilita
‘richiesta & _ : -

(i) -0.0043' - 0.9957* = 0.013 O

Esempio 5.1.2. Supponiamo per semplicitd che il colore degli occhi di ogni persona

sia determinato da una sola coppia di geni, con il fenotipo *occhi castani” dominante

rispetto a quello “occhi azzurr”. Cid significa che un individuo con due geni per gli
occhi azzurri presenta occhi azzurri, mentre uno che abbia almeno un gene per gli
occhi castani ce li avra di quel colore (si veda anche il Problema 42 del Capitolo 4).
Quando due individui procreano, ciascuno dei figli prende a caso uno dei due geni
da ciascuno dei due genitori. Se il figlio maggiore di una coppia di persone con gli
occhi castani ha gli occhi azzurri, qual 2 1a probabilita che esattamente 2 degli altri 4
figli (che non comprendono gemelli) abbiano gli occhi azzurri?

Per prima cosa, si noti che poiché il figlio pid anziano ha gli occhi azzurri, en-
trambi i genitori devono necessariamente possedere un gene per gli occhi azzurri e
uno per quelli castani. (Si spieghi perché.) La probabilita che un figlio di questa
coppia abbia gli occhi azzurri, equivale allora alla probabilith che egli riceva il gene
corrispondente da entrambi i genitori, ovvero % X % = 1}. Siccome ciascuno degli
altri 4 figli indipendentemente, ha gli occhi azzurri con probabilita 1/4, la probabilita

richiesta & data da
N /MN\E /N\ 77 ;
(2).(2) .(ﬂ = LR 02109 D
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- Esempio 5.1.3, Un sistema di comunicazione & costituito da n elementi, ciascuno

_ df:i -qua.li, indi.pend\?ntemente, funziona con probabilith p. Affinché I'intero sistema
sia in grado di funzionare; almeno la met dei suoi elementi deve farlo.

(a) Pfar qguali valori di p un sistema z 5 componenti funziona con maggiore probabilita
di uno a 3 componenti?

.(b) In generale, quando & che un sistema a 2k + 1 componenti si comporta meglio di
uno a 2k — 1 componenti?

. (a) .Siccome' iI_numero di componenti fqnzioﬁanti & una variabile aleatoria bino-
miale di parametri (r, p), 1a probabilita che un sistema a 5 componenti funzioni &
data da :

5 ' 7
3\ — 5 5
(G )pa-mt= ()pu s+ (D)ot - +5
P 3 4
mentre per un sistema a 3 componenti essa & pari a
] .
3N i 3
) (i)P‘(l —p)*i= (2)112(1 —-p)+p
i=2

percid il primo sistema & migliore del secondo se
10p’(1 - p)* + 5p*(1 ~ p) +2° 2 3p(1 - p) + 1
Con un po’ di conti, la disuguaglianza precedente si riduce a

3p(p—1)*(2p—1) 20

che & soddisfatta se e solose p > 4.

(l?) D.enotiamo con gr, la probabiliti che un sistema di n componenti funzioni.
Consxd'enamo quindi un sistema con 2% + I componenti, ¢ sia X il numero di com-
ponenti funzionanti tra i primi 2% — 1. 11 sistema suddetto funziona MseX > k+1;
(2) se X = k e almeno uno degli ultimi due componenti fanziona; (3) se X = k— 1’
e entrambi gli ultimi due componenti funzionano. In formule,

@re1 = P(X > k+ 1)+ P(X = k){1 —(l-p)z}+P(X=k—1)p2
Per un sistema di 2k — 1 componenti, d’altra parte,

@1 =P(X>k)=P(X > k+1)+P(X = k)
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da cui, usando anche il fatto che (2’?_—11) = (zkk_ 1) .

Gakt1 — @k1 = P(X =k~ 1)p* — P(X = k)(1 — p)?
= (Zk_ l)pk“'(l ~p)"p2—'(2kk— 1)p"(l ~p)* (1~ p)?
2k

k-1
_ (Zk’;- 1)pk+l(1 —pk— ( k— l)pk(l ~pyFH
B (Zkk_ 1)19’“(1 -2)*@2p- 1)

Siccome questa grandezza & positiva se e solo se p > %. quest’ullima & precisamente
la condizione cercata. 7 O

Esempio 5.1.4. Un produttore di componenti elettronici fabbrica dei chip il 10% dej
quali sono difettosi. Se ordiniamo 100 di questi chip e denotiamo con X il numero di
quelli difettosi che riceviamo, possiamo affermare che X sia una variabile aleatoria
binomiale?

La variabile aleatoria X & binomiale di parametri (100, 0.1) solo se il funziona-
mento di ciascuno dei 100 chip acquistati & indipendente da tutti ghi altri. Se questa
sia una assunzione sensata dipende da fattori ulteriori. Ad esempio, se sapessimo che
i circuiti prodotti in una singola giomata sono tutti funzionanti o tutti difettosi (e il
90% dei giorni si producono chip funzionanti), e se i 100 chip ordinati fossero stati
prodotti nello stesso giorno, X avrebbe funzione di massa data da

P(X=0)=09
e non sarebbe quindi binomiale a causa della mancanza di indipendenza. a
Per come & stata definita la variabile aleatoria binomiale di paramélri (n,p}
(il numero di esperimenti con esito positivo, su n ripetizioni indipendenti, ciascu-

na con probabilith di successo p), essa pud essere rappresentata come somma di
bernoulliane. Pid precisamente, se X & binomiale di parametri (n, p), si pud scrivere

' X = ZX‘ _ (5.1.4)

dove X; & la funzione indicatrice del successo delt’i~esimo esperimento:

1 se la prova i-esima ha successo
= . .
0 altrimenti

&
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| E evidente che le X; sono tutte bernoulliane di parametro p, qumd1 abbiamo che

EXij=p .. perla(5.1.2)
E[XY=p infatti X, = X2
Var(Xy) = BIX]] - BIX,?

=p~p* =p(l'~p)

Per quanto riguarda X » poi, dalle proprieti di mediz e varianza e d

) ) Hguarda A, | alla :
zione fornita dal] Equazione (5.1.4), otteniamo che rappresenta

EX]=Y"ElX]=np - | ' (5.1.5)

i=1

= ,
Var(X) = 3" Var(X,) per Pindipendenza delle X,

Ci=l
- =np(l—p) R : (5.1.6)

:())is:t:vl?ione 5.;.1. Se X; e X; sono binomiali di parametri (ny,p) ¢ (ng,p) e
o tm Izendenn, Ialloro somma X, + X, & binomiale dj parametri (n; + 1‘1’2 )
€510 puo essere facilmente dedotto dal fatto che se si effettuano ny e poi ancor;l nz.

prove indipendenti dello stesso esperimento con probabiliti dij successop, se X; e X,

tappresentano il numero di successi nelle dye i
: tranche di i
numero di successi sul totale delle n ; ik ot e

ssi 1 +n3 prove. E quindi binomial¢ i i
Precedentemente citati per costruzione. o v cont paramen

5.1.1 Calcolo esplicito della distribuzione binomiale

Supponiamo che X sia binomiale dj paramelri (
; etri . i
mente la funzione di ripartizione (":P) Ferpolrscaleolare e

i

P(XSi)=E(:)p"(I -p)"7%,  i=0,1,...,n

k=0
0 la funzione di massa

L n . ] _-..‘ . V
P(X—z)—(i)p‘(l—p)“ Loods=01,....n
€ molto utile 1a seguente relazioneﬁ’aP(X =k+1)eP(X = k):
—k '
PX=k+1)=-L R 23pyx (5.1.7)

I-pk+1
la cui dimostrazione 2 lasciata come esercizio, -
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' Enter Valus For p: '
1 Enter Value For n:
Enter Value For © E

Probabiliky {Numbes of Succezses = i) [(M575383
Psobability [Numbe: of Successes <= ip 14954105

Figura5.2  La schermata del software per il calcolo della distribuzione binomiale,

Esempio 5.1.5. Sia X una variabile aleatoria binomiale di parametri n = 6 e
= 0.4. Allora, iniziando da P(X = 0) = 0.6° e applicando ricorsivamente
I’Equazione (5.1.7), si trova

P(X =0} = 0.6° ~ 0.0467

P(X=1)=% % P(X =0)=~0.1866
PX=2)=%-3 P(X=1)=~03110
P(X=3)=%-%4.P(X=2)~=02765
CPX=4)=2%.3.P(X=3)=0.1382
P(X=5=% % P(X=4)=0.0369
PX=6=%1-P(X=5=0004 0O

Il Programma 5.1 del pacchetto software abbinato a questo libro (disponibile on- -

line) utilizza 1'Equazione (5.1.7} per calcolare la distribuzione delle variabili aleatorie
binomiali. Il programma accetta in-input i parametri » e p e un numero %, ¢ restituisce
le probabilita che una binomiale (n, p) sia uguale, oppure minore o uguale, al dato 1.

Esempio 5.1.6. Se¢ X & una variabile aleatoria binomiale di parametri n = 100 e
p = 0.75, quanto valgono le probabilith P(X = 70) e P(X < .70)?
Usando il software, si ottiene la schermata di Figura 5.2 a

52 Variabili aleatorie di Poisson

Proseguiamo la panoramica con un’altra importante vanahlle aleatona discreta che
assume solo valori interi non negativi.
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PX=14¢

16—

A2 |-

[4] !lll
012_1-1759101112

Figara 53  La funzione di massa di probabilita della distribuzione di Poisson con
parametro A = 4,

Definizione 5.2.1. Una variabile aleatoria X che assuma i valori 0,1,2,..., & una
variabile aleatoria di Poisson o poissoniana di parametro A, A > 0, se lasua funzmne
di massa di probabilita & data da
WA
P(X:z):;i-e_, 1=0,1,2,... (5.2.D
Storicamente, tale distribuzione fu introdotta da Poisson in un libro sui-

le applicazioni della teoria della probabilita alla risoluzione di cause e processi
giudiziari®.

E immediato verificare che I’Equazione (5.2. 1) rappresenta una funzione di massa
accettabile, infatti?

oo l o .:

. _ At
E P(X=z)=e)‘g F—.—g‘"g":]
=0 . =0 .

La Figura 5.3 mostra il grafico della funzione di massa di una poissoniana con A = 4.

3 .
fg:?’y Poisson, Recherches sur la probabilité des Jugements en matiére criminelle et en matiére civile,

4 . . . . . .
Si rammenti 1o sviluppo in serie di potenze del’esponenziale: per tutti i numeri 3, vale
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Sia X una variabile aleatoria di Poisson. Per determinarne la media e la varianza,
calcoliamo la sua funzione generatrice dei momenti,

$(t) := Elet)
= ie“P(X = i}
1=

20 .Ai
=e ) et
. !

i=f
00 tyi
A (Aet)
R
= e = exp{A(e! ~ 1)} (5.2.2)
Derivando si trova allora .

qb’(f) = et exp{M(et — 1)}
¢"(t) = (Ae') exp{A(e" — 1)} + Ae exp{ e’ — 1)}

€ valutando le due espressioni in £ = 0, si ottiene

E[X]=¢/(0) = A. (52.3)
Var(X) = ¢"(0) - E[X)?
=X 4FA-22=) 5.2.4)

Quindi, sia il valore atteso, sia la varianza delle poissoniane coincidono con il

parametro X.

La variabile aleatoria di Poisson ha un vasto campo di applicazioni, in aree nu-
merose ¢ diverse, anche perché pud essere utilizata come approssimazione di una
binomiale di parametri (n, p), quando % 2 molto grande e p moito piccolo. Per con-
vincerci di questo fatto, sia X una variabile aleatoria binoiniale di parametri (n, p), e
si ponga A = np. Allora .

CP(X=i)= (—nf—i.)mp"(l ~p)"

:”("*1)--_-(n—i+1)(5)i(l_é)n_;_

1! n n
_nrn=1)---(n—it+1) )\"_(l—,\/n)"
- nt 0= Ay
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Se si suppone che n sig molto grande e p molto piccolo, valgono le seguenti
approssimazioni, ' o

n A i
(1——2) me E-ﬂ'_l---n‘_H_lwl (l—é)ml
n

1 n n
E quindi, se n 2 grande, p piccolo,e A = np,
)\i
P(X =)~ e (5.2.5)
(21
In altri termini, il totale dej "succ_essi” in un gran numero n di ripetizioni indipendenti
di un esperimento che ha una piccola probabilita di riuscita p, & una variabile aleatoria
con distribuzione approssimativamente di Poisson, con media A = np.
Quelli che seguono sono alcuni esempi di variabili aleatorie che seguono con buo-
na approssimazione la legge di Poisson (ovvero che rispettano approssimativamente
I'Equazione (5.2.1), Per una qualche scelta di A):

1. T numero di refusi in una pagina (o un insieme di pagine) di un libro.

2. Il numero di individui, all’interno di una certa categoria di persone, che
raggiungono i cento anni di eta. :

- La quantita di numer telefonicj errati che vengono composti in una giornata,
. 1 numero dj transistor che si guastano nel loro primo giorno di utilizzo,

- Il numero di clienti che entrano in un vfficio postale nell’arco di una giornata,

= S T O I

. La gunantita di particelle alfa emesse in un periodo -di tempo fissato da un
campione di materiale radioattivo, :

Ciascuna delle variabili aleatorie dei precedenti, come di numerosi altri esempi, & ap-
prossimativamente dj Poisson per lo stesso motivo — ovvero, perché alcune variabiki
aleatorie binomiali si possono approssimare con poissoniane. Ad esempio, possiamo
supporre che ciascuna lettera tipografata nella pagina di un libro abbia una proba-

- bilitd p molto piccola di essere sbagliata, e cosi il numero totale di refusi & circa

poissonianc con mediz ) — np, dove n & jl (presumibilmente elevato) numero di
lettere in una pagina di testo. Analogamente, possiamo immaginare che all’interno
di una certa categoria di persone, ciascuno indipendentemente dagli altri abbia una
piccola probabilita p di Superare i cento anni di et, e quindi il numero di individui
ai quali ecapitera & approssimativamente una vaﬁﬁb_ile aleatoria di Poisson di media
A = np, dove n & il numero (elevato) di persone di quel gruppo. Lasciamo al lettore
interessato di ragionare sul perché le restanti variabili aleatorie degli esempi dal 3 al
6, debbano avere distribuzione approssimativamente poissoniana,
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Esempio 5.2.1. Supponendo che il pumero medio di incidenti settimanali in un pam:
colare tratto di autostrada sia pari 4 3, si vuole calcolare la probabiliti che la prossima
settimana vi sia almeno un incidente.. ' B o

Denotiamo con X il numero di incidenti in quel tratto di autostrada nella settima-.
na in esame. Poiché si pud ragionevolmente supporre che in una settimana passino
un gran numero di autovetture, e che ciascuna abbia una piccola probability di es-
sere coinvolta in un incidente, il numero di tali incidenti sard approssimativamente
distribuito come una variabile aleatoria di Poisson di media 3. Quindi

P(X>1)=1-P(X=0)
30,
=1--'6E8
C=1-ex 09502 O

Esempio 5.2.2. Un macchinario produce oggetti che hanno una probabilita di essere
difettosi pari a 0.1. Supponendo I'indipendenza nella qualith dei pezzi successivi,
con che probabilitd nn campione di 10 oggetti ne conterra al pill uno di difettoso?

Il numero di pezzi difettosi @ una variabile aleatoria binomiale di parametri
(10,0.1). La probabilita richiesta & quindi {17)-0.1%.0.9'%+(1%).0.1'-0.9° = 0.7361.
Usando I’approssimazione di Poisson, si ottiene invece,

10 1 ll 1

ore + ET 07358 0O
Esempio 5.2.3. Consideriamo un esperimento che consiste nel contare il pumero di
particelle alfa emesse in un secondo da un grammo di un certo materiale radioattivo.
Sappiamo dall’esperienza passata che il valore medio di questa variabile aleatoria
& 3.2; qual & una buona approssimazione della probabilitd che nell’esperimento in
esame non vengano emesse pid di 2 particelle? ‘ ‘

Se pensiamo alla sorgente come a un numero n (grande) di atomi radioattivi,
ciascunc dei quali ha una probabilita di 3.2/7 (piccola) di emettere una particella alfa
in un secondo, ci convinciamo che, con eccellente livello di precisione la variabile
aleatoria di interesse si pud approssimare con una poissoniana di parametro A = 3.2.
Quindi 1a probabilita richiesta & data da

PX<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)

=32, 32 3p 327
=g +71! e + 2!!3

322\ 4,
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Esempio 5.2.4. Una compagnia di assicurazioni riceve in media 5 richieste di rim-
borso al giomo_.";,(a) Che frazione delle giornate i'f'édrz‘i arrivare meno di 3 richieste?
(I.)) Cf)n che probabilita in una settimana iaVorati\;éiidi 5 giorni, in esattamente 3 gior:
m arrivano 4_ richieste? Si pud assumere I'indipendenza del numero di richieste che
arrvano in giorni successivi,

(:3) Poiché il numero di assicurati & elevato, ma la probabilitd che esst mandino
una'nchiesta di rimborso in un dato giorno & piccola, il numero totale di richieste
al giorno, che denotiamo con X, & approssimativamente una poissoniana. Siccome
E[X] = 5, 1a probabilita che vi siano meno di 3 richieste in un"giorno & data da

2
P(X <3)= (1 +54+ %—)e_s ~().1247
Siccome in ciascuna giornata arrivano meno di 3 richieste con probabilith 0.125 circa,

a lungo andare, nel 12.5% delle giornate vi saranno meno di 3 richieste,
(b) A causa dell'indipendenza tra le richeste arrivate nei vari giomi, il numero

_ di giorni in una serie di 5, nei qQuali arriveranno 4 richieste & una variabile aleatoria

binomiale Y, di parametrin = 5¢ p = P(X = 4). Poiché

54
p= P(X = 4) = a—[-e—s = 0.1755

si oftiene che la probabilita cercata & data da

5
PY=3)= (3) (0.1755)%(0.8245)2 ~ 0.0367 O

. La apprf)ssimazionc con variabili aleatorie di Poisson & valida anche in condizioni
pia generali di quelle in cui & stata dimostrata in questa sede. Ad esempio, se si
eseguono n esperimenti indipendenti, in cui 1a probabilits di successo dell’i-esimo
& ps, allora il numero totale di successi & circa una poissoniana di media 3 1 | p;
anche se le p; non sono tutte uguali, purché siano tutte piccole, e n sia granzl_—él X
volte. addirittura, & possibile far cadere la richiesta dell’indipendenza, a patto -che

tra gli .espeximenti vi sia una dipendenza “debole”, nel senso spiegato dal prossimo
esempio.

Esempio 5.2.5. (Si veda anche I’Esempio 4.5.6 di pagina 121.) A una festa viene
orgalm%zato ua passatempo; n persone gettano il loro cappello in centro alla stanza,
e poi c;asct}na ne riprende uno a caso. Denotiamo con X il numero di persone che
finisce con il riappropriarsi del suo cappello. Si pud dimostrare che se n & grande, X

¢ approssimativamente di Poisson con media 1. Per vedere che quanto affermato &
plausibile, poniamo '

X, = 1 selapersona i-esima sceglie il proprio cappello
0 altrimenti
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cosi da potere esprimere. X come X = X + X3+ - -+ X,,. In questo modo, si puod
pensare a X come al numero di “successi” su n “prove”, dove ovviamente la prova
t-esima ha successo se 1i-esimo partecipante finisce con 1'impossessarsi del proprio
cappello. Siccome i cappelli con i quali pud finire sono n, segue che

P(X;=1)=

Sl

Cosa si pud dire sull’eventuale indipendenza detle X;7 Consideriamo due indici

diversi, i e j: la probabilith condizionata P{X; = 1|X; = 1), che la persona i scelga
il proprio cappello sapendo che la persona 7 lo ha fatto, & data da

1

527
infatti n — 1 sono i cappelli rimasti disponibiti per i quando sappiamo che § ottiene
il suo. Confrontando le due Equazioni (5.2.6) e (5.2.7) possiamo notare che Xie X;
non sono indipendenti (perché altrimenti le equazioni avrebbero avuto il medesimo
valore), e tuttavia la dipendenza & abbastanza “debole”, soprattutto per n grande, per-
ché 1/n e 1/(n— 1) non sono molto diversi. Non stupisce allora che la distribuzione
di X sia approssimativamente di Poisson. 11 fatto che E[X] = 1 segue poi perché
la (5.2.6) implica che E[X;] = 1/n,eda ‘ :

EX]=E[X1+Xa+--+ Xp
= ElX)] + E[Xo) + - + E[X,]
=nE[X||=1 O '

La distribuzione di Poisson & riproducibile, nel senso che la somma di due pois-
soniane indipendenti & ancora una poissoniana. Per dimostrarlo, siano assegnate due
variabili aleatorie di Poisson e indipendenti, X; e X, di parametri rispettivamente
A1 € )3, e calcoliamo la funzione generatrice dei momenti della loro somma:

Dx+%,(t) = dx, (t)q!b-(2 ) perla Proposizione 4.8.1
= exp{Ai (e’ — 1)} exp{ha(e’ — 1)} peér I'Equazione (5.2.2)
= exp{(A1 + Ao)(e* ~ 1)}

Siccome exp{(A1 + A2)(e* — 1)} & la funzione genetratrice di una poissoniana di
media A; + Az, € ¢x, 4 x, determina la distribuzione di X; + X (si veda 1'Osser-

vazione 4.8.1), si deduce che X; + X, & una variabile aleatoria di Poisson di media

AL+ Aa.

Esempio 5.2.6. Si & stabilito che il numero di apparecchi difettosi prodotti giornal-
mente da uno stabilimento che assembla impianti stereo, & una variabile aleatoria

(5.2.6)
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di Poisgoxll di media 4. Qual &1a probabilita’che nell’arco di 2 giomi non vengano
prodotti pid di 3 stereo difettosi? S
Denotiamo con X, e X, il numero di impianti difettosi prodotti nei due giorni.

Ne'll’ipotesi che queste due variabili aleatorie siano indipendenti, X, 4 X2 & una
poissoniana di media &, e allora '

3 -

. 8!
PX1+X;<3)= § :i—,,_e**‘ ~0.04238 O

i=0 -

3.2.1 Calcolo esplicito della distribuzione di Poisson

Se X & una variabile aleatoria di Poisson di media A, allora

P(X=it1) MHed g,
P(X=i)  G+DINe* 141 (5.2.8)

E possibile utilizzare I’Equazione (5.2.8) ricorsivamente, a partire da PX =0) =
Y . :
e ", per calcolare successivamente ' '

P(X =1) = AP(X = 0)
P(X=2)= %p(jr ~1)

P(X=£+1)=£—1.-3P(X=i)

Il_Pr.ogra'mn?a .5.2 del software abbinato al libro calcola le probabilith relative alle
distribuzioni di Poisson, usando Precisamente questa strategia.

3.3 Variabili aleatorie ipergeometriche

Una.scatola contiene N batterie accettabili e M difettose. Si estraggono senza rimes-
5a € 1n maniera casuale n batterie, dando pari probabilita a ciascuno degli (N ':M } sot-
tomnsiemi possibili, Se denotiamo con X il numero di batterie accettabili contenute
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nel campione estratto, non & difficile convincersi che’

E

()

; , i f\n~—i

POO=9= 7% 0y
T

Definizione 5.3.1. Una variabile aleatoria X che abbia massa di probabilita data

dall’Fquazione (5.3.1) si dice ipergeometrica di parametri NV, M ¢ n.

i=0,1,...,n (5.3.1)

Esempio 5.3.1. Per assemblare un sistema, si prendono a caso 6 componenti da una
cassa contenente 20 componenti usati. Tl sistema montato funziona solo se rai 6
componenti impiegati, quelli guasti non sono pid di 2. Se nella cassa vi erano 15
componenti efficienti e 5 guasti, qual 2 la probabilitd che il sistema funzioni?

Se diciamo X il numero di componenti funzionanti tra i 6 estratti, X & ipergeo-
metrica di parametri 15, 5 e 6. La probabilita richiesta & quindi

- 6 .
P(X > 4) =ZP(X =)

(”) O+BO+BO |
(,0) 0.8687 O

Volendo determinare media e varianza di una variabile aleatoria di questo tipo,
immaginiamo che le batterie siano estratte una alla volta, e sia

X e 1 sela i-esima batteria estratta & accettabile
0 altrimenti
Siccome se non sappiamo nulla delle altre la batteria s-esima pud essere una
qualunque delle N + M disponibili con pari probabilita,
N

PXi=1)= 537 (5.3.2)

Daltronde, se ¢ # j ed & noto che la batteria i-esima & accettabile, allora quella j-
esima pud essere una qualunque delle N + M — 1 disponibili, di cui N — 1 sono

3 Stiamo qui adottando la convenzione che, se r > m oppure r < 0, allora ':‘ = 0, in modo da
permettere che alcune delle probabilith P{X = i) siano in effetti nulle. Diversamente dovremmo
notare che se # > N, X non pub assumere i valori da N + 1 a n (non vi sono batterie efficienti a
sufficienza), e analogaments s¢ 1 > M, X non pud assumerei valoridalan — M —1 (perché non
vi sono abbastanza batterie difettose). Per la precisione cosi i valori possibili per X non vanno da 0
a n, ma da max(0, = —-M) a min(n, N)}. '
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accettabili, per cui

ﬁ(x o1 X = 1) = (X, _1|x ~D)P(X;=1)
N-1 N

TN+M-1 N+ M :33)
Si pud notare che ciascuna delle X; & una bernoulliana, quindi in particolare,
E[X] = P(X; =1) = — 534
il =PXi=1=rtW (3.34)
NM
Var(X;}=P(X;=1D)P(X; =0)= — 3
(X:) = P(X; = 1)P(X; )7 1 M) (5.3.5)

Utilizziamo a questo punto il fatto che X & la somma delle X;, per ottenere la sua

" media:

E[X|= E[Z Xi] = ZE[X,] =ng M (5.3.6)
i=] i=l

Per quanto riguarda la varianza, 'Equazione (4.7.9) di pagina 127, fornisce una for-
mula per il calcolo della varianza della somma di variabili aleatorie anche quando
esse non siano indipendenti. Nel nostro caso essa diventa

Var(X) =Y Var(X;) +2 Zn:\z Cov (X, X;) (53.7)

422l =2 i<j

" Per determinare il valore del termine Cov(X;, X;) = B[X:X;] — E[Xa]E[XJ] ci

serve E[X;X;]. Si noti che X;X; & ancora una bernoulliana (mfattl pud valere solo
0 oppure 1), e quindi :

B[XiXj] = P(XiX;=1)
=P(X;=1,X; = 1)
___NW-1)

" INT M+ M-1)

da cui si ricava, sostituendo ia (5.3.8) € la (5.3.4) e svolgendo i calcoli, che

perla(5.3.3) (5.3.8)

o N(N —1) N Y
Cov(X;, X;) = (N+M)N+M-— 1)'_ (N+M)
-NM

TIN+MEN+M 1)

Sostituendo questo risultato in ciascuno degh (3) = n(n — 1)/2 addendi della
sommatoria doppia nel secondo membro dell’Equazione (5.3.7), e quindi anche 1a
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varianza delle X;, trovata con la (5.3.5), si ottiene che

nNM n(n—1)NM
Ve = My T AR MP M-
nNM n—1
EW+MFO_N+M—J | (539)

Ovvero, se indichiamo con p la frazione di batterie efficient, Ia (5.3.76) e la (5.3.9)
divengono '

N E[X]=np
=

VM ) = mplt - )1 - |

E interessante notare che se si fissa p e si fa tendere N + M all’infinito, Var(X)
tende a np{1 — p), che & 1a varianza di una variabile aleatoria binomiale di parametri
(n, p). (Perché questo comportamento non ci deve stapire?)

Esempio 5.3.2. Sia NV ‘il numero incognito di animali che popolano una certa regione.
Per stimare le dimensioni della popolazione, gli ecologi spesso realizzano il scguente
esperimento, Catturano una prima volta un certo numero r di animali, 1i marcano in
gualche modo e li liberano. Dopo avere lasciato passare un tempo sufficiente perché
tali esemplari si mischino nuvovamente con [’intera popolazione, si esegue una nuova
cattura di n animali. Sia X il numero di prede che vengono trovaie marcate. Se si
accetta che il numero totale di animali non sia cambiato tra le due catture, e che nella
seconda ogni animale della popolazione aveva pari probabilith di essere preso, X &
una variabile aleatoria ipergeometrica con funzione di massa data da

6)(0)
if\n—i
P(X =1i) =
(X =)= ~pg=ts

n
Supponiamo allora che si osservi un valore di X pari a ¢.. Cid significa che nella
seconda cattura, Ia frazione di animali marcati & stata di i/n. Assumendo che questa
gia approssimativamente uguale alla frazione r/N di animali marcati nell’intera po-
polazione, e risolvendo la semplice proporzione i : n = r : N, si ottiene che rn/i
& una stima del numere di animali della regione. Quindi, se nella prima battuta si
catturano r = 50 animali, che vengono marcati e poi liberati, e nella seconda se ne

prendono n = 100 di cui X' = 25 marcati, si stima che la popolazione complessiva
sia intorno ai 200 esemplari. O
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Esiste una relazione tra le variabili aleatorie binomiali e quelle ipergeometri-

che. Essa ci sari utile nello sviluppare test stattstlm che riguardano due popolazioni
binomiali. :

Esempio 5.3.3. Siano X ¢ Y due vanablh aleatorie binomiali e indipendenti, di

patametri (n, p) e (m, p) rispettivamente. La funzione di massa di X, condizionata™
all’evento che X 4+ Y = &, 2 come segue.

PX=iX+Y =k)=
_PX=iX+Y =k

PX+Y =k)

_PX=i¥V=k—i) X+Y=keX =i
PX+Y =k) quindi Y =k — ¢
_PX=9)PY=k-i) per I'indipendenza di -

PX+Y =k) XeY
L P n—if ) ki ~k+i
. 1~ i if1 — py™
— (‘l)p (1-#) (k -~ 'i)p 1-p) per ’Osservazione
n+m ; 5.1.1
~ p}t+m—k
(" ) - pne |
fn m e '
if\k—1 - . .
=.“‘—_—-(n m 7 si semplifica mtto
S

Scopriamo quindi che la distribuzione di X condizionata al valore di X + Y &
ipergeometrica.

Questo risultato pub anche essere ottenuto con un ragionamento astratto. Sup-
poniamo infatti di eseguire n + m ripetizioni indipendenti di un esperimento che ha
probabilith p di avere successo. Siano X i successi nei primi n tentativi e ¥ quelli
nei restanti m. Se sappiamo che il numero totale di successi & stato k, ovvero se
condizioniamo all’evento {X + Y = k}, cid non modifica I'omogeneita delle prove,
che (pur non pit indipendenti) hanno tutte le stesse probabilita di avere successo;
& quindi intuitivo che ciascun sottoinsieme di k prove abbia la stessa probabilita di
costituire I’insieme delle prove riuscite. Le k prove riuscite, sono percid distribuite
come se fossero estratte a caso trale n+m dis_:ponibili. Per questo il numero di prove
riuscite che fanno parte delle prime n & una variabile aleatoria ipergeometrica. [ }
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Figura54  Densita di probabilita per una variabile aleatoria uniforme su (o, A

5.4 Variabili aleatorie uniformi

Definizione 5.4.1. Una variabile aleatoria continua si dice uniforme sull’intervalio
[a, 8], se ha funzione di densita data da

flz) = B'—aA wasesh 64D
0 . altriment

1l grafico di una densita di questo tipo & illustrato in Figura 5.4. Si noti che essa

soddisfa le condizioni per essere unta densiti di probabilitd, in quanto

/_:f(z)d:n=ﬁéa‘/a’6dm=l

Per potere assumere la distribuzione uniforme, nella pratica, occorre che la va-
riabile aleatoria abbia come valori possibili i punti di un intervallo limitato [c, 8];
inoltre si deve poter supporre che essa abbia le stesse probabilita di cadere vicino ad
un qualunque punto dell’intervallo.

La probabilita che una variabile aleatoria X, uniforme su [, 3], appartenga ad un
dato intervallo contenuto in [«, 3] & pari al rapporto tra le lunghezze dei due intervalli.
Infatti, se [a,b] & contenuto in [a, 8] (si veda 1a Figura 5.5),

’ 1 b b—a
P(a<X<b)=ﬁ_a/a do =g (5.4.2)

Esempio 5.4.1. Sia X una variabile alcatoria uniforme sull’intervallo [0,10]. Si
trovino le probabilitiche (@) 2 < X <9, (b1 < X <4, () X <5,(d) X > 6.
Le rispettive risposte sono (a) 7 /10, (b) 3/10, (c) 5/10, (d) 4/10. 0

““‘“lv:.,n
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Esempio 5.4.2. Ad una certa fermata passa un autobus ogni 15 minuti a cominciare
dalle 7 (quindi gl}e 7.00, alle 7.15, alle 7.30, e cosi, via). Se un passeggero arriva alla
fermata in un momento casvale con distribuzione uhiforme tra le 7 ¢ Ie 7.30, si calcoli
con che probabilith dovra aspettare il prossimo autobus per (a) meno di 5 minuti; (b)
almeno 12 minuti.

(a) Sia X Vistante (espresso in termini di minuti dopo le 7) in cui questa persona
arriva alla fermata. X & ovviamente uniforme sull'intervallo [0, 30}. Siccome il pas-
seggero deve aspettare meno di 5 minuti solo se arriva tra le 7.10 e le 7.15, oppure
tra le 7.25 e le 7.30, la probabilita richiesta & data da

P(10<X<15)+P(25<X<30)=§6+35—0=%—

(b) Analogamente, egli deve attendere per almeno 12 minuti se arriva trale 7 e le
7.03 otra le 7.15 e le 7.18, quindi la probabilita cercata 2 pari a
PO<X<3)+PI5<X<18 =4+ -1 ¢
30 30 5

Determiniamo ora la media di una variabile aleatoria X, uniforme su [, B):

BX] = /: rdx

A —-a
_ 52_02
~2(f—a)
_B-a)f+a) a+p ‘
= 203 —a) = {5.4.3)

+ Percid il valore atteso di una variabile aleatoria uniforme & il punto medio del suo

intervallo di definizione, come si poteva intuire direttamente senza fare i calcoli.
(Perché?)

“LE

Figura 55 La probabilitd di un intervallo di valor, per una variabile aleatoria

“uniforme. .
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Per ottenere la varianza ci serve il momento secondo.

B 22dy
E{X2]=fa ;

—o
.63_0’3
RECEYS

_+aof+ B

- TXErs

quindi

Var(X) 3 2

_a’-2af+ 3
- 12 7
(-B - 04)2 (5.4.4)

12

_Ptaf+ P (a+ﬂ)2

Esempio 5.4.3. La corrente I che attraversa un diodo a semiconduttore & determinata
dall’equazione di Shockley :
' I=Ie -1)

dove V & la tensione ai capi del diodo, I 1a comrente di inversione, ed a & una costante.
Si trovi E(I] quando @ = 5, Iy = 1075, e V & uniforme sull’intervallo (1, 3).

E[1} = E{lo(e* — 1)
= L(Fle®V] - 1) per la linearita di E

3 1
= 10—"’/ %1 g - 1076 si noti che fir(2) = 7 1<z<3
1

= 10"7(315- -e)—-10"°%0.3269 O

L'esempio che segue fornisce un’illustrazione di come si possano _u.sa.re.i sem-
plici numeri generati dal calcolatore per simulare esperimenti probablj'lstlm aJ.1ch¢?
complessi. Consideriamo una clinica sperimentale che desidera testare I'efficacia dl
un nuovo farmaco per ridurre il livello di colesterolo nel sangue. Vengono ass_un'u
1000 volontari che si sottopotranno al test. Per non trascurare 1a possibilita che il 11-_
vello di colesterolo durante il periodo di somministrazione possa cambiare per fattoq
esterni (come i cambiamenti climatici), si decide di dividere i volontari in 2 g.l'llppl
di 500: quello di trartamento, a cui viene somministrato il farmaco e que_lh.) di con-
trollo, a cui viene dato un placebo. Sia ai volontari, sia a coloro che sommm1stra1?o il
-farmaco non viene rivelata la composizione dei gruppi, per evitare reazioni emotive.

_ gruppo di trattamento. Come si pud realizzare questo esperimento casnale?

3.4 Variabili aleatorie uniformi 16/

Numeri psendocasuali generati tramite personal computer

Le variabili aleatorie uniformi su [0, 1] rivestono particolare importanza nella I
pratica, perché sono quelie pia direttamente generabili al calcolatore, In effettj
la quasi totalita dei sistemi informatici ha delie funzioni interne per generare
quelle che, con un buon grado di approssimazione, sono successioni di varia- ,
bili aleatorie uniformi su [0, 1] ¢ indiperidenti. La Tabella 5.1 & un esempio di
questo genere: presenta un insieme di 240 numeri casuali di questo tipo, gene-
rati tramite un comune personal computer. La generazione di variabili aleatorie I
con il calcolatore & importante in probabilita e statistica, in quanto permette di
stimare empiricamente, tramite delle simulazioni, diverse probabiliti e valori
attest, 3 : '#

m

E chiaramente di fondamentale importanza i modo in cui vengono formati i due
gruppi. Si desidera infatti che essi siano pid simili possibile in et gli aspetti tranne.
la composizione della sostanza somministrata: in questo modo si pud senz’altro con-
cludere che ogni differenza significativa nella risposta dei due gruppi sia realmente’
dovuta al farmaco. Vi & accordo in generale sul fatto che il miglior modo per ottenere
questo risultato sia quello di sceglire i 500 volontari di un gruppo in maniera com-
pletamente casuale, ovvero la scelta dovrebbe essere fatta in modo che ciascuno dei.
(1500?) sottoinsiemi di 500 volontari abbia Id stessa probabilith di essere scelto come

Esempio 5.4.4 (* Scelta di un sottoinsieme casnale). Consideriamo un insieme di
n elementi, numerati con gliinteri 1,2, ..., n. Si vaole scegliere a caso uno dej suoi
(k) sottoinsiemi di cardinalita , in modo che abbiano tutt Ia medesima probabilita
di essere selezionati, ' ' .

Per risolvere questo problema a prima vista complesso, partiamo dalla fine, ¢
supponiamo di avere effettivamente generato nel modo richiesto uno dei sottoinsiemi
di k elementi. Per j = 1,2,...,n, poniamo -

' I 1 sel’elemento j-esimo & nel sottoinsieme
’ 0 altrimenti

e calcoliamo la ditribuzione condizionata di Iidai I, b, .., I;_y. Per prima cosa
notiamo che la probabilith che elemento 1 stia nel sottoinsieme & k/n (lo si pud ve-
dere (1) o perché vi & una probabilita di 1 /n che Pelemento 1 sia il j-esimo elemento
estratto, per j = 1,2,... . k: (2) o perché la frazione di esiti della selezione casuale
che contengono I'elemento 1 & data da 8 G/ (3 = k/n). Per questo abbiamo
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Tabella 5.1  Numeri casnali generati da un computer

0.6287 0.1304 0.0694 0.2071- (.1494 0.0373 0.6140 06661 0.8396 0.832]1
02878 0.8574 0.1152 0.1937. 03201 #0.4293 06524 0.679_,{3;;- 0.0002 0.0125
03292 0.6378 04862 0.679:"?.' 0.2026 - 0.3157 0.0295 09514 0.5085 0.5453
04719 04071 0.7671 0.5883 04498 03682 05668 0.1206 0.4755 0.8426
03353 0.6691 0.0880 09331 0.7707 0:1458 0.7114 0.7318 09625 0.9020
0.5553 0.2042 07008 0.5509 0.2435 0.6768 0.4588 0.0831 0.9798 0.4409
01156 0.8310 0.1879 0.8040 0.2126 0.5262 04720 0.8021 0.0785 08332
0.7614 0.0122 02017 01074 0.1099 04003 0.0623 0.0290 0.9150 0.7234
04791 0.4884 04062 07403 06981 0.0029 0.0854 0.6503 0.6172 0.4377
0.2817 0.9549 0.4096 0.5610 0.4i50 03068 00134 0.7427 09964 0.3080
0.2380 0.0587 0.1769- 0.7661 05029 0.7902 03543 0.2176 0.0468 0.8749
0.3294 (.8258 0.3312 0.7830 0.7511 0.9578 0.6719 0.9788 0.9245 0.5355
0.2306 0.2930 0.0518 0.1438 0.9940 0.6689 0.1360 0.8925 0.9689 0.3086
02136 0.0775 04149 0.1647 0.1828 02529 02119 03511 04916 0.3354
04055 05846 07221 03177 03021 0.8223 04015 0.4745 02977 02342
03095 0.7528 0.0774 05026 03785 0.0179 04036 0.7699 0.0603 0.2589
0.6763 0.0517 0.5855 -0.6920 0.7153 08710 05628 0.0734 0.6313 0.8521
0.9706 0.5958 03707 07006 0.9524 03181 05531 05894 0.0241 0.4821
0.5441 03833 0.2116 0.8870 04703 0.5724 0.0769 0.2379 0.1527 0.6095
0.0204 04900 0.1903 0.6979 0.1870 0.5738 {.5360 0.4076 0.9481 0.9872
0.8941 05272 0.5608 0.6799 0.2557 0.3492 0.0900 04304 02744 09811
0.3490 0.0638 09424 03615 04435 0.7067 06218 0.0370 04794 0.3303
0.1105 0.8843 (.6817 0.2674 0.7234 0.3599 0.0001 0.6404 0.4855 0.3589
02023 07191 0.2734 0.0773 0.8761 0.4052 0.7219 0.4130 0.6764 0.2780

che k
P =1)= - ' (5.4.5)

Calcoliamo adesso la probabilitd che I’elemento 2 appartenga al sottoinsieme, condi-

zionata ad I;. Se I} = 1, a parte il primo, i restanti &k — 1 elementi del sottoinsieme

vengono scelti a caso tra gli n — 1 elementi disponibili dell’insieme di partenza.

Percid in analogia con quanto gia detto per ’elemento 1, otteniamo che
P(Lh=15L=1)= L (5.4.6)

n—1
Similmente, se I} = 0, allora il primo elemento non appartiene al sottoinsieme, e i k
elementi di quest’ultimo vengono scelti a caso tra gii altri n — 1 elementi, cosi che

k

P(h=1] =0) = —— ' G4T)

n—1
Mettendo assieme le Equazioni (5.4.6) e {5.4.7), si pud dire che

k-1
Plly=1l1) = =—

e
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e, generalizzando questo procedimento, si arriva a scoprire che

S
P(lj =1l b,... 1) = ¥= 2= fi
(J+l I b 42, :IJ) ﬂ—j y _ly'-':n (548)
infatt.i 2%, I; rappresenta il numero di elementi tra j primi § che appartengono al
sottoinsieme, cosi che condizionando ai valori dj [ 1,42, ..., I;, restano k — Zf 1 i
=

elementi del sottoinsieme che devono essere scelti tra

li n - j§ che ri
dell’insieme di partenza. ’ 7 e oo

Riconsideriamo il problema dall’inizio. Se I7 & una variabile aleatoria unifor-
me su'[O,‘l], €0 <a < 1,allora P(U < a) = q. Si possono percid utilizzare le
Equa.zm.m (5.4.5) e (5.4.8) per costruire un sottoinsieme casuale con le caratteristi-
cht_:nchleste: si genera una successione U1, Uz, ... di(al pii n) variabili aleatorie
uniformi su [0, 1] ¢ indipendenti, e quindi si pone

k
I 1 seU1<E

It

0 altrimentj
eperj=1,2,...
k—-Lj—- -1
1 sel < 2
Ij—f-l = i+l n—j
0 altrimenti

1 procedimento termina non appena Iy + - - - + I; = k, e a quel punto il sottoinsieme

casuale consiste dei & elementi le cui corrispondenti funzioni indicatrici I sono pari
al. In formule, § := {i: I; = 1}.

. Per esgmp!iﬁcare, sek=2en=35,il diagramma ad albero della Figura 5.6
illustra la fecmca appena descritta. Il sottoinsieme casuale S & dato dalla posizione
finale sull’albero, che viene percorso dalla radice alle foglie, scegliendo ad ogni bi-

. Vio a seconda del valore di una nuova varjabile aleatoria vniforme. Si noti come la

p.robabiliti di ﬁm're' in_ una qualsiasi delle posizion; finalj & sempre pari a 1/10, come
si pud vedere moltiplicando le probabilita di muoversi lungo 1'albero fino al punto

desiderato. Ad esempio, la probabilitd di terminare nel punto etichettato § = {2, 4}

& P(U; > 04) - P(U3 < 0.5) -P(Us > 1) P(Usy> 1) =06.05. 2.1-01.0
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§=11.4 5=(1,5 S=i2.4 S5={251 5=13, 4 §=[3,5

Figura 5.6  Diagramma ad albero per la generazione di un sottoinsieme casuale di
2 elementi, partendo da un insieme di 5. Si noti come il prodotto delle probabilita
degli eventi che caratterizzano i rami (dalla radice a una qualsiasi foglia) sia sempre
paria 1/10.

5.5 Variabili aleatorie normali o gaussiane

Definizione 5.5.1. Una variabile aleatoria X si dice normale oppure gaussiana di
parametri i e o2, e si scrive X ~ N (u,0?), se X ha funzione di densith data da®

Y
flz) = _\/QIE_U exp{—(“’—“)—}, vzeR (55.1)

202

La densiti normale & una curva a campana simmetrica rispetto all’asse ¢ = p,
dove ha il massimo pari a (0+/21)~! = 0.399/0 (si veda la Figura 5.7).

La distribuzione normale venne introdotta nel 1733 dal matematico francesce
Abraham De Moivre, che la utilizzd per approssimare le probabilith associate a va-
riabili aleatorie binomiali quando il paramétro n & grande. 11 suo risultato fu poi
esteso da Laplace e altri, fino ad essere incluso in un enunciato di teoria della proba-
bilita noto come feorema del limite centrale (si veda la Sezione 6.3). Quest’ultimo
fornisce 1a giustificazione teorica di un fatto evidente dall’esperienza empirica, ov-
vero che molti fenomeni casuali seguono una legge approssimativamente normale.

6 Perla verifica che questa 2 una funzione di densitd valida, si veda il Problema 29.
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4736 o u u+e #30

Figura 5.7  Grafici di densita gaussiane, (a) la normale sthndard, conp=0eoc=1
¢ (b) una generica di parametri ueo.

Alcuni esempi di tale comportamento sono 1z statura delle persone, la velocith in -

;:iigstlzluna direzione di una molecola di gas, gli errori di misurazione delle grandezze
siche. ' o -

La funzione generatrice dei momenti di una variabile aleatoria gaussiana di

parametri 2 € o si deduce come segue: ;

#(t) = E[e¥} |
1 o0 (z — u)?
= iz . [
Vino ,/;m € exp{ 202 } dz
1 oo : \
= tovte)e—1*/2 gy ¢ T —
e ‘/_we € dx © . ponendo y = Tp’

R

et 20 - 2,2
_ eth2/2/ exp{-y ‘20ty+cr t }dm

2o 2
) Uztz oo 1 . 2
= exp{ut+ } ol pd oty
2 —oo V2To e { 2 dz
e ; o.ztz
el L (5.5.2)

dove I'Pltin'la ugua.igl'ianza segue perché l’esp:;é‘ésione dentro I’integrale rappresenta
la de.nsn_a c-ix probabilitk di una variabile aleatoria normale di parametri ot e 1, e come
tale il suo integrale su tutto R & pari a 1. ' '
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Derivando I'espressione della funzione generatrice data dall’Equazione (5.5.2) si
ottiene e o o

_ 242
¢ (t) = (n+o™t) exp{ut + J—;—}
’ : 0.2 2
¢"'(t) = [o® + (ju + 0°t)?) exp{m: + —Tt-}

da cui ricaviamo i primi due momenti ¢ la varianza di una variabile aleatoria

gaussiana:
ElX]=¢'(0)=p ' (5.5.3)
E[X? = ¢"(0) =" + 4
Var(X) = E|X? — E[XP =c* (5.5.4)

Cosi che i parametri p € o2 rappresentano rispettivamente la media e la varianza della

distribuzione normale.
Un risultato importante riguardo questo tipo di variabili aleatorie & che se X &
gaussiana e ¥ & una trasformazione lincare di X, allora Y & a sua volta gaussiana.

L’enunciato seguente precisa quanto deito.
Proposizione 5.5.1. Sia X ~ N (u, o?),esiaY = aX + B, dove ore J sono due

costanti reali e & # 0. Allora Y & una variabile aleatoria normale con media ap + 3

e varianza a2o>.

Dimostrazione. Calcoliamo la funzione generatrice di Y
E[et[ax+ﬁ)] — eﬁtE[eutX]
=Pt ox (at)
oralt?
2

2
om0+ 2

= Pt exp{pat + } perla(5.5.2)

L'Equazione (5.5.2) afferma che I'espressione ottenuta & la funzione generatrice di
una variabile aleatoria gaussiana di media ap + 3 e varianza a?g?. Siccome la fun-
~ zione generatrice di Y ne determina la distribuzione (si veda 1’Osservazione 4.8.1),

quanto detto dimostra I’enunciato. _ a

Un corollario della precedente proposizione & che se X ~ A (p,0?), allora

X—p
o

Z =
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;1 ;u::a ‘vari-ab'%le: ?leatoﬂa normale con media 0 e varianza 1. Una tale variabile
aleatoria si .dlcet !r'za;l'n:aie standard; la sua funzione di ripartizione riveste un ruolo
- importante in statistica ed & normalmente indicata ¢on il simbolo :

N S A
®(x) = -\/2_7/_003 ¥y, vreR (5.5.5)

ausll.fatto dci:he Z = (X - {4}/ abbia distribuzione normale standard quando X &
gaussiana di media 4 e varianza o2 ci permette di esprimere le probabilith relative a

X in termini di probabilita su Z. Ad io- noti
5 i tmink di pr . Ad esempio per trovare P(X < b), notiamo che

X - —
#<b i
o 2]

cosi che

P(X <b) = p(X"“ <b*__#)

a o

o
_pfb—s
=: ‘I’(_"U ) (5.5.6)

Analogamente, per ogni a < b, si ha che

a [va Fr i
a— T

Pa<X<b)= P(“—P<X—#< b*-u)

o
:P(z<b‘__“)_p(z<a~u)
g o
— b—p a—p
"‘I’(T )"'I’( - ) (5.5.7)

; 11’In entn.lmbi 1 casi ci stamo ricondotti a determinare un valore di ®(z). L'integrale
e Ef;uazwne (5.5.5) chfa definisce questa funzione non si pud risolvere analitica-
fne:]te,' & comunque possibile calcolare ®(z) usando delle approssimazioni, come
:1 :ﬁvc;ns.tabtgaftx con 4 cifre di precisione in Appendice nella Tabella A.1; 11’1 alter
1 puo fare approssimare il risultato da un calcolatore, ad io 4 il
Programma 5.5a del software di questo libro. et wsendo X
3 E‘,Nono.e?.btaillnte la tabella in Appendice riporti $(z) solo per valori non negativi di
» © possibile ottenere ®(--z) usando la simmetria della distribuzione rispetto a 0
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P{Z>x)

P@<) \
%y
Y
x

¥
,1///:/%11/'2
-X

0

Figura 5.8  Probabilith di eventi simmetrici per una variabile aleatoria normale
standard Z.

Infatti, sia z > 0 e supponiamo che Z rappresenti una variabile aleatoria normale
standard, allora (si veda la Figura 5.8), : '

B(—z) = P(Z < —x)
=P(Z > ) per simmetria
=1-P(Z <z)=1—d(z) (5.5.8)

Cosi che ad esempio

P(Z < —1)=&(—1)=1—&(1) ~ 1 - 0.8413 = 0.1587

Esempio 5.5.1. Sia X una variabile aleatoria normale con mt;dia f = 3 ¢ vartanza
o? = 16. Si trovino (@) P(X < 11); () P(X > ~1); @ P2 < X < 7).
(a) Poniamo al solito Z := (X — p)/o, :

P(X<11)=P( 5 -

=P(Z <2)
= ®(2) ~ 0.9972 .

X -3 11—3)

{b) In modo del tutto analogo,

PX>-1)= P(¥ > _14_ 3)
=P(Z>~1)
=P(Z <1)

= (1) ~ 0.8413
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{(¢) Infine

4 "7 <3
=P(-1/4< Z <1)

= &(1) — B(—0.25)

= (1) - 1+ ®(0.25) = 04400 [

P(2<X<7)=P(2_3 X-3 7—3)

Esempio 5.5.2. Per trasmettere un messaggio binario (“0”, oppure “1”) da una sor-
gente A ad un ricevente B tramite un canale (ad esempio un filo elettrico), si decide
di mandare un segnale elettrico di 2 vol¢ se il messaggio era “1” e di —2 volt se il
messaggio era “0”. A causa dei disturbi nel canale, se A invia il segnale z, z = +2,
il ricevente B riceve un segnale R = z+ N » dove la variabile aleatoria IV rappresenta
il rumore (noise) del canale. Alla ricezione di un qualunque segnale R, si decodifica
il messaggio con la seguente regola: -

se B > 0.5, sidecodifica “17
se R < 0.5, sidecodifica “0”

Giustificati dal fatto che solitamente il rumore del canale ha distribuzione normale,
determiniamo le probabilith di decodificare erroneamente il messaggio nell’ipotesi
che N ~ N (0,1). _

Vi sono due possibili tipi di errore: (1) decodificare “07 quando & stato trasmesso
“17; (2) decodificare “1” quando & stato trasmesso “0”, 11 primo si verifica quando il
messaggio e “1” e 2 + N < 0.5, mentre il secondo si verifica quando il messaggio &
“0"e -2+ N > 0.5. Percid

P(errorelil messaggio & “17) = P(N < —1.5)
= 1- &(1.5) ~ 0.0668
P(errofe]il messaggio & “0”) = P(N > 2.5)
=1-~93(25) ~0.0062 O

Esempio 5.5.3. La pdtenza W dissipata da una resistenza & proporzionale al quadrato
della differenza di potenziale V ai suoi capi. Ovvero,

W =ri?
dove r & una costante. Siar = Y e sj supponiamo che V sia (con buona appros-

simazione) normale di media 6 e deviazione standard 1. Si trovino (a) EW]; )
P(W > 120).
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() Si usa in maniera inusuale la formula Var(V) = E{V? - F[V]z:
B = B --
- =3E[V¥
=3(Var(V) + E[V]*)
=3(14+6%) =111
(b) Di nuov-'o poniamo Z = (V — E[V})/1/Vz_ar(V) = V — 6, in modo che sia
Z~N(O1): _ _
P(W > 120) = P(rV* > 120)
= P(V > +/40) _
— p(F52 > Vi - o)
~ P(Z > 0.3246)
=1 - $(0.3246)
=~ 03727 [

La distribuzione normale & riproducibile, nel senso che la somma ('ii va{'iabilf
aleatorie normali e indipendenti ha essa stessa dis‘;tril.nuzione 1.10rmale. Siano u?fatu.
Xi1,X5, ..., X, delle vanabili aleatorie nongali e ntdlpendentl, dove X; ha media yu;
e varianza o?. La funzione generatrice di 3 v ; X; & data da

¢(t)'= Elexp{tX; + tX3+ - + tX}]
= EletX1etXa | gtXn]

n
= H E[thi]
i=1
n a._ztz
=1

4?
= exp{ 4+ N

dove si & posto

per indipendenza

perla(5.5.2)

o
b= Zf-"l’r

i=1

n
7= 3ot
i=1
Poiché }°7 | X; ha la medesima funzione generatrice di una variabile aleatoria
7 laf i ina i i ivoca la distribuzione
N (,ﬁ, &2), e la funzione generatrice determina in maniera univoca la :

n ; dia 37, ju; e varianza > o s
si conclude che }_1 | X; & gaussiana con me i=1 Fh =1

-

. poilici,
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Esempio 5.5.4}.._ I dati a disposizione dei meteorologi indicano che le precipitazioni
annuali a Los Angeles hanno distribuzione normale con media 12.08 pollici e devia-

zione standard 3.1 pollici. Assumiamo anche che le precipitazioni di anni successivi
siano indipendenti.

(a) Si trovi la probabilita che Ie precipitazioni dei prossimi 2 anni Superino compies-
sivamente i 25 pollici. '

(b) Si trovi la probabilita che le precipitazioni deli’anno prossimo superino queile
dell’anno successivo per pii di 3 pollici.

(a) Sia Z ~ N'(0,1) e siano X, e X; le precipitazioni dei prossimi due anni. La
somma X + X, & normale con media 2 x 12.08 = 24.16 e varianza 7 x (3.1 =
19.22. Ne segue che '

X1+X,— 2416 25—24.16
PX;+X;,>25) = P( — > )
(X1 + % > 25) V19.22 V19.22
~ P(Z > 0.1916) ~ 0.4240
{b) Siccome — X, 2 gaussiana con media —12.08 e varianza (—1)2 % (3.1)2 (per

la Proposizione 5 3.1, applicatacon o = ~1 & A = 0, sihache X

— X3 & gaussiana
con media nulla e varianza 19,22, Quindi

P(Xi> Xz +3) = P(Xy — X, > 3)

Xi-X; 3 )
=P >
( Vv19.22 T /1932

~ P(Z > 0.6843) == 0.2469

Riassumendo, vi & una probabilith del 42.4% che nei prossimi due anni cadano

a Los Angeles pid di 25 pollici di pioggia, e vi & una probabilta del 24.69% che le
precipitazioni dell’anno prossimo superino quelle dell’anno successivo per almeno 3
: O

Introduciamo ora una notazione che semplificherd molte delle formule per gli
intervalli di confidenza del Capitolo 7 e per i test statistici del Capitolo 8. Per ogni
@ € (0,1}, definiamo il numero z, in modo che siz

P(Z>2)=1-8(za)=a (5.5.9)

Ovvero, definiamo z, := ®~1(1 — @), in modo che Ia probabilita che una normale
standard assuma un valore maggiore di z, sia esattamente o (si veda la Figura 5.9),
11 valore di 2, al variare di o puo essere ottenuto dalla Tabella A.1. Ad esempio,

siccome

1-2(1.645)~ 005  1—3(1.96) ~ 0.025

1— ®(2.33) = 0.01
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Figera 5.9  Definizione dei quantili gaussiani: P(Z > z5) = .

si trova immediatamente che
zgps == 1.645 zo05 =~ 1.96 zom =~ 2.33

Per calcolare i valori di z, si pud anche impiegare il Programma 5.5b, disponibile
online sulla pagina di questo libro, oppure riferirsi all’ultima riga delia Tabella A.3,
come illustrato pid avanti nella nota a pié di pagina 194.

Si noti infine che, prendendo in considerazione il Problema 36 del Capitolo 4, se
definiamo il quantile gaussiano k-esimo come quel valore m tale che

B(m) = T%ﬁ

allora posto k = 100{1 — a), si ha che tale quantile & dato da z,. Il senso di quanto
detto & che una ganssiana standard sar inferiore a z, nel k% dei casi.

5.6 Variabili aleatorie esponenziali

Definizione 5.6.1. Una variabile aleatoria continua la cui funzione di densita di
probabilita & data da

Ae™™ sex 2 0 '
flz) = {0 wz <o | (5.6.1)

per un opportuno valore della costante A > 0, si dice esponenziale con parametro (o
intensitd) A.

La funzione di ripértizione di una tale variabile aleatoria & data da

F(x)=P(X <)

T
= / Ae™™ dy
¢
=1-e", z>0 (5.6.2)
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. Nella pFatica, la distribuzione esponenziale pud rappresentare il tempo di artesa
prima che si verifichi un certo evento casualé! Ad esempio il tempo che trascorrera (a
partire da qt.lesto momento) fino al verificarsi di un terremoto, o allo scoppiare di un
nuovo conflitto, o al giungere della prossima telefonata di qualcuno che ha sbagliato R
numero, §ono_ tutte variabili aleatorie che in pratica tendono ad avere distribuzioni
espos:nnal? (si veda la Sezione 5.6.1 per una spiegazione),

e éu;zu:::a g;:eramce dei momenti d1_.una variabile aleatoria esponenziale di

B(8) = BleX]
= /00 e re™ dr

D .
=1 f o=tz g
o
)‘ B

=3 <A _ (5.6.3)
Derivando si trova che
A
= ——
2A
”t ===
#0)= e

€ da cui & facile ottenere i primi due momenti & la varianza,

E[X] = ¢'(0) = } (5.6.4)
XY = 4(0) = =
VM(X) = E{X? - E[X]* = % (5.6.5)

Per una variabile aleatoria es i i i
: . ponenziale, A & il reciproco del valore atte
varianza € il quadrato di quest’ultimo. - el
. I.éa proprieta centrale della distribuzione esponenziale & la sua assenza di memo-
ria. Con ) e L . ..
o questa espressione, riferita ad una variabile aleatoria pos_mva X si intende
PX>s+iX>t)=P(X >s) V¥s5t2>0 (5.6.6)

'Per cal?i;:e perché I’'Equazione (5.6.6) & detta ‘proprieta di assenza di memoria, si
immagini che X rappresenti il tempo di vita di un certo oggetto prima di guastarsi
Sapendo che tale oggetto & gi in funzione da lijfl tempo ¢ e non si & ancora rotto, qual
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¢ la probabilita che esso continui a funzionare almeno per un ulteriore intervallo di
tempo s? Chiaramente la probabilita richiesta & quella espressa dal membro sinistro
dell’Equazione (5.6.6), ovvero P(X > s+t|X > t). Infatti dire che I'oggetto non si

& ancora guastato al tempo ¢ equivale a dire che il tempo in cui avverra la rottura (X), .

¢ superiore a ¢, mentre affermare che 1’oggetto funzionerd per un ulteriore tempo s a
partire dal tempo t, significa che il tempo X dovr essere maggiore di ¢+ 2. In questo
senso, I’Equazione (5.6.6) afferma che la distribuzione del tempo di vita rimanente
dell’oggetto considerato, & la medesima sia nel caso in cui esso stia funzionando da
un tempo £, sia nel caso in cui esso sia miovo, ¢, in altri termini, se I'Equazione (5.6.6)
& soddisfatta, non vi & alcun bisogno di tenere presente 1’eta dell’oggetto, perché fino
a che esso funziona, si comporta esattamente come se fosse “nuovo di zecca”.
La condizione di assenza di memoria & equivalente a chiedere che

PX>s+t,X>1t) '
PS>y X >e)

- e quindi anche a

PX>s+t)=P(X >s)P(X >t)
Quest’ultima formulazione & facilmente verificabile se X & esponenziale, visto che,
per z > 0, P(X > z) = ¢~* ¢ ovviamente, e~ M*+t) — ¢~23¢—}_ Abbiamo quindi
provato che le variabile aleatorie esponenziali sono prive di memoria. (In realth &
possibile dimostrare che esse sono le uniche ad avere questa proprieta.)

Esempio 5.6.1. Supponiamo che il numero di miglia percorse da una automobile
prima che la sua batteria sia csausta sia una variabile aleatoria esponenziale di media
10000 miglia. Se una persona intende intraprendere un viaggio di 5 000 miglia, qual
& la probabilit che lo porti a termine senza dovere sostituire 1a batteria? Cosa si pud

dire quando la distribuzione non & esponenziale?
La proprietd di assenza di memoria della distribuzione esponenziale implica che
il tempo di vita residuo (in migliaia di miglia) della batteria all’inizio del viaggio &
esponenziale con intensita A = 1/10. La probabiliti cercata & data quindi da
P(vitaresidua > 5) =1 — F(5)
— g=5A

= e 3 ~ 0.607

Se non sapessimo che la distribuzione & eéponcuziale, la probabilita richiesta sarebbe
datada '

P(vita residua > 5) = P(ﬁm totale > t + 5|vita totale > t)
_1-F({t+5)
T 1-F(@)

de e

gy
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dove ¢ & il numero di miglia di funzionamcnto: della batteria fino al momento de]

X

viaggio. Perciy: istribuzi it & espeiienzi
ggi 19; se la distribuzione moiy & esponenziale, & necessario ottenere nuo-

ve infUnnazioni (i] Va]ore d t .
desiderata, 1t e la forma di F) per potere calcolare Ia probabilita
|

L’esempio seguente forni : ;
ornisce un i PP .
memoria. altra applicazione della proprietd di assenza di

chi ) .
&hmt:1 : € B, tel'lendo quella denominata C come riserva da mettere in funzione non
Ppena st guasti una delle altre due, [n Questo modo, saranno in grado di lavorare

$ino al momento in cui resterd in fung i '
orne NZione una macchina X ili
che quest'ultima macchina sia Ia C? ot Quil#la probabilia

SemlS)]zj ]::r?l nstpqndere fi:jci]mente alla domanda, senza bisogro di fare alcun calcolo
cnle mnvocando I'assenza di memoria. Consider: i ’

: Nt \ ) . nsideriamo il momento i i
e ; n cui
e rlxz messz];ilnn funzione l_a macchina C. In quell’istante di tempo, esattamente una
macchine A e B, si & guastata e Faltra — chiamiamola 0 - funziona ancora.’

;isﬂzl‘;;zmd?snnon ha memoria, il suo tempo di vita residuo ha la stessa distribuzione
el a macchina che venga messa in funzione per la prima volta. Per questo
tempi . funzionamento residui dj 0 e C avranno 1a stessa distribuzione, e nindi :
Simmetria, 1a probabilita che 0 sj guasti prima di C & del 50% A PE_‘Y

Una IJ]teriOl‘e l.]ti]e i i i i
= ‘ O L+ 1] dl [[lbllZlDlle eSpOnﬁllZ,la.le € enunciata nella

mz:::;m; 5.6.1. Se_ X1,X2,..., X, sono variabilj aleatorie esponenziali e in-

penden R Xl parametri Ay, Xy, ... A, rispettivamente, allora la variabile aleatoria
= min(Xy, X5,..., X,) & esponenziale dj parametro Y7 A
=] 7t

I:m;rr;fzione. Basta dimostrare che PY <z)=1- exp{—z 37 | A}, ovvero
i ! i=] M S

; eiﬁ { ; :z:)_ = exp{~z ZL} Ai}. Siccome il minore di un il]SilEI:IC di numeri

P10 grande di x se e solo se ciascuno dei numeri in questione & maggiore di =
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abbiamo che
P(Y > :I:) = P(rnin(Xl,Xg,...,Xn) > 1:)
=PX1>z,X2>z,...,X0 > 1)

7
= H P(X; > z) per 'indipendenza

i=1

=110 - Fx.(=))
i=l

n
[l

i=l

=
—e~® A g

Esempio 5.6.3. Un sistema in serie & un dispositivo fabbricato in modo tale che
il suo corretto funzionamento richiede che tutti i swoi componenti siano efficienti.
Consideriamo un sistema di n componenti in serie, tutti indipendenti e ciascuno con
tempo di vita esponenziale. Denotiamo con A1, Az, . . . , Ay i rispettivi parametri: qual
& la probabilita che il sistema funzioni almeno per un tempo ¢?

11 tempo di vita del sistema & il minore tra i tempi di vita dei componenti, infatti
appena si guasta il primo componente il dispositivo smette di funzionare. Applicando
la Proposizione 5.6.1 ti ottiene che

P({tempo di vita del sistema > &) = exp(—t Y ; A;) O

Una ulteriore proprietd della distribuzione esponenziale € la seguenie: sec>0,eXe
esponenziale di intensita A, allora la variabile aleatoria cX & a sua volta esponenziale,
con intensith A/c. Per dimostrarlo basta scrivere la funzione di ripartizione,

P(cX <z)=P(X <z/c)

=1-— EFA%
2y

=1—e_c

5.6.1 * 1l processo di Poisson

In questa sezione costruiamo un primo esempio di processo stocastico, OvVverc una
famiglia di variabili aleatorie (non necessariemente indipendenti} parametrizzata da
qualche indice (in gquesto caso, un tempo ).

Definizione 5.6.2. Consideriamo una serie di “eventi” istantanei che ayvengono a
intervalli di tempo casuali, e sia N(¢) il numero di quanti se ne sono verificati nel-
I'intervallo di tempo [0,t]. N(2) si dice processo di Poisson di intensith A, A > 0,
se .
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(=]

E A .
1
Ly
=

o1

- Figura 5,10

1. N(0)=0.

2. ]1 numero degli eventi che hanno lﬁ_pgo in intervalli di tempo disgiunti son
indipendenti. ’ :

3. La distri.buziqnc del numero di eventi che si verifica in un_dato intervallo ¢
tempo dipende solo dalla lunghezza dell’intervallo, e non dalla sua posizione

i PR =1) _

4,
h—0 h
h—+) h '

‘ -La cong[izione 1 stabilisce che si iniziano a contare gli eventi dal tempo 0. La con
dm_or.nc 2 - la indipendenza degli incremeniti — afferma ad esempio che il numero di
eventi fino &l tempo ¢ [ovvero N(t)]  indipendente dal numero di eventi tra il tempc
F eil tempo £ + s [ovvero N(t+ s) ~ N(t)]. La condizione 3~ la stazionarieta degh
incrementi ~ _cljf:e che la distribuzione di N (% + s} — N(t) & Ia stessa per tutti i valori
di t. Le condizioni 4 ¢ 5, infine, affermano che se s considera un intervallo di tempo

* molto piccolo (sia h la sua lunghezza), vi & approssimativamente una probahilita Ak

zhe_ V1 occorra un evento solo, e circa una probabilita nulla che se ne verifichino due
piiL.

Con queste sole ipotesi (qualitative e del tutto sensate) & possibile dimostrare un
fatto qua_ntz.tztnvo molto preciso, ovvero che il numero di eventi che si verificano in
un q‘ualsmm_mtervallo di tempo lunghezza ¢ & una variabile aleatoria di Poisson di
media At: Diamo di seguito uno sketch di una possibile dimostrazione.

Consideriamo il numero N (t) di eventi che si presentano nell’intervallo [0, z).
-Vorrennn? ottenere una espressione per P(N(t) = k); procediamo dividendo [C; {]
inn sottomntervalli adiacenti di lunghezza t/n, come in Figura 5.10, con l’intenzio,ne
d3 fare tendere n all’infinito. L’evento {N {t) = k} pud verificarsi in due modi: (1) o
Vi sono k sottointervalli con un evento ciascuno e gli altri n — k non ne contengono;
@)oN(t) =k, e almeno un sottointervallo contiene 2 o pitt degli eventi. Le due:
possibilitd sono mutpamente esclusive, e se n & molto grande, in modo chéi sottin-
tervalli siano molto piccoli, la probabilita della seconda possibilith & prossima a zero,

per la condizione 5. Quindi se n & grande

P(N(t) = k) ~ P(k sottointervalli con ! evento, n. — & con 0 eventi)
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Sempre per n grande, la condizione 4 e le condizioni 4 ¢ 5 insieme implicano che

e v At
P(1 evento in un sottointervallo fissato) ~ - 5

At
P(0 eventi in un sottointervallo fissato) =~ 1 — ~

Quindi, vsando I'indipendenza dafa dalla condizione 2, il numero totale di eventi &
assimilabile ad una variabile aleatoria binomiale, se si trascura la possibilita che se
ne verifichino due o pill in un solo sottointervallo,

’ n—k
P(k sottointervalli con 1 evente, n — k con 0 eventi) = (:) (%) (1 — %)
Se si fa tendere n all’infinito, tale distribuzione pud essere approssimata con guella
di Poisson di media At; infatti i parametri della binomiale sono n e p := At/n, che
tendono all’infinito e a zero rispettivamente, e il cui prodotto & uguale a A per ogni
7. (Si veda P'Equazione (5.2.5), sull’approssimazione di distribuzioni binomiali con
poissoniane.) Si ottiene di conseguenza:

P(N(f) = k) ~ ("t)

11 risultato trovato non dipende pid da n, inoltre le approssimazioni fatte divengono
esatte al limite, quindi il simbolo =~ pud essere sostituito dall’uguale nell’equazione
precedente. Abbiamo quindi mostrato che:

Proposizione 5.6.2. Se N (t) & un processo.di Poisson di intensitd A allora

P(N{t) = k) = (At) t k=012, 5.6.7)

Ovvero, il numerco di eventi che si verificano in [0,#], come in un qualsiasi altro
intervallo di tempo di lunghezza ¢, ha distribuzione di Poisson di media Af.

Sia X, I'istante di tempo in cui si realizza il primo evento, € siano X3, Xj,... gli
intervalli di tempo che intercorrono tra il primo evento e il secondo, tra il secondo e
il terzo, e cosi via. (Quindi ad esempio, se X; = 5 e X; = 8, il primo evento avviene
all’istante 5 e il secondo all’istante 13.)

Vogliamo determinare la distribuzione delle X;. L’evento (nel senso probabilisti-

co) {X; > t} si verifica se ¢ soltanto se nell'intervallo [0, ] non si sono realizzati

eventi (nel senso del processo di Poisson). Quindi

P(Xy > t) = P(N(t) =0) = e
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Questo significa che F, (t) := P(Xj < t) = 1 — e~*, ¢ quindi X; & una va-

" riabile aleatoria esponenznale di intensiti X, Per trovare la distribuzione di X5, si not

che qualunque vilore 5 assuma la variabile aleatona X1, la probabilita condizionale

P(X3 > t|X; =3}, nel senso dato a pagina 110 con I’Equazione (4.3.23), & sempre
data da

P(X; > t|X) = s) = P(Oeventiin (5,5 + ]| X; = 5) .
= P(O eventiin (s, 5 + ¢])

=g per la Proposizione 5.6.2

Siccome P(X> > t|X; = s) non dipende da s, dovra essere uguale a P(X; > t).
Questo prova sia che la variabile aleatoria X; & esponenziale di intensith ), sia la

sua indipendenza da X,. Ragionando analogamente per X3, Xy, ... si dimostra il
seguente enunciato:

per 1a condizione 2

Proposizione 5.6.3. I tempi che separano gli eventi di un processo di Poisson di
intensitd A sono una successione di variabili aleatorie esponenziali di intensita ) e tra

-loro indipendenti.

5.7 * Variabili aleatorie di tipo Gamma

Definizione 5.7.1. Una variabile aleatoria continua si dice averc distribuzione di tipo

gamma di parametri (o, A), con @ > 0 e X > 0, se la sua funzione di densita di
probabilita & data da

' f——m“‘le""“ sex >0
f(z) = ¢ T(a) 5.7.1)
0 sex <0

dove I['( - ) denota la funzione gamma di Eulero, che & definita in modo da normahz—
zare I'integrale di f:

(e.0]
T(a) = f Argale=A gy
]

oo
=/ yﬂ‘—le—ydy

La funzione gamma ha un ’importante proprieti. Usando la formula di integra-
zione per parti, se & > 1, si pud scrivere

re
j; Y leVdy = 40 L+ _/; (o — Dy 2e ¥y

=0
=(@-1 [ yevay

ponendo y = Az (5.7.2)
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dove il termine —y®~le~¥ 00__0 & nullo perché o >> 1 implica che limy—o y*1=0.
y_
Abbiamo quindi dimostrato che ‘
No) = (a— DN a—1) (5.7.3)
Questa proprieti permette di calcolare per induzione il valore che la funzione gamma

assume sugli interi, infatti

[o o]
ry= [~ evay=1
- 0

e,pern > 1,
I'n)=(n—-1)['(n—1)
=mn-—-1)n-2)T'n—-2)
'=”('n- 1IT(1)
Da cui '
Fn)=(n—-1)! _ (5.74)

Si noti che per ¢ = 1 la distribuzione gamma coincide con queélla esmnenziale.
La funzione generatrice dei momenti di una variabile aleatoria X di tipo gamma
con parametri (¢, A) si ottiene come segue:
$(2) = Elet]
00 )‘C!
— / et:: xu—l e—z\:l: dr
0 I'(a)
Aa o0
. xa—le—()\-—t)z dz

I'(a) Jo
A oe
A\* ' '
= (ﬁ) perla(5.7.2) (5.7.5)
Derivando la funzione generatrice si oftiene che

aX™

t) = D et

ni Ol 1)AX
60 = —perr

sl

L TR

—
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€ quindi
E[X] = ¢/(0) =§ (5.7.6)
g : +1
BIX7] = (o) = 2 F 1)
Var(X) = E[x?] - E[X]P = )% (5.1.7)

C;()me aI_trf.: 'distribuz.ionj che abbiamo studiato, anche le gamma, se si fissa A, sono
gpr(?duleblh. In'p.ar_ucola‘rc s¢ X1 e X3 sono due variabili aleatorie gamima in&ipen-

enti, di Parametr1 rispettivamente (o, A) e (ap, A), allora X + X, & una gamma di
parametri (o) +ay, A). Cid pud essere desunto dal calcolo della funzione generatrice:

$(t) = BlfKi+Xay '

= E[etX1eth]
= FatX X
Ele*M)Ee ] per 'indipendenza
_ )y o by =] :
- (m) (,\_—?) . perla(s7.5)

A oty
=)

La funznc_me generatrice trovata concide con quella di una distribuzione gamma di

parametri (.al.+ az, A); Penunciato segue quindi dal fatto che ¢ de:t»srminag u'm'voca:

alm;zntc la dlstl.'lb'l'.lZlo.Ile deHa variabile aleatoria; Non 2 difficile inoltre generalizzare
2 somma di piit di due variabili aleatorie, vale infatti il seguente risultato.

(li’irzposmione 5.7.1. Se X;, z = 1,2,...,n sono variabilj aleatorie indipendenti,
PO gamma. con parametri (o, A), allora 37~y X; & una gamma di parametr

(Z?:l 2 )\)'

s onsc;l:’n 1:1; gan;m:;l di parametri (1,) non & altro che una esponenziale di inten-
alean;[ie, grado di determinare la legge della somma di questo tipo di variabili

Corollario 572, Se X, i — 1.2 o Variabil
Cor : * O ALt = LZ,...,n sono variabili aleatorie iali
indipendenti, tutte di intensita , allora 2oieq X; & una gamma dj param:;go(!:l;z)mh

& [} - 3 . 3 . A'.

= emplo.a51.7.1: .Se il _tempo di vita di un tipo di baiterie & una variabile aleatoria
imnenzn_ e di intensita }, volendo. fare funzionare un walkman che richiede una

sola battena,‘c a.vendone n & disposizione, il tempo totale di tiproduzione che si pud

ottenere ha distribuzione gamma di parametri (n, A). ? O
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Figura 511  Densith di probabilitd di varie distribuzioni di tipo gamma (e, 1), per
(a) & =.5,2,3,4,5 e (b) & = 50.

La Figura 5.11 presenta le funzioni di densita della distribuzione gamma (a; 1),
per diversi valori di . Si noti come, quando ¢ diventa grande, la depsita tende a
somigliare a quella normale. La giustificazione teorica di questo fatto risiede nel
teorema del limite centrale, che sard presentato nel prossimo capitolo.

5.8 Distribuzioni che derivano da quella normale

58.1 Le distribuzioni chi-quadro

Definizione 5.8.1. Se &, Z2,..., 2, sono variabili aleatoriec normali ‘standard e
indipendenti, allora la somma dei loro quadrati,

X:=7Z}+Z3+. + 22 (5.8.1)
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Area = &

2
o "

X

~Figura5.12  Probabilita di coda di un chi-quadro con 8 gradi di liberta.

€ una variabile aleatoria che prende il nome di chi

. e p -quadro a n gr&di di liberta,
notazione che useremo Pper indicare questo fatto & 1a seguente: &

o Al
X ol (5.8.2)

Chi_(ll.: acérlsotr:::lz[l,zzge chtii-quadm & riproducibile, nel senso che se X e X5 sono due
t, con n; € ny gradi di liberta rispetti

. petiivamente, allora la lo-

ro somma X; + X, & up (?hl-c.luadro €on ny + ny gradi di libertd. Per dimostra:e

‘zione & cvidente che X 1+ X521
indipendenti, e quindi & una chi

X unincal:flogl; con I’Equazi.on.e _(5.5.9), per la distribuzione normale standard, se X
| ona ch quadro con 2 gradi di libertd e ¢ 2 un reale compreso tra 0 e 1, si definisce
a quantitd x7 . tramite I’equazione seguente ,

PX>x2 )=a (5.8.3)
Cid & illustrato in Figura 5.12. '

COﬁI:ﬁlaﬁZ;l?zllg A.2 dell’ Appendice, sono tabulati valori di x2 ,, per numerose
©1 parametri oz e n (incluse quelle utili a fisolvere gli : igj

: ( esempi € i proble-

del testo). Tnoltre i Programmi 5.8.1a e 3.8.1b del pacchetto softwaﬂf displc))nibilc

online, consentono di calcolare le ilit i i
bab s
come e fopone Xg ) probabilitd inerenti alle distribuzioni chi-quadro,

Esempio 5.8.1. Si determini P(X <30
quadro con 26 gradi dj liberta. B

Usando il Programma 5.8, Ia si trova immediatamente il risultato

) quando X 2 una variabile a]eatcﬁia chi-

P(X <30)~0.7325 O

Esempio 5.8.2. Si trovi quanto vale X3.05.15-
11 Programma 5.8.2a fornisce il valore

XS.OS.IS 24,996 [J
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Esempio 5.8.3. Si vuole localizzare un oggetto nello spazio tridimensionale, tuftavia
la misurazione che viene cifettuata porta un errore sperimentale in ciascuna delle
tre direzioni che & una variabile aleatoria normale di media 0 e deviazione standard 2
metri. Supponendo che questi tre errori siano indipendenti, si determini la probabilita
che la distanza tra la posizione misurata e quella reale sia maggiore di 3 metri.

Se denotiamo con X;, i = 1,2,3 gli errori nelle tre coordinate, e con Dla
distanza tra misurazione e posizione reale, per il teorema di Pitagora,

DPP=X}+X3+x3

D? non & una chi-quadro perché le X; non sono normali standard: hanno deviazione
standard pari a 2. Tuttavia Z; := X;/2 sono normali standard, quindi, Y := Z% +
72 + Z} & un chi-guadro a 3 gradi di liberid, e otteniamo che
P(D >3)=P(D*>9)
=P(X}+X2+X5>9)
= P(Z} + 73 + Z% > 9/4)
= P(Y > 9/4) = 0.5222

dove il valore numerico finale & stato ottenuto con il Programma 5.8.1a O

5.8.1.1 * La relazione tra le distribuzioni chi-quadro e gamma
Vogliamo calcolare la funzione generatrice dei momenti delle distribuzioni chi-
quadro. Iniziamo con 1 grado di libertd: sia X ~ x2. Allora per definizione X = Z2,
dove Z ~ N (0, 1), cosl che
E[etX] = E[etzz]
O
= / e f7(z) dx
—c0

= fou e“”z-—l—e,_zz"’2 dz

—w V2

= [o;_;—wmp{—(l —2t)§}d:r;

00 1 :E2
— _ -172 = doF=(1-2 -1/2
(1 —2t) f_ T exp{ 2&2} dz ponendo & = (1 —2t)

= (1 -2t)"1/?

perché 1" integrando &
1a densita di una A (0, 7%)

SR AT AT

i

T e e

2.8 Distribuzioni che derivano da quella normale 19

L
_—

Figll“ 513 G]‘aﬂc] deuc densim di BT .
robabilj - .
rappresenta il numero dei gradi di i P ta di alcune leggi chi-quadro; n

Nel caso generale in cui X ~ 2, si ottiene

EleX] = Blexp{tZ} +t23 + - + 122}]
| =E[thE .. 7

= HE[&‘Z-?]
i=1

= (1 — Zt)_n/Z

per 'indipendenza delle Z;

si deduce dal caso n = 1

Siccome : |

(1-2t)™" = (_1_)"/-2 - (ﬂ_ i

‘ - -2t 1/2 - t)

1::01103(:1@0 nella precedente la funzione gehbratn‘ce di una distribuzione
parametri (n/2,1/2). Quindi per I'unicita della distribuzione di probabi]jgtaﬂn::gf-l

- Dspondende ad una data funzione generatrice, concludiamo che la distribuzione chi-

quadro con n gradi di liberta coincide con 1 ibuzione aram
radi di a distribuzione gamma di i
¢ 1/2. La densit di probabilita di X & percid data da semma l parmetin/2

.f (@) = SmrTar e 0 (5.8.4)

Le densita delle distribuzioni chi- o o
sentate in Figura 5.13. quadro con 1, 3 e 10 gradi di liberta sono rappre-

RiCODSidefia]DO di segnito ]'Esem . . . -
nello spazio tridimensioua]g:. pio 3.8.3, ambicntandolo nel piano anziché

Es 3 - - . o
pu:::p:ao %8.4. I?Ie] tentativo di localizzare un oggetto nel piano selezioniamo un
» € ght errori lungo le due coordinate sono normali indipendenti di media 0 e
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deviazione standard 2. Vogliamo trovare la probabilita ché la distanza dall’ obiettivo
sia maggiore di 3. o o
Denotiamo con D la distanza e con X, Xz gli errori nelle due coordinate, in

modo che sia
D*=X}+ X3

Poiché Z; := X;/2, per ¢ = 1,2 sono normali standard, ¥ = Zf + Z% & vna chi-
quadro con.2 gradi di libertd, ovvero una gamma di parametri (1,1/2), ovvero una
esponenzialé di intensita 1/2, cosl che
P(D>3)=PXI+X2>9)
= P(Z} + 23 > 9/4)
- =P(Y >9/4)
=¢#~03247 O

Siccome la distribuzione chi-guadro con n gradi di liberta coincide con la gamma

di parametri @ = n/2e XA =1 /_2, si pud dedurre dalle Equazioni (5.7.6) ¢ 3.7.7, -

che se X ~ x2, allora

E[X]=n, Var(X) =2n (5.8.5)

5.8.2 Le distribuzioni £

Definizione 5.8.2. Se Z e C,, sono variabili aleatorie indipendenti, la prima normale
standard e la seconda chi-quadro con n gradi di liberta, allora la variabile aleatoria

T, definita come 7

/Cafn

si dice avere distribuzione t con n gradi di liberta, cosa che si denota sinteticamente
con

T = (5.8.6)

To~tn (5.8.7
Tale variabile aleatotia viene anche detta £ di Student’ conn gradi di liberta.

In Figura 5.14 sono rappresentati i grafici delle densita di ¢, per n = 1,5,10.
La densita delle distribuzioni ¢, proprio come quella normale standard, & simmetrica
rispetto all’asse di ascissa 0. In realth & possibile mostrare che al crescere di n, la
densith di #,, converge a quella della normale standard. Per capirne il motivo, ricor-
diamo che C, ~ X2 pubd essere espressa come somma dei quadrati di n gaussiane

T % tratta dello psewdonimo usato da W. 5. Gossel, si veda a pagina 6.
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Figura 5,14 Densitd di probabiliti di alcune distribuzioni t; n rappresenta il
numero di gradi di liberta.

— = densita t con 5 gradi di liberty

~——~ densith normale standard
04 o~
7o,
03
0.2
01

.
i
7 2
'~ Figura515 Confronto tra la densith normale standard e quella di 5.

standard indipendenti, ovvero

Co_Btor2
n n

d.ove Z'l, -+« Zn sonc appunto A (0, 1) e indipendenti. La legge dei grandi nume-
ol apph.c.ata a questa espressione, ci dice perd che per n grande, Cp/n sard, con
probabilita prossima al 100%, molto vicino a E[ZZ] = 1. Quindi, per n grande
Ty := Z/+/Cr/n avri circa la stessa distribuzione di Z. o '
. La Figura 5.15 mette a confronto la densita di una distribuzione t con 5 gradi di
hperta con quella della normale standard. Si noti che la ¢ & caratterizzata da “code”
pid spesse (il termine esatto & pesanti), a indicare una variabilith maggiore rispetto

- alla gaussiana.
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“q,u‘ ‘l-- n ta, n

Figura 5.16 Dimostrazione grafica che —to n = tl_a,n;

Anche se in questa sede non approfondiamo questo argomento, & possnblle
dimostrare che valore atteso e varianza di 7}, sono dati da

E[T,] =0, n>2 (5.8.8)
n
= — > k.8
Var(Tp) = —, n>3 (5.8.9)

8i noti che, al crescere di n, la varianza di t,, decresce, convergendo a 1 dall’alto
(cio® alla varianza della gaussiana standard).

In analogia con quanto fatto in precedenza per la distribuzione normale standard
e per le chi-quadro, se Ty, & una ¢ con n gradi di libertd e a € (0, 1), si definisce la
quantiti £, ,, in modo che sia

P(Ty > tan) = (5.8.10)

Dalla simmetria rispetto allo zero della densith t, segue che —T;; ha la stessa
distribuzione di 15, cosicché '
@ = P(_Tu g ta,n)
= P(Tn < _ta,n)
=1]1- P(Tﬂ, > '—.ta,ﬂ)
quindi
PT,2 ~tan)=1—-u

da cui si ottiene che
(5.8.11)

—ta,n = tl—a.n
come & illustrato in Figura 5.16.

I valori di ¢y n per diverse combinazioni di o € n sono tabulati nella Tabella A.3
in Appendice®. Inoltre, i Programmi 5.8.2a e 5.8.2b disponibili online sul sito di

8 1.2 Tabella A3 riporta per ultima una riga di valori relativi ad un numero “infinito” di gradi di
liberth. Come abbizmo avuto modo di rilevare, il limite della legge di t,, per n che tende all’infinite
& la distribuzione A (0, 1), e infatti i valori della tabella sono quelli di z..-
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[} o F.,u.ill

Figura 517  Grafico délla densita di Fom.

questo libro permettono di calcolare la funzxone di ripartizione delle ¢ di Student e i
valori di ¢ ,, rispettivamente.

Esemplo 5.8.5. Sia T' ~ ty3; si trovino (a) P(T < 1.4) e (b} ty.05,9-
Eseguendo i Programmi 5.8.2a e 5.8.2b si ottengono immediatamente i risultati
seguenti: (a) 0.9066, (b) 2.263. _ |

Osservazione 5.8.1. Si noti che la Tabella A 3 ripotta per to.gps5,9 un valore di 2.262,
che & leggermente diverso da quello ottenuto qui. Cid & dovuto al fatto che il software
in dotazione fornisce una approssimazione dél valore cercato. Per questo motivo, se
si richiede un risultato molto preciso, & preferibile quando possibile usare i valori
tabulati, oppure un software professionale.

5.8.3 Ledistribuzioni F

Definizione 5.8.3. Se C, e Cp, sono variabili aleatorie indipendenti, di tipo chi-

quadro con n e m gradi di liberta rispettivamente, allora la variabile aleatoria Faum
definita da ,
Cu/n

Cn/m

si dice avere distribuzione F conn e m gradi di liberta, Fy, o, prende anche il nome

di variabile aleatoria di t[po F, oppure di F di Fisher, oppure di Z di Fisher, conn e
m gradi di liberta.

Fn,m =

(5.8.12)

In analogia con quanto fatto in precedenza per altre distribuzioni, perogni o €
(0,1),si deﬁmsce la quantlta Fo n,m in modo che sia

P(Fom > Fapm)=a O (58.13)

Cid & rappresentato in Figura 5.17. .

Le quantith F, ,n,m S0NO tabulate nella Tabella A.4in Appendice per diversi valori
di n e m, per a = 0.05. In effetti tipicamente le tavole di valori per Fj, 5, . conten-
gono solo valori di @ minori di 0.5. Se si vuole invece un valore corrispondente ad
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un e > (1.5, & possibile ottenerlo con i passaggi seguenti:

S Cufn -
= P(Cm/m > Fa,n,m)

C/m 1 )
=P L
( Cn/n Fa,n,m

. Cmfm 1
=1 _P( Cnin z Fa,n.fﬂ)

0, equivélentemente,
Cm/m 1 )
Pl >——]=l-a
_( Cn/ﬂ _ Fa,n,m

Siccome perd la variabile aleatoria ottenuta all’interno della P{-) & di tipo F' con m
e gradi di libert, per la definizione di Fi_g nm.

Cm/m '
> _ = —_
p(_ T > F a,n,m) I—o

'Confrontando le ultime due equazioni si vede subito che deve essere

1 ' {5.8.14)

=Fl_anm
Fa,ﬂ,m '

Quindi, ad esempio, Fyos7 == Fy . 11’115 m'1/3.37 = 0.297, dove il valore di F 175 &
stato ricavato dalla Tabella A 4 dell’ Appendice. :

11 Programma 5.8.3 sul sito web del libro, permette di calcolare Ia funzione di
ripartizione di Fy, . '
Esempio 5.8.6. Si determini P(Fy 14 < 1.5).

Eseguendo il Programma 5.8.3 si trova che la seluzione & 0.752, ' O

Problemi

1. Uno dei sistemi installati su un satellite & costituito da 4 componenti, & riesce a funzionare
correttamente se almeno 2 di essi sono efficienti. Se ciascuno dei componenti, indipen-
dentemente dagli altri, funziona bene con una probabilita di 0.6, qual & 1a probabiliti che
I'intero sistema fonzioni?

2. Un canale di comunicazione trasmette dei bit, ovvero cifre binarie che possono essere 0

oppure 1. A causa del rumore elettrostatico, vi & una probabilita di 0.2 che il bit ricevuto
sia tanto disturbato da essere decodificato erroneamente. Supponiamo in queste con-
dizioni di volere trasmettere un messaggio importante, costituito da una sola cifra. Per

Bt
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nldun'e ia p;?babiﬁté d.iAerrore potretnmo trasmettere 00000 al posto di 0e 11111 a] posto
dil, Ipu'odgl;:em_io.questa ridondanza; e decodifi¢ando il messaggio “a maggioranza™ (si
dec?dlﬁca' Lsesi ncevonf) pill cifre ! che cifre 0;'e viceversa), qual & 1a probabilita di de-
:sO:;?n?:; :;mneamentc il messaggio? Quali ipotesi di indipendenza stai implicitamente

3. Seun votante scelto a caso & favorevo.le ad una ¢ i ilita di
e erta riforma con probabilita di 0.7,
¢ la probabilith che su 10 votanti, esattamente 7 siano fam)revoli?’l:,r ol

4. Suppc_m'lanlm che un particolare tratto somatico (come il colore degli occhi o I'essere
mfmmm) s1a governato da una sola coppia di geni, ciascuno dei quali pud essere d, do-
mmant:_:, oppure r, recessivo. Un individuo con la coppia dd & dominante puro uuc; con
la coppia rr & recessivo puro e uno con la coppia rd & ibrido. E noto inoltre c;he i sog-
g.em ibridi presentano lo stesso tratto somatico dei dominanti puri e che ogni nascituro
TIceve un gene a caso da ciascun genitore (si veda anche il Problema 42 de Capitolo 3
a pagina 88). Se due genitori ibridi rispetto ad un certo tratto, hanno 4 figh, qual & 1;
probabilitd che esattamente 3 di essi presentino il tratto dominante? I

5. Ul'i modefqo acreo civile & in grado di restare in volo se almeno la meta dei suoi motori
& in fup.zmne. .Supponiamo che ogni motore indipendentemente dagli altri abbia una
probabilita p di funzionare correttamente. Per quali valori di P un acreo a 4 motori ha
pm probabilita di successo di un aereo a 2 motori?

6. Sia X una variabile aleatoria binomiale con med; . :
media 7 e varianza 2.1, Quai
P(X =4)e®) P(X > 12)7 Quanto valgono (a)

7. Siano X e Y due variabili aleatorie binomiali di i(n,
- _ .
commenta le seguenti identita: prrsment (wp) (1 =p). Verica
(a} P(X < iy =PY > n—i),perognii:ﬂ,l,...,n;
b) P(X =k) = P(Y =n—k),perognik=0,1,....n.

8. Sia X una variabile aleatoria binomiale di parametri ne pcon 0 < p < 1. Dimostra che
(@) P(X=k+1 =P n-k = =
| ) T—prr Tl X =HkLperk=01,..,n—1.
(b) Al crescere di k da 0an, P(X = k) prima cresce, poi decresce, toccando il suo
massitno quando k ¢ il pid grande intero minore o uguale a (n + 1)p.

9_. Detem!ina la funzione generatrice dei momenti della distribuzions binomiale e poi usala
per verificare le formule per la media e la varianza ricavate nel testo.

10. Confronta le probabilita esatte con I’ S S .
. : approssimazione di Po i 2o
intende che X & binomiale di parametri 7 e p, c 850N nei casi seguenti. Si

(@} P{X =2)quandon = Wep=0.1;
(b) P(X =0)quandon = 10ep=0.1;
(©) P(X =4)quandon =9ep=02.
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11.

12,

14.

15.

16.

17.

18.

Se tu acquistassi un biglictto di ciascuna di 50 diverse lotterie, e in ognuna la probabi-
litd di vittoria fosse 1/100, quale sarebbe la probabilith (approssimativa) che tu risulti
vincitore (a) almeno una volta, () esaitamente una volta, e (c) almeno due volte?

Supponiamo che il numero di raffreddori contratti da ogni persona in un anno solare -

sia una variabie aleatoria di Poisson di media 3. Viene presentato un nuovoe miracoloso
farmaco che - efficacie sul 75% della popolazione — abbassa la media della poissoniana
a 2. Nel restante 25% dei casi non ha invece alcun effetto apprezzabile. Se un individuo
prova il farmaco per un anno, € in quel periodo di tempo non si ammala di raffreddore
nemmeno una volta, qual & la probabiliti che i} farmaco su di lvi sia stato efficace?

. Negli Stati Uniti, durante gli anni 80 del secolo scorso, ogni settimana sono morte sul

lavaro una media di 121.95 persone. Dai una stima delle seguenti quantita:

{a) la frazione di settimane con 130 vittime o pid;

(b} la frazione di settimane con 100 vittime o meno.
Spiega il tuo ragionamento.

In un anno, nella cittd di New York, si celebrano circa 80 000 matrimoni. Dai una stima
della probabilith che per uha slmeno delle coppie
{a} entrambi gli sposi siano nati il 30 aprile;

(b} i due sposi celebrino il compleanno nella medesima data.

Giustifica le risposte date.

11 numero medio di errori tipografici per pagina di una certa rivista  di 0.2. Qual & la
probabilita che la pagina che ti accingi a leggere contenga (a) nessun refuso oppure (b)
2 o pit refusi? Spiega il tuo ragionamento. :

La probabilita di errore nella trasmissione di una cifra binaria atiraverso un certo canale
di comunicazione & di 1073,

(a) Scrivi un’espressione esatta per la probabilita di totalizzare pid di tre errori
trasmettendo un blocco di 1000 bit.
(b) Calcola una approssimazione di tale probabilith.

Puoi assumere I'indipendenza degli errori.

Sia X una variabile aleatoria di Poisson di media A. Devi dimostrare che, al crescere d1
i, P(X = i) prima aumenta, poi diminuisce, toeccando il suo massimo quande 7 & il pid
grande intero minore o uguale a A.

Un commerciante fa una ordinazione di 100 transistor. La sua politica consiste nel pro-
varne 10 scelfi a caso e rifiutare tutta I’ ordinazione se almeno 2 di essi sono difettosi. Se
effettivamente essa contiene 20 pezzi difettosi, qual & 1a probabilith che venga accettata?
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19. Sia X una variabile aleatoria ipergeomctﬁca di parametri n, m, e k. Tale cio che

20.

P(X:z‘):g(zgk-—:_)i), i=0,1,...,n
k-

{a) Deduci una formula per P(X = 4} in termini di P(X =i — 1).

(b) Ponin =m =10ek = 5. Calcola P(X = i) peri = 0,1,...,5, partendo d..
P(X = 0) e vtilizzando 1a formula trovata al punto (a).

() Scrivi un programma per computéer che utilizzi la ricorsione di <cui al punt
.(a) per calcolare Ja funzione di ripartizione di una generica variabile aleatori
ipergeometrica. :

(d) ;J[;a ilkprogmmma sctitto al punto (¢} per calcolare P(X < 10) quandon = m =
- 30,ek =I5, . .

Si effettua una successione di prove indipendenti, ciascuna delle quali ha probabilita di
successo pari a p. Sia X il numero delia prima prova che risulta in un SUCCEsso, OVVEro
X vale k se le prime k — 1 prove hanno esito negativo ma la k-esima ha esito positivo
Una variabile aleatoria di questo tipo si dice geometrica di parametro p. Calcola

(@ P(X =k),perk=1,2,...
() E[X].

‘ﬁssato Poi un numero intero r > 1, sia ¥ il numero della r-esima prova che risulta N
In un successo, ovvero, Y rappresenta quante prove dobbiamo. attendere per ottenere 1
successi. Qiesto tipo di variabile aleatoria si dice di Pascal o anche binomiale negativa.

{c) Calcola P(Y = k), per k = r,r + 1,... (Suggerimento: Affinché Y sia pari a k,
quanti snccessi € quanti insuccessi devono realizzarsi netle prime k — 1 prove? E
quale deve essere il risnltato della k-eésima?).

(d) Dimostra che E[Y] = r/p (Suggerimento: Decomponi Y nella somma ¥; +

<+« + Y., dove Y; & il numero di prove che vengono realizzate successivamen-

te al successo (i — 1)-esimo, ¢ fino al verificarsi del successo i-¢simo, inclusa
quest’ultima). B :

21. Dimostra che, se U & uniforme su {0, 1),-allora a+ (b— a)U/ ¢ uniforme su (a, b).

‘22, Arrm alla fermata dell’autobus alle 10, e séi certo che ne passerd uno in un momento
distribuito uniformemente tra le 10 ¢ le 10.30.

(8) Qual ¢ Ia probabilita che tu debba aspottare pid di 10 minuti?

(b) Se alle 10.15 I'autobus non & ancora arrivato, qual & la probabilitd che m debba
aspettare almeno altri 10 minuti? " '

23. Sia X una variabile aleatoria normale di p.ammeu-i B = 10e ¢? = 36. Calcola (a)
P(X > 5), ) P(4 < X < 16); (©) P(X <8)%:(d) P(X <20);(e) P(X > 16).
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24, Un certo test nazionale di matematica viene proposto in tutte le ultime classi delle scuolé--

secondarie. Esso produce punteggi che hanno distribuzione normale con media 500 e
deviazione standard 100. Si scelgono poi a caso 5 studenti che hanno affrontato il test;
calcola le probabiliti che (a) i loro punteggl siano tutti inferiori a 600 (b) esattamente 3
punteggi siano superioria 640. . -

25. 1 livello {in pollici) delle precipitazioni annuali in una certa regione, ha distribuzidne
normale con g = 40 ¢ ¢ = 4. Qual & la probabilith che in 2 dei prossimi 4 anni
le precipitazioni supetino i 50 pollici? Puoi assnmere che i livelli di pioggia di anni
successivi siane indipendenti,

26. La larghezza di una scanalatura in un trafilato di dura]lurmmo & (espressa in pollici) una
variabile aleatoria normale con i = 0.9000 & ¢ = 0.0030. Le specifiche di fabbricazione
assegnate impongono il limite 0.9000 £ 0.0050.

{a) Che percentuale dei trafilati sard difettosa?

(b) Qual & il pid alto valore di o accettabﬂe per avere una percentuale di difettosi non
superiore all'1%7?

27. Un certo tipo di lampadine ha una luminosita che ha distribuzione normale con media

2 000 e deviazione standard 85. Determnina un limite inferiore di luminosita da dichiarare .

affinché non piit del 5% delle lampadine prodoite non lo fispetti. (Ovvero, determina [
tale che P(X > L) = 0.95, dove X & la luminosith di una lampadina scelta a caso.)

28. Una azienda produce bulloni con diametro dichiarato tra 1.19 e 1.21 pollici. Se i bulioni
che escono dalla linea di produzione hanno un diametro che & una variabile aleatoria
gaussiana con media 1.20 pollici e deviazione standard 0.003, che percentuale dei bulloni
non soddisfa le specifiche?

29. Sia [ := [ e~/ da.

(a) Dimostrache, se I' = +/2x, allora perogni g e o, cono > 0,

1 [ (= u)z}
———dx=1

2ro /;m &P { 2a?

(b) Dimosira che I = +/27 procedendo come segue.

o0 o0 o o0
I2=f e"iflzd:z:./ e_yz/zd'y=f / exp{—rz;yz}dzd
—oa ~oo —oo J—o0

Valuta 1'integrale doppio tramite un cambiamento di coordinate, da cartesiane a
polari. (Ovvero, poni ¢ = rcosf,y =rsinfe dzdy = rdrdf.)

30. Una variabile aleatoria X ha distribuzione lognormale se log X ha distribuzione norma-
le. Supponendo che log X ~ N (jz, 7}, calcola la funzione di ripartizione di X: quanto
vale P(X < z)?
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. 31, Ttempi di vita dei circuiti integrati, fabbricati da un produttore di semiconduttori, hanno
distribuzione normale con media di 4.4 x 10° ore ¢ deviazione standard di 3 x 10° ore.
Se un produltore di mainframe necessita che almeno il 90% di una grossa ordinazione
di cireuiti abbia un tempo di vita non inferiore a 4:0 x 10f ore, & il caso che si rivolga a
queso produttore?

32. Conriferimento al Problema 31, qual & la probablhta che su un' ordinazione di 100 pezzi
ve ne siano almena 4 con tempo di vita inferiore a 3.8 x 16° ore?

3.1 tempo di vita del tubo catodico di un televisore a colori ha distribuzione gaussiana con
media 8.2 anni e deviazione standard 1.4 anni. Quale percentuale di questl tubi catodici
dura (a) pill, ch 10 ammi; (b) meno di 5 anm, (c) tra. 1 5ei10anni?

g

Lé precipitazioni annuali a Cincinnati hanno distribuzione normale con media 40.14
pollici e deviazione standard 8.7 poliici. :
() Qual & la probabilita che qﬁest'anno si superino i 42 pollici?
{b) Con che probabilita nei prossimi due anni cadranno in totale pill di 84 pollici di
pioggia?
(c) Con che probabilita nei prossimi tre anni cadranno in totale pid di 126 pollici di
pioggia?
{d) Per i punti (b) ¢ (¢), che ipotesi di indipendenza stai assumendo?
35. La statura delle donne adulte negli Stati Uniti, ha una distribuzione normale con media
64.5 pollici e deviazione standard 2.4 pollici.
{(a) Trova la probabilita che una donna scelta a caso sia alta meno di 63 pollici;
(b) meno di 70 pollici;
(c) trai63 ei70 pollici.

“{d) Alice 2 alta 72 pollici. Che percentuale della popolazione femminile adulta & pid
bassa di lei?

(e) Trova la probabilita che la media aritmetica della statura di due donne scelte a caso
sia superiore a 66 pollici.

(f) Ripeti il punto (e) per 4 donne.,
36. Un test per il Q.1 produce punteggi con distribuzione normale di media 100 e deviazione

standard 14.2. Che intervallo di puntcggl raggiunge I'1% della popolazione formato
dalle persone pit intelligenti?

37. 1l tempo (in ore) necessario per riparare un macchinario & vna variabile aleatoria
esponenziale con parametro A = 1.
{a) Qual & la probabilita che la riparazjone superi le 2 ore di tempo?

(b) Qual & la probabiliti condizionata che la riparazione richieda almeno 3 ore,
sapendo che ne richiede pib di 2?
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38. 1l numero di anni di funzionamento di una radio ha distribuzione esponenziale di para-
metro A = 1/8. Se si compra una radio usata, qual & la probabilith che funzioni per altri
10 anni o pid?

39. 1 signor Jones & convinto che il tempo di vita di una automobile (in migliaia di mfg]ia
percorse) sia una variabile aleatoria esponenziale di parametro 1,/20. 1t signor Smith ha
una macchina usata da vendere, che ha percorso circa 10 000 miglia.

(a) Se Jones decide di comprarla, che probabilitd ha di farle fare almeno altre 20000
miglia, prima che sia da buttare?

{b) Rispondi nuovamcnte,'nell'ipotcsi chc_ il tempo di vita dell’anto (in migliaia di
miglia percorse), abbia distribuzione uniforme sull’intervallo {0, 40).

*40, Siano X, Xs,..., X, i pimi n tempi che separano gli eventi di un proceszo di Poisson
di intensita ), e poniamo S, = 3 | X;.
(a) Qual & V'interpretazione di 5,7
(b) Spiega perché i due eventi {S, <t} e {N(t) > n} sono identici.
(c) Usa il risultato del punto (b) per mosirare che

n—1I :
P(Sﬂ é t) =1— Z (’??J e_.»\l‘-

0

(d) Derivando la formula del punto (c) per la funzione di ripartizione di Sy, mostra
che S,, ha distribuzione gamma con parametri n e A. (Questo risultato segue
anche dal Corollario 5.7.2.)

*#4]1. In una certa regione, i terremoti si susseguono secondo un processo di Poisson di
intensith pari a 5 all’ anno.
(a) Qual & la probabilith che vi siano almeno 2 terremoti nella prima met del 20157
(b) Assumendo che I’evento del punto (a) si verifichi, qual & la probabiliti che nei
primi 9 mesi del 2016 non vi siano terremoti?

(c) Assumendo ancora che ’evento del punto-(a) si verifichi, qual & la prﬁbabiljt%
che nei primi 9 mesi del 2015 vi siano almeno 4 terremoti?

42. Stiamo sparando ad un bersaglio che si trova su un piano bidimensionale. Le distanze in
orizzontale e in verticale del punto che colpiamo rispetto al bersaglio sono variabili alea-
toric normali ¢ indipendenti con media 0 ¢ varianza 4. Sia [J )a distanza tra il bersaglio
¢ il punto colpito. Quanto vale E{D]?

43. Sia X una variabile aleatoria chi-quadro con 6 gradi di libertd. Trova (a} P(X < 6); (b)
P3<X <9

44, Siano X e Y due chi-quadro indipendenti, con 3 e 6 gradi di kibertd rispettivamente.
Determina la probabilith che X + Y sia superiore a 10.
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45. Dimostra che I'(1) = /7. (Suggerimento. Calcola il valore di [~ =127 dg, con la
sostituzione T = 337, dz = ydy.) i

46, Sia T una i di Student con con 8 gradi di liberta. Trova (a) P(T > 1), M) P(T < 2),¢
{© P(—l <T <1} .

47. Dimostra che, se T}, ha distribuzionert con n gradi di liberta, allora T2 ha distribuzione
F con 1 e n pradi di liberia.
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6.1 Intr(_:duzione

La statistica & la scienza che si occupa di trarre conclusioni dai dati sperimentali. Una
situazione tipica con la quale bisogna spesso confrontarsi negli ambiti tecnologici, &
quella in cui si studia un insieme molto grande, detto popolazione, di oggetti a cui so-
no associate delle quantith misurabili. L’ approccio statistico consiste nel selezionare
un sottoinsieme ridotto di oggetti, che viene detto campione, ¢ analizzarlo sperando
di essere in grado di trarre da esso delle conclusioni valide per la popolazione nel suo
insieme. ,

Per basare sui dati del campione delle inferenze che riguardino 1'intera popola-
zione, & necessario-assumere qualche condizione sulle relazioni che legano questi due
insiemi. Un’ipotesi fondamentale — in molti casi de] tutto ragionevole — & che vi sia
una (implicita) distribuzione di probabilitd della popolazione, nel senso che se da essa
si estraggono degli oggetti in maniera casuale, le quantitd numeriche lore associate
POSSONo essere pensate come variabili aleatorie indipendenti, tutte con tale distribu-
zione. Se tutto il campione viene selezionato in maniera casuale, sembra ragionevole
supporre che i suoi dati siano valori indipendenti provenienti da tale distribuzione.

Definizione 6.1.1. Un insieme X1, X3,..., X, di variabili aleatorie indipendenti,
tutte con la stessa distribuzione F, si dice campione o campione aleatorio della
distribuzione F'.
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In pratica la distribuzione F non & mai completamente nota, perd & possibile
usare i dati per fare dell’inferenza su F. In alcuni cas; ¢ possibile che F sia nota
eccetto che per dei parametri incogniti (si potrebbe ad esempio sapere che F & una
distribuzione normale, ma non conoscerne la media e la varianza; oppure F potrebbe
essere di Poisson, ma con parametro incognito); in altri casi potremmo non sapere
praticamente nulla di F' (tranne forse assumere che essa sia continua, oppure discre-
ta). I problemi in cui la distribuzione F & nota a meno di un insieme di parametri
incogniti sono detti problemi di inferenza parametrica; quelli in cui nulla si sa sulla
distribuzione F' sono invece problemi di inferenza rnon parametrica.

Esempio 6.1.1. E stato da poco introdotto un nuovo sistema di produzione dei circuiti
integrati; i chip prodotti hanno tempi di vita che si pensano essere variabili aleatorie
indipendenti con distribuzione F incognita. '

E possibile che si individuino delle ragioni fisiche che convincano a priori che F
deve avere una particolare forma parametrica; ad esempio potremmo essere portati a
pensare che I sia normale, o forse esponenziale. Se questo & il caso abbiamo a che
fare con un problema di statistica parametrica, e si possono usare i dati di un cam-
pione per stimare i parametri di F'. Se F fosse una distribuzione normale incognita,
vorremmo stimare la sua media e la sva varianza; se invece presumessimo che F sia
di tipo esponenziale, vorremmo stimare la sua media o (ma sarebbe equivalente) 1a
sua intensiti. ) _ :

In altre situazioni invece potrebbe non esserci alcuna ragione fisica per supporre
che F' abbia una forma particolare; in quel caso, fare dell’inferenza su F costituirebbe

un problema non parametrico, O

In guesto capitolo ci occupiamo delle distribuzioni di probabilita di alcune stati-
stiche. 1l termine statistica indica una variabile aleatoria che & semplicemente una
funzione dei dati di un campione; i due principali esempi di statistiche che affrontia-
mo, sono la media campionaria e 1a varanza campionaria. Nella Sezione 6.2 pren-
diamo in considerazione la media campionaria ¢ ne determiniamo valore atteso e
varianza. E un fato notevole che quando la numerosit del campione 2 anche solo
moderatamente elevata, la distribuzione della media campionaria diviene approssi-
mativamente normale (per quasi ogni forma di F!). Questa & una conseguenza del
teorema del limite centrale, uno dei risultati teorici pili rilevanti in probabilita, che &
discusso nella Sezione 6.3. Nella Sezione 6.4 presentiamo la varianza campionaria

e ne calcoliamo il valore atteso. Nella Sezione 6.5 ci restringiamo al caso che la po-

polazione abbia distribuzione normale e determiniamo la legge congiunta di media e
varianza campionarie. Nella Sezione 6.6, infine, approfondiamo il concetto di cam-
pionamento da una popolazione finita e illustriamo cosa si intende con “campione
aleatorio™; in pratica quando le dimensioni della popolazione sono grandi rispetto al-
P’ampiezza del campione, essa viene trattata come se fosse infinita: questo approccio
viene illustrate e se ne discutono le conseguenze.
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6.2 Lamedia campionaria

Consideriamo una popolazione di elementi, a ciascuno dei quali & as.sociata_l.ma'gfanj
dezza numerica. La popolazione potrebbe ad esempio essere costituita dagli 1_nd1v@u1
adulti facenti parte di una qualche categoria di persone, e la grandem nurnerica di in-
teresse potrebbe essere il reddito annuale, la statura, 1’ Fté o altro. Sia X, X3, S X”.
un campione di dati estratto da questa popolazione. E comune supporre f:he i va]o'n :
numerici associati a ciascuno degli elementi<del campione, siano variabili aleatorie
indipendenti e identicamente distribuite. Denotiamo con p e o?la IOFD media e la lo::o
varianza, che prendono il nome di media e varianza della popolasz:e. In analogia
con la Definizione 2.3.1 di pagina 22, definiamo la media campionaria come

‘_-I.X1+X2+"'+Xn 6.2.1)
= - .

X

Sinoti che X & una funzione delle variabili aleatorie X, » X2, ...y Xy In quanto tale
& una Statistica, e in particolare & a sua volta una variabile aleatoria. Ha senso c!umdl _
‘domandarsi quanto valgano il valore atteso della media campionaria e la sua varianza.
E facile vedere che

- Xi+Xot+-+ X
E[X] = E[ — "]
_ EX\] + E[X3] + - -- + B{X,)
- ‘n
=28 _ (6.2.2)
it
e, per la varianza,
_ Xi+Xo+-+X
Va.r_(X)=.Va.r( L 2-n “)
_ NVar(Xy) + Var(ng + o Var(Xn) per I'indipendenza
n
_ne? _o? (6.2.3)
n? n :

La media campionaria ha quindi lo stesso valore atteso della distribuzione da stimare,
mentre la sua varianza risulta ridotta di un fattore n. Da questo possiamo dedurre che
X & centrata attorno a {4, € la sua variabilita si riduce sempre di pit cm_l I'aumentare
di n. Una esemplificazione di questo comportamento & illustrata nellla Flgur_a 6. 1,_ chc.:
riporta, per diversi valori di n, le densita di plfobabilita per le medie campionarie di
una popolazione normale standard. :

e
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. - . 4
Figura 6.1  Densita delle medie campionarie di una popolazione normale standard.

6.3 1l teorema del limite centrale

I questa sezione affrontiamo uno dei risultati pid notevoli della teoria della proba- -

bilitd, il reorema del limite centrale!. In termini semplicistici, esso afferma che la
somina di un pumero elevato di variabili aleatorie indipendenti, tende ad avere distri-
buzione approssimativamente normale. L'importanza & duplice: da un lato siamo in
grado di ottenere stime approssimative delle probabiliti che rignardano la somma di
variabili aleatorie indipendenti, dall’altro abbiamo giustificato il fatto notevole che
la distribuzione empirica delle frequenze di un gran numero di popolazioni naturali
esibisca forme a campana (in realt, ganssiane).
L’enunciato, presentato nella sua versione pilt semplice, & il seguente:

Teorema 6.3.1 (Teorema del limite centrale). Siano X, X5,.. ., X,, delle variabili
aleatorie i.1.d. (indipendenti e identicamente distribuite), tutte con medla j¢ € varianza
a?. Allora se n & grande, la somma :

X +X2+---+Xn
& approssimativamente normale con media ny e varianza no?.

Si pud anche normalizzare la somma precedente in modo da ottenere una
distribuzione approssimativamente normale standard. Si ha infatti che

X1+X+---+ X,
o/

—O LN, (6.3.1)

! Spesso lo si trova abbreviato negli acronimi TLC o CLT, dove il secondo deriva ovviamente
" dall’espressione inglese corrispondente, central limit theorem.
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dove con il simbolo ~ si intende “2 approssimativamente distribuito come”. Cid
significa che per n gra.nde ex qualsms: vale l’approssmlaz.lone

!
X .
P(X1+X2+ + 1 <$)m¢)(m)
o/n
dove ® denota 1a funzione di ripartizione della normale standard che & stata introdotta
con I'Equazione (5.5.5).

Esempio 6.3.1. Una compagnia di assicurazioni ha 25000 polizze auto attive, Tl
risarcimento dovuto annualmente per ogni singofo assicurato & una variabile aleato-
ria con media 320 e deviazione standard 540. Quanto vale approssimativamente la
probabiliti che in un determinato anno le richieste di indennizzi superino 8.3 milioni?

Sia X la richiesta annuale complessiva di indennizzi. Numeriamo gli assicurati,
e sia X; il risarcimento dovuto all’assicurato f-esimo, per¢ = 1,2,...,n,conn =
25000. E chiaro che X = ¥, X;, e segue dal teorema del limite centrale, che X
ha approssimativamente distribuzione normale con media 320 x 25000 = 8 x 106
e deviazione standard 540+/25000 = 8.54 x 10%. Percid, se Z denota una variabile
aleatoria con distribuzione N (0, 1),

X —8x10° . 8.3x106-3><106)
8.54 x 10* 8.54 x 107
0.3 x 108
”P(Z 8.54 x 104)
~ P(Z >35) =0

P(X >83x 105 = P(

Quindi la probabilita che la compagnia debba pagare in ur anno pit di 8.3 milioni &
trascurabile. 0

Esempio 63.2. Gli ingegneri che stanno studiando un ponte sono convinti che il
numero di tonnellate W, che una singola campata pud sostenere senza subire danni
strutturali, sia una variabile aleatoria normale di media 200 e deviazione standard
20. Supponiamo che il peso in tonneilate degli autoveicoli che vi passano sia una
variabile aleatoria di media 1.5 e deviazione standard 0.15. Quante antomobili do-
vrebbero essere contemporaneamente salla campata, affinché 1a probabilitd di danno
strutturale superi il 10%7
Sla £, 1a probabilita di un danno strutturale, qeando vi sono n autovemoh

Bo=PX)1+ X+ +Xp 2 W)
=P+ X+ 4+ X, -W=0
dove X),X,,..., X, sono i pesi delle auto. Per il teorema del limite centra-

le, 371, X; & approssimativamente normale, N (1.5n,0.0225n). Quindi, sicco-
me W ¢ indipendente da tutte le X; ed ¢ normale, ne segue che 3 - X; — W &
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approssimativamente normale con media e varianza date da

E[iX,-— W] = 1.5n - 200

i=1

Var (Z X;— W) = Va.r( X,-) + Var(W) = 0.0225n 3+ 400

i=1 i=1

Percid, se poniamo

?  Xi— W — (1.5n — 200)
v0.0225n + 400

Z =

allora

Pa= P(Z > :..(M)
0.0225% + 400

dove Z & approssimativamente normale standard. Dalle Tabella A.1 in Appendice si
pud notare che P(Z > 1.28) ~ 0.1, quindi se il numero di autoveicoli n  tale che

200 — 1.5n.

— e < 1.28
7 +/0.0225n + 400
ovvero quando n > 117 (si trova ricavando n, o per tentativi), vi & almeno 1
probabilita su 10 che il ponte subisca danni struttarali. O

Il tcorema de] limite centrale & illustrato dal Programma 6.1 del software del
libro. Questo programma rappresenta la funzione di massa della somma di n variabili
aleatorie i.i.d. che assumono i valori 0, 1, 2, 3 e 4. Quando lo si esegue & necessario
inserire le probabilita dei cinque numeri, e il valore desiderato di n. Le Figure 6.2(a)-
(f) illustrano i grafici ottenuti per una fissata configurazione delle probabilita quando
nvale1,3,5,10,25e 100.

Una delle pi dirette applicazioni del teorema del limite centrale riguarda le va-
riabili aleatorie binomiali. Siccome una binomiale X di parametri {n, p) rappresenta
il numero di successi in n prove indipendenti, ciascuna.con probabiliti p di riuscita,
possiamo scrivere

X=X1+Xz+ - +Xo

" dove

X, = 1 sel’i-esima prova ha successo
" )0 aluiment

Poiché, come sappiamo,

ElX]=p,  Var(X) =p(1 - p)
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Figura 6.3  Punzioni di massa binomiali che convergono ad una densita normale.

segue dal teorema del limite centrale che, per n grande,

X —np
vnp(l—p)

ovvero vale una approssimazione normale delle variabili aleatorie binomiali. La Fi-
gura 6.3 illustra graficamente comé la funzione di massa di una variabile aleatoria
binomiale di parametri (n, p) tenda a divenire gaussiana al crescere di 7.

<~ N(0,1) (6.3.2)

Esempio 6.3.3. 1l numero ideale di studenti per il primo anno di un corso in un certo
college & di 150. Il college, sapendo dall’esperienza passata che solo il 30% degli
studenti ammessi segue le lezioni, adotta la politica di accettare le iscrizioni di 450
studenti. Si calcoli la probabilita che pii di 150 studenti del primo anno frequentino
le lezioni. . :

Sia X il numero degli studenti che frequantano. Se assumiamo che ogni studente
ammesso decida o meno di seguire le lezioni indipendentemente da tutti gli altri,
allora X ha distribuzione binomiale di parametri n = 450 e p = 0.3. La probabilita
richiesta & ' '

P(X > 150) = i P(X =1)
=151

Siccome vorremmo approssimare la variabile aleatoria discreta X con una normale,
che & continua, & conveniente scrivere P(X = i) come P(i — 0.5 < X < i+ 0.5)
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(questo passaggio si chiama correzione di c';mtinuitd). In tal modo,

o0 . L
P(X >150)= )" P(i—05 <X <i+0.5)=P(X > 150.5)

_ =151 )
E infatti I’approssimazione con il teorema del limite centrale fornisce un risultato piit
preciso usando 150.5 come estremo dell'intervallo, :

X —450%03 N 150.5 — 450 x 0.3)

vV450x03x 0.7~ 450x 03 x 0.7
~ P(Z > 1.59) ~ 0.06

P(X > 150.5) = P(

Quindi, solo il 6% circa? degli anni gli studenti che decidono di seguire superano il
numero raccomandato di 150, O

E bene notare che a questo punto disponiamo di due diverse approssimazjoni per
le variabili aleatorie binomiali: quella di Poisson, che & valida quando n & grande e P
piccolo, e quella normale, che (si pud dimostrare) & valida quando np(1 — p) & grande
(in effetti, per ottenere risultati accettabili, basta che np(1 — p) sia almeno 10).

6.3.1 Distribuzione approssimata della media campionaria

S.ia X1, X32,..., X, un campione provenieﬁ& da una popolazione di media y e va-
tianza o2, Vediamo come il teorema del limite centrale ci permette di approssimare
la distribuzione della media campionaria, '

- 1
X = = Z X; (6.3.3)
i=]

Siccome il prodotto di una variabile aleatoria normale per una costante & ancora nor-
male, ne segue che, quando n & grande, X & approssimativamente gauésiana. Poi-
ché inoltre la media campionaria ha valore atteso u e deviazione standard afvn,
otteniamo che ' :

X—p
ofvn

AN (0,1) (6.3.4)

? Lo swdente attento notera che qui il numero di cifre di precisione che ci permestiamo di mantencre
& pid basso del solito. Cid & dovuto al fatto che Yapprossimazione con uba normale, per quanto
utile, non consente in genere una precisione molto alta, Per questo esempio, se si facessero i calcoli
tenendo tutte le cifre decimali, si troverebbe che il valore di P{X > 150) con la distribuzione
binomiale & circa 0.0565, mentre con I"approssimazione normale, P(X > 150.5) =~ 0.0554 e
P(X > 150) =~ 0.0614. Si vede da questi valori che (1) usare 150.5 come estremo fornisce un
risultato pilt preciso di 150, & (2) per evitare di tenere pib cifre significative di quelle esette, conviene
nel caso dell’approssimazione di una binomiate con una gaussiana limitare la precisione ali’ 1% circa.
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Esempio 6.3.4. Una popolazione formata da operai maschi, presenta dei pesi corpo-
rei (in libbre) di media 167 e dewamone standard 27.

{a) Se si seleziona un campione di 36 eléiﬁenti, quanto vale circa la'probabilitﬁ che
la media campionaria dei loro pesi stia.tra 163 e 1717

(b) E se si selezionano 144 operai?
{a) Sia Z una variabile aleatoria normale standard. ‘Dal teorema del limite cen-

trale segue che la media campionaria & approssimativamente normale con media 167
e deviazione standard 27/+/36 = 4.5. Quindi :

- 163 —1 X167 171 — 167
P(163<X<171)=P(164567 )

a5 < 45
P(—0.8889 < Z < 0.8889)
= 2P(Z < 0.8889) ~ 1 ~ 0.63

(b) Con una ampiezza del campione dx 144, X sara appro331mat1vamente normale
di media 167 e deviazione standard 27/+/144 = 2.25, Quindi

S - X-167 171 —167
}3(163<X<171)=P(163 167 (X 16 )

235 <7735 <235
~ P(=1.7778 < Z < 1.7778)
—2P(Z < 17778) - 1 = 092

Aumentando la numerosita del campione da36a 144, la probablhth richiesta & salita
dal 63% al 92% circa, O

Esempio 6.3.5. Un astronomo vuole misurare Ia distanza di una stella lontana. Tutta-
via, & causa dei disturbi dovuti all’atmosfera, le misurazioni effettuate dal suo osser-
vatorio non restituiscono la distanza esatta d. Per questo motivo, egli ha deciso di fare
una serie di misurazioni in condizioni diverse, e di usare la media campionaria come
stimatore di d. E infatti convinto che misurazioni successive siano variabili aleatorie
indipendenti, di media d, e deviazione standard 2 (I'uniti di misura & 1I'anno-luce).
Quante misurazioni deve effettuare per avere il 95% di probabilita che la sua stima
sia accurata entro 0.5 anhni-luce? .
Se I'astronomo effettua un numero sufficientemente elevato n di misurazioni,
allora la loro media campionaria X avri distribuzione approssimativamente normale
con media d e deviazione standard 2//n. La probabilita che questo stimatore cada
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entro d + 0.5 si ottiene come segue,

'R

P(—05 <X ~d<05) = p(

-05 X-d _ 05
NCRETN A zz.ﬁ)

~ P(—1f4 < Z < \/nj4)
=2P(Z <+/nj4) -1

dove Z ~ N (0, 1). Se ne deduce che n & un numero di osservazioni sufficiente solo
sevale

2P(Z < +/n/4)—1>095
o equivalentemente,
‘ P(Z < n/4) > 0975

Siccome P(Z < 1.96) = 0.975 si ottiene che n deve soddisfare

f/4>196

e quindi si rcndono necessarie almeno 62 osservazioni. O

63.2 Quando un campione & abbastanza numeroso?

11 teorema del limite centrale lascia aperta la questione di quanto grande debba esse-
re la numerositd del campione n, affinché 1’approssimazione notmale sia valida. In
effetti la risposta dipende dalla distribuzione da cui vengono campionati i dati. Ad
esempio, se la distribuzione della popolazione & normale, allora X sarh a sua volta
normale indipendentemente dail’ampiezza del campione (questo perché la distribu-
zione normale & riproducibile: si veda a pagina 176). Una buona regola empirica
& che si pud essere confidenti nella validita dell’approssimazione se n & almeno 30.
Questo vuole dire che, per quanto “poco gaussiana” sia la distribuzione considerata,
la media campionaria di un gruppo di dati di numerosita 30 risulta COMUnque appros-
simativamente normale. Si tenga presente comunque che in molti casi & possibile che
Questo accada anche per n molto pidt piccolo, e in effetti spesso i = 5 & sufficiente
ad ottenere approssimazioni non troppo sbagliate. La Figura 6.4 presenta la distribu-

zione delle medie camplonane di una popolazione esponenziale, pernparia 1, Se
10.

6.4 La varianza campionaria

Sia X;,X3,...,X, un campxone aleatorio, provemcnte da una distribuzione di

~media p e vananza o?. Sia X la sua media campionaria. In analogia con la

Definizione 2.3.4 di pagina 25, introduciamo una seconda statistica.
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e n=1
— =5
—_— n=10

12

Figura 6.4  Densith della media aritmetica di n variabili aleatorie esponenziali di
parametro unitario e indipendenti. '

Definizione 6.4.1. La statistica 52, definita da

=S G-X 64.0
=1

si dice varianza campionaria. La sua radice quadrata, S = Vv 52 prende invece il
nome di deviazione standard campionaria.

Volendo calcolare E[S?], sfruttiamo la Proposizione 2.3.1 di pagina 26 che
afferma che per una qualsiasi n-upla di numeri 4,23, ...,Tn,

1

SO PR

i=1 =1

dove = ., zi/n. Applicato a X, Xy, . .., Xn, questo enunciato implica che

_1_1 (i X2 ny’) (6.4.2)
i=l1

ovvero che

(n~1)§% = Eﬂjx,?—

=1
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W .
Prendendo il valore atteso di entrambi i mémbri di quest’ultima equazione, e ricor-

dando che il momento secondo di una quatunque variabile aleatoria W si pud ottenere
come E{W?| = Var(W) + E[W]?, deducmmo che

(n~ 1) B[S = [Exz] E[nX’)

== nE[Xl] -~ nE[Y%]

. =nVar(X)) + nE[X)]? — nVar(X) — nE[X}]?
2
=n02+n,u.2—n%—np2

=(n—1)o?
da cui
B[S =0* (6.4.3)

1l valore atieso della varianza campionaria coincide con la varianza della popolazione. -

6.5 Le distribuzioni delle statistiche di popolazioni normali

In questa sezione ci restringiamo al caso in cuii la distribuzione di popolazione sia di
tipo normale.

Sia X, X3;..., X, un campione estratto da una distribuzione normale di me- -
dia i e varianza o2, intendendo con questo che tali variabili aleatorie sono tra loro
indipendenti e X; ~ A (&, 0?), peri = 1,2,...,n. Denotiamo al solitc con

5|'—

2 e = ﬁ > (X - X)? (6.5.1)
=1 i=1 ’

la media e la varianZa campionarie, nspettlvamentc Ci proponiamo di determinare
le loro d.lsmbuznom

6.5.1 La distribuzione della media campionaria

Siccome la somma di variabili aleatorie normali e indipendenti ha ancora distribu-
zione gaussiana, anche X & normale. La sua media e la sua varianza, come nel caso
generale, sono y e o2 /n rispettivamente, ¢ quindi

a~
S

~ N(o 1) (6.5.2)
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¢ una variabile aleatoria normale standard®.

6.5.2 La distribuzione congiunta di X e 52

In questa sezione, non solo deriviamo la distribuzione della varianza campionaria
5%, ma enunciamo anche il fatto fondamentale che X e S2 sono variabili aleatorie
indipendenti, con

(n— 1=~ xni © (65.3)
Per iniziare, si noti che, assegnati dei numeri Ty, x3,..., Zn, eposto y; == T; — i1

peri=1,2,...,n, dall'identita

mn - n
D= i = vt —ng

si deduce che
n n

Dwi-8 =3 (@ —p)P —n(z—p)?
i=1 i=1 ,
Se applichiamo questa seconda identitd ad un campione Xy, X;,..., X, di una
popolazione normale con media y e varianza o2, otteniamo che
z?:] (mi — Y)z _ Zr:l ('X‘l — P’)z _ '”’(7 — "‘)2
72 = o2 2

0 equivalentemente,

3 (X; - n)2 - T - X + [\/ﬁ(j(; - “)] T 65

g o?

i=1
Poiché le variabili aleatorie (X; — u) /o, peri = 1,2,...,n sono normali standard
indipendenti, il primo membro dell’Equazione (6.5.4) & una chi-quadro con o gradi di
liberta. Per quanto detto nella Sezione 6.5.1, anche /(X —u)/o & normale standard,
e quindi il suo quadrato 2 una chi-quadro con 1 grado di liberta. In conclusione,
I'Equazione (6.5.4) esprime una x2 come somma di due variabili aleatorie, una delle
quali & una x?. Poiché sappiamo che la somma due chi-quadro indipendenti & un’altra
chi-quadro i cui gradi di liberta sono la somma di quelli partenza, sembra decisamente

plausibile che i due addendi al secondo membro della (6.5.4) siano una st—n cuna

X7 indipendenti. :
Anche se in questa sede non lo faremo, & possibile dimostrare la validita di questa
nostra congettura, che & formalizzata nell’enunciato seguente.

¥ Si faccia attenzione a distinguere questa affermazione da quanto detto a pagina 215. In questo caso
non vi sono approssimazioni: il risultato ottenuto & esatto, grazie all’ipotesi agpiuntiva che le X;
" fossero gaussiane. Inoltre, quanto detto qui vale anche quando n & piccolo.

bRl Lo
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Teorema 6.5.1. Se X;, X;, ... ; Xn & un campione proveniente da una distribuzione

normale di media 42 e varianza o2, allora X e S2 sono variabili aleatorie indipendenti.
Inoltre, X & normale con media 4 e varianza o /ne(n—1)8%/0% & una chi-quadro
con ri — 1 gradi di liberth.

_ Quegto teorema non solo ci fornisce le distribuzioni di X e 52 per le popolazio-
i gaussiane, ma stabilisce anche T'importante proprietd — unica della distribuzione
normale — che queste statistiche sono indipendenti. L’importanza di quanto detto
emergera con evidenza nei capitoli successivi.

Esel.npio 6.5.1.. Il tempo impiegato da un microprocessore ad eseguire alcuni pro-
cessi & una variabile aleatoria normale con media dj 30 secondi e deviazione standard
di 3 secondi. Se si osserva I'esecuzione dj un campione di 15 processi, qual & la

. probabiliti che la varianza campionaria risultante sia maggiore di 122

Siccome I'ampiezza del campione & n = 15, ¢ o2 = 9, scriviamo
P(S?>12)= P((n - 1)-3; > 14. E)
o 9

~ P(xiy > 18.67)
~1-0.8221=0.1779 O

I1 seguente corollario del Teorema 6.5.1 sara di una certa utilitd nei prossimi
capitoli.
Coro!lario _6.5.2._ Sia X, s X2,. .+, Xy un campione proveniente da una popolazione
-gaussiana di media . Se X e $2 denotano la media ¢ 1a varianza campionaria, allora

X—p
TN A ta1 : (6.5.5)

‘Qtfindi, se si normalizza X sottraendo la sua media i e dividendo per 1a sua
deviazione standard & /+/n, si ottiene una normale standard (2 il risultato della Sezio-

ne 6.5.1). Se invece si divide per.5/+/n, si ha una distribuzione ¢ con n — 1 gradi di
liberta. :

Qimostmzione. Si ricordi che Ia ¢ di Student con m gradi di liberta &, per la Defini-
zione 5.8.2, la distribuzione de] rapporto.

Z
VXh/m

dove Z ~ N (0, 1), xZ, & una chi-quadro con m gradi di libert2, e queste due variabili
aleatorie sono prese indipendenti. Allora, usando il fatto che

X -
NN n-nZ
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¢ inoltre che queste due statistiche sono indipendenti per il Teorema 6.5.1, si ottiene
che

X—pu je?n—-1 X-—p

o/ Sin—1  S§/yn

2 una t di Student con n — 1 gradi di liberta. O

6.6 Campionamento da insiemi finiti

Consideriamo una popolazione di N elementi. Con il concetto di campione aleatorio
(di numerosita n) estratto da questa popolazione, si intende la scelta di un sottoin-
sieme di . elementi, fatta in modo tale che tutti 1 (J:‘: ) sottoinsiemi candidati abbiano
le stesse probabilita di essere selezionati. Per esempio, se la popolazione di partenza
consiste dei tre elementi a, b e ¢, un campione casuale di 2 elementi & un sottoinsieme
scelto con pari probabilita tra {a, b}, {a,c} e {b,c}. Un sottoinsieme casuale pud es-
sere individuato in pratica scegliendo uno alla volta i suoi elementi: il primo con pari
probabilita tra gli N possibili, il secondo con pari probabilita tra gli N — 1 restanti, &
cosi via. ' ' :
Supponiamo ora che alcuni elementi della popolazione di partenza abbiano una
certa caratteristica, e denotiamo con p la frazione di questi rispetio al totale. V1 sono
complessivamente p/N elementi che posseggono questa caratteristica e {1 — p)IN che
non ce I’hanno. Selezioniamo un campione casuale di ampiezza n, ¢ dopo avere
aumerato i suoi elementi, poniame, per ¢ che vada l an: '

X e 1 se I’elemento £ del campione possiede la caratteristica
' |0 aluimenti

Consideriaro 1a somma di queste variabili aleatorie,
X=X1+Xo+ - +Xa

Siccome ognuna dellé Xi contribuisce con 1 o con 0 alla somma, a seconda che
I’elemento i possieda la caratteristica saliente o meno, X conta quanti s5ono in wito
quelli che la possiedono. Inoltre la media campionaria

>x
i=1

2 pari alla frazione degli elementi del campione che mostrano tale caratteristica.
‘Passiamo ora ad analizzare le probabilita associate alle statistiche X e X. Per
cominciare, si noti che, siccome ciascuno degli N elementi di partenza ha le stesse

X =

3™
B
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possibilita di essere selezionato come membro i-esimo del campione, si ottiene

N
P(Xi=1)=;%=19

Da cui ovviamente segue che
P(X,' = 0) =1-p

Le X; sono variabili aleatorie di Bernoulli di parametro p.

E bene .nf)t\are che X3, Xy,.. .5 X, non sono indipendenti. Nonostante infatti sia
p la probabilith che nella seconda selezione capiti un elemento con la caratteristica,

PX,=1)=p

¢id € vero solo se non si sa nulla di cosa sia successo nelle altre estrazioni. Suppo-

nendo ad esemp?o di sapere che X; = 1, ovvero che nella prima & stato selezionato
un elemento tra i pN con la caratteristica, & chiaro che

. . o pN-1

PX;=1X% =1)=2

| (X = 11X ? N —1

perché -nella popolazione restano N — 1 elementi, di cui nP — 1 con la caratteristica. -
In maniera del tutto analoga, se si sa che X; = 0,

P(X2=1|X|=d)=%

Perc':ib il sapere §c il primo membro selezionato per entrare a fare parte del campione
abbia I_a caratteristica, fno_diﬁca le probabilita per quelli successivi. Tuttavia, se la nu-
merosita della popolazione N & molto grande rispetto a quella del campione n, questa

variazione nelle probabilith sard in ogni caso molto piccola. Per fare un esemnpio, se
N = 1000 ¢ p = 0.4, si oftengono le probabilita : '

399

PXo=1lXi=1)=— =0.
PO =11 = 1) = 555 0.3994
=400
PXa=1X=0="=
| (X3 | 1 ) 599 0.4004
entrambe molto vicine a
P(X;=1=04
In efﬁ;ztti & ?ossibﬂc dimostrare che quando ’ampiezza della popolazione N & molto
maggiore di quella del campione n, allora X, X3, . .., X, sono approssimativamen-

te_ in_dip_enc!enti. Siccome la somma di bemoulliane indipendenti & identicamente
dzlstnbultc ¢ una variabile aleatoria binomiale, ne segue — sempre nell’ipotesi che N
sia gr_ande .nspetto an—che X := 3. X; &approssimativamente distribuita come
una binomiale di parametri n e p. Vi
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Osservazione 6.6.1. Per la precisione, X & una variabile aleatoria ipergeometrica di~

parametri pN, (1—p)N e n (si vecla la Sezmne 5.3). Quanto detio.sopra implica che
questo tipo di variabili aleatorie possono essere approssimate con binomiali quando
il numero di elementi scelti & piccolo rispetto al numero degli elementi di partenza.

Da qui in poi supporremo sempre che la popolazione sia molto numercsa rispetto al
campione estratto, e che la distribuzione di- X sia binomiale.

La media e 1a varianza di X sono determinate dalle Equazioni (5.1.5) ¢ (5.1.6) di
pagina 151:

E[X]=np e Var(X) =np(1 -p)

Poiché inoltre X = X/n, si ottiene che

E[X) = E[X]/n=p ©66.1)

e che

Var(X) = Var(X)/n? = p(1 — p)/n (6.6.2)

Esempio 6.6.1. Suppomamo che alle prossime elezioni, il 45% della popolazione
favorisca un certo candidato. Si selez.lona un campione di 200 persone da intervistare.
Si trovino '

{a) valore atteso e deviazione standard del numero di intervistati che preferiscono
quel candidato; '

(b) 1a probabilita che essi siano pid della meta degli interpellati.

() Detto X il numero di intervistati che votera per il candidato considerato, la
sua media e 1a sua deviazione standard sono

V/Var(X) =

{b) Poiché X & binomiale di parametri 200 e 0.45, il Programma 5.1 fornisce la
soluzione

E[X] =200 x 0.45 = 90, 4/200 x 0.45 % 0.55 = 7.0356

P(X > 101) = 1 — P(X < 100) = 0.0681

Se per qualche ragione il software non fosse disponibile, con T’approssimazione
normale della distribuzione binomiale e la Tabella A.1 in Appendice, si trova che

P(X > 101) = P(X > 100.5) - cormezione di continuita
N P(X-E[X} 100.5—90)
{/Var(X) —- 7.0356
~ 1 — 8(1.49)

=~ 1—0.9319 = 0.0081 usando la Tabella A.1

L
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Si noti che abbiamo arrotondato (100.5 - 90) /7.0356 a due sole cifre decimali

* per ottenere un.valore z = 1.49 il cui comspondente valore di ¥(x) fosse presente

nella Tabella A.1. A questo punto, anche se il risultato finale che troviamo, 0. 0681, &
corretto fino alla terza cifra significativa, questa non pud essere che una coincidenza, e
tenendo conto delle approssimazioni fatte, 2 pidt serio considerare 0.068 o addirittura
0.0‘?’ il risultato finale. A riprova di cid, se teniamo un maggior numero di cifre
decimali, troviamo z = 1.4924. Usando a questo punto il Programma 5.5a € non la
Tabella A.1, per calcolare ®(z), otteniamo che 1 — $(1.4924) = 0.0678. |

Anche quando gli elementi deila popolazione possono avere pil di due valori

- possibili, & ancora vero che i dati campionari possono essere pensati come variabili

a]eatlorie indipendenti, ¢ distribuite come la popolazione, E precisamente da questa
considerazione che discende la Definizione 6.1.1

‘Ese_l\npio 6.6.2. Secondo il dipartimento dell’ agricoltura statunitense, la nazione con
il pi elevato consumo pro-capite di carne di maiale & Ja Danimarca. Nel 1994 ad
esempio, il consumo annuale per persona & stato una variabile aleatoria di media 147

'~ edeviazione standard 62 (in libbre). Selezionando in maniera casuale 25 Danesi, qual

& Ia probabilita che la media campionaria del loro consuro del 1994 abbia superato
te 150 libbre?

Sfe perichevadala?2s, denotlamo con X; il consumo di carne di maiale durante
tuttolll 1994 del membro i-esimo del campione, la probabilita richiesta & data da

p ( Xi+Xo+---

25

dove X & la media campionaria dei 25 dati. Siccome le X; possono essere pensa-
te come variabili aleatorie indipendenti di media 147 e deviazione standard 62, si
dedl‘lce dal teorema del limite centrale che la loro media campionaria sar3 approssi-
mativamente normale, con media 147 e deviazione standard 62/5 = 12.4. Cosi, con
Z che indica una variabile aleatoria normale standard, abbiamo

(f— 147 150 - 147\
P >
12.4 12.4 )

~P(Z>0242)~ 0404 O

+X -
= > 150) = P(X > 150)

P(X > 150) =

Problemi

L E data una popolazione con distribuzione seguente:

PX =0)=0. P(X=1)=03, PX=2)=

Determina la funzione di massa di probabilita deila media campionaria di un campione
casuale Xy, X3, . . ., X, proveniente da questa popolazione e tracciane il grafico, quando
(a}n =2e (b) n = 3. In entrambi i casi calcola anche media e varianza di X.
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o

7.

10.

. Si tirano 10 dadi non truccati. Determina approssimativamente quanto vale la probabilita

che la somma dei loro punteggi sia compresa tra 30 e 40 inclusi.

Calcola approssimativamenfc la probabilita che la somma di' 16 variabili aleatorie
indipendenti e uniformi su (0, 1) sia superiore a 10. R

Laroulette di un casind ha 38 settori, numerati con 0, 00, e da 1 a 36. Scommettendo 1 su
un certo numero, si vince 35 se quel numero esce, e st perde 1 altrimenti. Supponendo di
continuare a scommettere in questo modo, determina approssimativamente la probabilita
di stare vincendo: (a) dopo 34, (b) dopo 1000, e (c) dopo 100000 scommesse. Puoi.
assumere che tutti i 38 risultati escano con la stessa probabilitd, e che quelli di giocate
diverse siano indipendenti. '

L'ente che gestisce un tratto di autostrada conserva sale a sufficienza per eliminare un
totale di 80 pollici di neve. Supponiamo che la quantitd di neve che cade al giorno sia
una variabile aleatoria di media 1.5 pollici e deviazione standard 0.3 pollici.

(a) Trova la probabilith approssimativa che il sale a disposizione basti per 50 giorni.
(b) Quali sono le ipotesi che hai assunto per rispondere al punto (a)?
(c) Tisembra che tali ipotesi siano giustificate? Spiega brevemente.
Si prendono 50 numeri, che vengono amrotondati all’intero pid vicino e poi sbmmnti
tutti, Se gli errori di arrotondamento individuali sono variabili aleatorie indipendenti e

uniformi su (—0.5,0.5), quanto vale approssimativamente la probabilith che la somma
cosi ottenuta differisca da quella esatta per pill di 3 unit?

Un normale dado da gioco non truccato viene tirato ripetatamente, fino a che la somsma di
tutti i punteggi ottenuti non superi 400, Determina in maniera approssimata la probabilita
che siano necessari pit di 140 Janci.

. T numero di settimane di funzionamento di un certo tipo di batterie & una variabile alea-

toria con media 5 ¢ deviazione standard 1.5. Quando una batteria 5i esaurisce, viene
immediatamente sostituita con npa nuova. Calcola approssimativamente la probabilita
che in un anno si debbano impicgare 13 o pill batterie. .

. 1l tempo di vita di un certo componente elettrico & una variabile aleatoria di media 100

ore e deviazione standard 20 ore. Se si provano 16 componenti di questo tipo, quanto
vale la probabilitd che 1a media campionaria delle loro durate sia (a) minore di 104; (b)
compresa tra 98 e 1047

Un produttore di sigarette dichiara che la quantita di nicotina contenuta in ciascuna delle

sue sigarette & una variabile aleatoria di media 2.2 mg e deviazione standard 0.3 mg. -

Tuttavia, analizzando un campione casnale di 100 sigarette si trova una media cam-
pionaria di 3.1 mg. Se le affermazioni della ditta fossero veritiere, quale sarebbe ap-
prossimativamente la probabilith di trovare una media campionaria cosi elevata (3.1 o
pid)? _
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11. Titempo di vita (in ore) di ur tipo di lampadige ha valore atteso 500 e deviazione standard

12,

13.

14.

15.

16.

30. I.’re.so_un campione di ampiezza n, e detta X la media campionaria dei rispettivi
tempi di vita, quanto vale la probabilita ché X sia maggiore di 525? Calcola un valore

che approssimi !a risposta (8) quando n = 4; (b} quando n = 16; (c) quando n = 36;
(d) quando n = 64. -

Un docente sa da.Jl’espeﬁenza Ppassata che it punteggio all’esame finale degli studenti del
suo corso & distribuito con media 77 e deviazione standard 15. Attualmente egli ha due
classi diverse, una di 64 e una di 25 studenti.’

(® Ql.la.l.lt() vale la probabilita che la média aritmetica dei punteggi (o punteggio
medio} della classe di 25 smdenti sia compresa tra 72 ¢ 827
(b} E per I'altra classe? - '

(¢} Quanto vale approssimativamente la probabilitd che il punteggid medio della classe
da 25, superi quello della classe da 647

(d) Supp'oniamo che i punteggi medi delle-due classi siano 76 ¢ 83. Quale delle dus
classi & pih probabile abbia ottenuto il punteggio di 837

Sia X una variabile aleatoria binomiale di parametri n = 150 e p = (L6. Calcola il
valore di P(X < 80): .

(a) in modo esatto;

tb) con I'approssimazione normale;

(c) con I'approssimazione normale ma senza la correzione di continuita.

I ci‘rc_:uit.i integrati prodotti da un certo impianto sono difettosi con'probabiliti di 0.25,
tutti mc'hpendentemente I"uno dail’altro. Se si testa un campione di 1000 pezzi, con che
probabilith se ne troveranno meno di 200 di difettosi?

Una squadra di basket ha di fronte una stagione con 60 incontri. Di queste partite, 32
sono con squadre di livello A e 28 con squadre di livello B. I risultati delle partite sono
tutti indipendenti; le probabilita di vittoria sono del 50% con una squadra di livello A, e
del 70% negli altri casi. Sia X il numero totale di vittorie ottenute durante la stagione.

(a) La distribuz.ionc_ di X & binomiale?
Siano X4 e Xg il numero di vitiorie contro squadre di livello A ¢ B rispettivamente,

(b) Che tipo di variabili aleatorie sono X aeXg?
() Quale relazione lega X4, Xpe X? -+
{d) Quanto vale approssimativamente la probabilita che vi siano almeno 40 vittorie?

Giustifica con un ragionamento basato sul teorema de} Limite centrale, il fatto che una
varia}:i_le aleatoria di Poisson di media ) si possa approssimare con una normale di media
¢ varianza entrambe pari a A, quando questo parametro & grande. Se X & una poissoniana
di media 100, determina in modo csatio Ia probabilita che X < 116 e confrontala con |
tisultati ottenuti con I’ approssimazione normale, con e senza la correzione di continuitl.

La convergenza delle variabiti aleatorie di Poisson alla distribuzione gaussiana & illustrata
in Figura 6.5, '
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ey 17. Usa it software abbinato al testo per calcolare in maniera esatta P(X < 10}, dove X
7 &una variabil¢ aleatoria binomiale di parametri (100, 0.1). Confronta il valore ottenuto
con le sue approssimazioni di Poisson & normale.” Nel caso della approssimazione nor-

miale, scrivi la probabilita richiesta come P{X < 10.5), utilizzando cosi la correzione di
continuitd.

18. La temperatura alla quale un termostato scatta, ha distribuzione gaussiana con varianza
o, Considerato che lo strumento viene testato 5 volte, calcola
(@) P(§*a* < 1.8)
(b) P(0.85 < §%/0? < 1.15)

dove 57 & la varianza campionaria dei cinque dati misurati,

19. Con riferimento al Problema 18, a quanie Pprove occorre sottoporre il termostato affinché
la probabilita deIr punto (a) sia almeno del 95%?

20. Consideriamo due campioni indipendenti - il primo ha amipiezza 10 e proviene da una
popolazione normale di varianza 4, il secondo ha ampiezza 5 e proviene da una popo-
lazione normale di varianza 2. Calcola la probabilitd che la varianza campionaria del

secondo campione sia maggiore di quella dei primo. (Suggerimento: Collega le quantita
cercate ad una distribuzione F')

21. 11 12% della popolazione mondiale & mancina. Trova la probabilita che in un campione
aleatorio di 100 persone vi sia un numero di mancini trai 10 e i 14,

22. La tabella seguente riporta la percentuale di aduiti soggetta ad alcune abitudini nega-
tive per la salute, Supponiamo di selezionare un campione di 300 maschi. . Determina
approssimativamente la probabilita che

(a} quelli che fanno colazione raramente siano almeno 150;
(b) i fumatori siano meno di 100.

Dorme meno di Fa colazione K sovrappeso del

sei ore per notte Fuma raramente 20% o pih
Maschi : o227 - 284 45.4 29.6
Femmine 214 228 42.0 25.6

Fonte: I).5, National Center for Realth Stativiics, Nealth Promotion and Disease Prevention, 1990,
23. Osserva la tabella del Problema 22. Supponiamo di selezionare un campione di 300
femmine. Determina approssimativamente 1a probabilita che

(a) quelle sovrappeso del 20% o pil siano almenc 60;
{b) quelle che dormono meno di sei ore per notte siano meno di 50.
24. Osserva la tabelia del Problema 22. Supponiamo di selezionare un campione formato

da 300 maschi e 300 femmine. Determina approssimativamente la probabilita che nel
campione, le femmine che fanno colazione raramente siano pilt dei maschi.
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25. La tabella seguente si riferisce a dati del 1989. Essa suddivide i lavoratori a tempo pieno
a seconda del sesso e della categoria di reddito annuale. Supponiamo di selezionare un

campione di 1000 uomini e 1 000 donne che nel 1989 avevano un lavoro a tempo pieno. -

Usa la tabella per calcolare le probabilith che

(a) almeno la meta delle donne guadagnasse meno di § 20 000;

(b} piil della meta degli vomini guadagnasse $ 20000 o pid;

() piil di metd sia degli vomini, sia delle donne, guadagnasse $ 20000 o pid;
(d) 1e donne che percepivano almeno $ 25 000 fossero 250 o neno;

(¢) gli uomini che percepivano $ 50 000 o pid fossero aimeno 200;

() nella categoria tra $ 20 000 ¢ $ 24 999 vi fossero pidt donne che uomini.

Intervallo di reddito Percentuale delle donne  Percentuate degli uomini
$ 4999 o meno _ ' ' 2.8 1.8
da$5000a$9999 10.4 47
da $10000a$ 19999 41.0 23.1
da $ 20000 a § 24999 . 16.5 134
da $25000a $ 49999 26.3 421

$ 50000 ¢ oltre 3.0 14.9

Fonte: U.S. Departmen: of Commerce, Bureau of the Census.

26. Nel 1995 il 14.9% della forza lavoro era iscritta a qualche sindacato. Se in quell’anno
si fossero scelti a caso 5 lavoratori, quale sarebbe stata la probabilith che nessuno di essi
avesse un sidacato? Confronta la tua risposta con quella che avresti dato per Panno 1945,
quando i lavoratori con un sindacato hanno toccato il massimo storico del 35.5%.

27. Tn una prova di matematica proposta di recente in tutte le scuole superiori di San Fran-
cisco, la media ¢ 1a deviazione standard dei punteggi di mtti gli studenti sono stati 517
e 120. Trova la probablht& approssimata che un campione di 144 smdenu abbia un
punteggio medio che superi () 507; (b) 517; (¢} 537; (d) 550.

28. T reddito medio dei neolaureat in ingegneria chimica & di § 35 600, con una deviazione
standard di § 3 200. Determina la probabilith approssimata che un camploue di 12 si essi
presenti uno stipendio medio superiore a $ 37 000.

Stima parametrica

Contenuto

7.1 Imtroduzione
7.2 Stimatori di massima vemsimigll't_inza
7.3 Intervalli di confidenza o
7.4 Stime per la differenza delle medie

di due popolazioni normali '
7.5 Intervalli di confidenza approssimati

per la media di una distribuzione-di Bemoulli
7.6  *Intervalli di confidenza per la media

della distribuzione esponenziale -
7.7 - * Valutare Uefficienza degli snmatan puntuali
7.8 *Stimatori bayesiani
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7.1 Introduzione

q

Consideriamo un campione aleatorio Xy, X3,..., X, estratto da una distribuzione

Fy che dipende da un vettore di parametri incogniti §. Potrebbe ad esempio trattarsi

di variabili aleatorie di Poisson, delle quali ignoriamo il valore di A; oppure potrem- .

mo avere a che fare con un campione normale, della cui distribuzione ignoriamo
media e varianza. Mentre quando si fa della probabilith & normale suppore che le
distribuzioni in gioco siano completamente note, in statistica & vero il contrario, e il
problema centrale & quello di dire qualcosa (ovvero Jare a’ell inferenza) sui parametri
sconosciuti, usando i dati osservati. :

Nella Sezione 7.2 presentiamo il metodo della massima verosimiglianza, per indi-
viduare degli stimatori dei parametri incogniti. Quelli ottenuti in tal modo sono detti
stimatori puntuali, perché forniscono un singolo valore come stima di #. Nella Se-
zione 7.3 affrontiamo invece il problema degli stimatori non puntuali - o di intervallo
— meglio noti come intervalli di confidenza. Con questi stramenti siamo in grado di
ottenere non un singolo punto, come stima del parametro #, ma un intervallo di valori
plausibili per 8. A ciascuno di questi intervalli- associato un livello di confidenza nei
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confronti dell’ipotesi che @ vi apparteng:i. Questi concetti vengono illustrati nel caso -

della media di una distribuzione gaussiana di cui sia nota la varianza; successivamen-
te ci rivolgiamo ad una varieth di.aliri problemi di stima fion puntuile. In particolare
vengono determinati gli intervalli di confidenza: per la media di una normale con la
varianza incognita (nella Sezione 7.3.1); per la varianza di una normale (nella Sezio-
ne 7.3.2); per la differenza delle medie di due normali (nella Sezione 7.4), sia nel
caso che le varianze siano note, sia nel caso che siano identiche ma incognite; per il
parametro delle distribuzioni di Bernoulli (nella Sezione 7.5); ed infine per la media
di una esponenziale (nella Sezione facoltativa 7.6).

Con la Sezione facoltativa 7.7 ritorniamo al problema di individuare i possibili
stimatori puntuali dei parametri incogniti, e spieghiamo come valutare la bonta di
uno stimatore in termini del suo errore quadratico medio. Discutiamo poi del bias
degli stimatori e analizziamo la sua relazione con I’errore quadratico medio.

Nella Sezione facoltativa 7.8 affrontiamo il problema di determinare la stima di
un parametro sfruttando le informazioni a priori che possono essere disponibili. Que-
sto 2 il cosiddetto approccio bayesiano, che richiede che prima di osservare i dati, si
disponga di alcune informazioni su f. Tali conoscenze si suppongono essere nella
forma di una distribuzione di probabilith sui possibili valori di . In questo contesto
& possibile calcolare lo stimatore bayesiano, che & quello per cui il valore atteso del
quadrato della distanza da § & minimo. . - :

7.2 Stimatori di massima verosimiglianza

Una qualunque statistica il cui scopo sia queilo di dare una stima di un parametro ¢

si dice stimatore di 8; gli stimatori sono quindi variabili aleatorie. Il valore deter--

ministico assunto da uno stimatore & detto invece stima. Ad esempio, come avremo
modo di vedere, la media campionaria X := Y; Xi/n di un campione normale
X1,Xa,. .., Xy costituisce lo stimatore abitmale della media u della distribuzione.

Consideriamo delle variabili aleatorie X;, X3, ..., Xn, la cui distribuzione con-
giunta sia nota a meno di un parametro incognito . Un problema di interesse consiste
sello stimare 6 usando i valori che vengono assunti da queste variabili aleatorie. Per
esemplificare, potremmo immaginare che le X; siano variabili aleatorie esponenziali
¢ indipendenti, tutte di media 0 incognita. In questo caso 1a loro densith congiunta
sarebbe data da

Fl@1,32,. ., Zn) = fx, (@1)fx,(@2) -+ fxo (@n)

I PURYTS Sy R e _ .
_Be 6'e 96 \ a:,>0,_ i=1,...,n

1 N T .
=.-§;exp{—2—e-‘-}, x; >0, i=1,...,n

i=1

] T R A AT ST P
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e il nostro obiettivo consisterebbe nello stimare # partendo dai valori osservati
XuXayo X ...

1 Viéuna ciaSg@ particolare di stimatori, detti stimatori di massima verosimiglian-
za!, che & largamente utilizzata in statistica. Uno stimatore di questo tipo si ottie-
ne con il ragionamento seguente. Denotiamo con f(zx;,Z2,...,%y,|0) la funzione
di mass§ congiunta di X, X5,...,X, oppure ld loro densita congiunta, a secon-
da f:he siano variabili aleatorie discrete o continue. Poiché stiamo supponendo che
# sia una incognita, mostriamo esplicitamente che f dipende da #. Se interpretia-
mo f(z1,23,...,2,]0) come la verosimiglianza (o plausibilita, o credibilita, in un
italiano pilt dire_'tto) che si realizzi la n-upla di dati «;,x3,...,2Z,, quando 8 2 il
vero valore assunto dal parametro, sembra ragionevole adottare come stima di ¢
qlfel. yalorc che rende massima la verosimiglianza per i dati osservati. In altri ter-
mini, la stima di massima verosimiglianza 6 & definita come il valore di ¢ che ren-

de n?assima flz1,z2,...,20]8), quando i valori osservati sono zy,x3,...,Z,. La
funzione f(xy,z,...,%n|0) & detta funzione di likelihood (il termine inglese per
verosimiglianza).

Nel c'alc‘olare il valore di ) che massimizza f, conviene spesso usare il fatto che le
due 'ful_Lz.lom flz1,2a,. .., 2,]0) e log[f(z1, 72, . .., Tx|0)] assumono il massimo in
corrispondenza dello stesso valore di @ (perché?). Quindi & possibile ottenere ¢ anche
massimizzando log{f(z1,x2, ..., za|#)], che & detta funzione di log-likelihood.

Esem.pio 7.2.1 (Stimatore di massima verosimiglianza del parametro di una ber-
noulliana). Supponiamo che vengano realizzate n prove indipendenti, ciascuna con

‘probabilita p di successo. Qual & lo stimatore di massima verosimiglianza per p?
I dati a disposizione consistono nei valori di X, X5, ..., X, dove

X, — 1 selaprova i-esima ha successo
;=
0 altrimenti

La distribuzione delle X; & determinata da
P(X;= 1) =p=1 —P(X,' =0)
0, in maniera pilt compatta,

P(X; =ky=p*(1-p)'™*, k=01 (7.2.1)

1 o .
E di uso molto corune 1’ acronimo MLE, dall'inglese maximum likelihood estimator, [N.d.T]
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Quindi, sfruttando I'indipendenza delle prove, la likelihood (ovvero la funzione di
massa congiunta) del campione & data da

f(SB[,EL'Z, . ,mnlp) = P(Xl = :El,Xz =%3,...Xpn= fl"nlp)
— ""”(1 . )1 ) x"(l )1_3.;ﬂ
_p ‘17'(1_ )ﬂ— |'-T-i, zi=0,ll ’5:1',“..1“
(1.22)
Per determinare il valore di p che massimizza questa funzione, prima prendlamo
i logaritmi,

n n ’
log /o1, 22,1+ 2lp) = 3 ilogp + (- > ) log(1 - 5)
7 =1 i=1
quindi deriviamo fispetto a p

n

d 1 1 [ <
—&fplng(xl,mg,...,mntp) = Ezfﬂi - I—"'(ﬂ—zfﬂi)

i=l1 p i=1
ponendo il secondo termine uguale a zero e risolvendo rispetto a p, otteniamo
un’espressione per la stima P,

1 1 a
i):_ IB,':———-I._ﬁ_(ﬂ—Z.’Eg)

da cui

Percid lo stimatore di massima verosimiglianza di una distribuzione di Bernoulli di
media incognita & dato da

d(X1, Xa,...,X Z X (7.2.3)
r-'l

Siccome 3% | X; & il numero di prove che hanno avuto successo, si vede che

lo stimatore di massima verosimiglianza di p coincide con la frazione di prove che
hanno avuto successo. Per vedere una applicazione, supponiamo che ogni circuito
di RAM? prodotto in un certo stabilimento sia — indipendentemente da tutti gli altri
- accettabile con probabilitd p. Se su un campione di 1000 pezzi quelli accettabili
sono 921, si ottiene che la stima di massima verosimiglianza per p & 0.921. il

2 Random Access Memory, ovvero memoria ad accesso cavsale. Si tratta delia memoria volatile prin-
cipale di un qualungue personal computer.
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Ese.mpio 7.2.2 (Stimatore di massima veroéiiniglianza del parametro di una pois- .
S(.]Il.lalla).. Suppom’amo che X, X;,..., X, siano variabili aleatorie di Poisson in- -
dipendenti, ciascuna con. valore atteso ). Si determini lo stimatore di massima
verosimiglianza per A. ‘

La funzione di likelihood & data da

Axl —A En—A
(1,22, ..., Ty [A) = e| | Afre
Pml' Zn!

X imigmnA

PR | (7.2.4)

OVVero,

log f{z1,%2,...,2n|A) = nglog)\ nA—loge

i=l

dove c:=xy!. - -z, non dipende da ). Derlv-ando si trova che
d L . 1<
d)\ ng(ﬂ:],.'!.‘.z, :xnlf\l)=X§$i—ﬂ

Uguagliando infine a zero questa espress:one si ottiene una formula per la stima

A in funzione delle osservazioni 1, 3, . ,:c,.,
1 n
-13
La stessa formula applicata al campione Xi,Xﬁ,...,Xn, fomisce lo stimatore
desiderato.
l n . . .
d(X1, X,y Xn) 5= =D 0 X, - (7.2.5)

. Volendo citare un caso pratico, supponian}’() che il numero di persone che ogni
giorno entra in un negozio sia una variabile aleatoria di Poisson avente una certa
media A che vogliamo stimare. Se in 20 giorni it numero totale di persone entrate nel
negozio & di 857, allora la stima di massima verosimiglianza per A & 857/20 = 42.85.
Quindi stimiamo che in media ogni giormo entreranno 42.85 persone. O

Esempio 7.2.3. Nel ]998 a Berkeley in Cahfpmia il numero di mcxdenu stradali in
10 giornate senza pioggia scelte a caso & stato d1

406521:2‘!;043
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Si usino guesti dati per stimare per quell’anno la frazione di giornate senza pioggia
con 2 incidenti o meno. o : - P o

Siccomie vi & un elevato numero di automobilisti, ciascuno dei quali ha solo una
piccola probabilit di essere coinvolto in un incidente stradale, & ragionevole assume-
re che il numero di incidenti quotidiani sia una variabile aleatoria di Poisson. Visto
che

| Jo
X =15 ; Xi=27
si ottiene che la stima di massima verosimiglianza della media della poissoniana &
2.7. Siccome a lungo andare la frazione di giornate senza pioggia con 2 incidenti o
meno sard pari a P(X < 2}, dove X & il numero di incidenti stradali in un gioro, si
ottiene che la stima desiderata & data da-

(142.7+ (2.7)2/2)e 27 =~ 0.4936

Quindi la nostra stima & che in poco meno della met dei giorni senza pioggia vi
siano fino a 2 incidenti stradali. O

Esempio 7.2.4 (Stimatore di massima verosimiglianza per una popolazione nor- '

male). Siano Xy, X»,..., X, variabili aleatorie normali e indipendenti, con media
i ¢ deviazione standard o, entrambe incognite. Ea densitd congiunta, ¢ quindi la
likelihood, & datada :

n
1 (fﬂi—#)z}
[y I 1 TF) = —==&X T
f(ml x2 Tnlu ) ;];[1\5;0. p{ 22

1 n/2 1. 1 n :
~() wes{-ap -t} 020
: ’ i=1

La Jog-likelihood corrispondente & data da

i=1

n : 1«
log f(z1,72,-.. ,;-ulp,, o) = —5 log(27) - nlogo ~ ) Z(-’b‘i - #)2

Per trovare le stime ji e & che contemporaneamenfe massimizzino la log-
likelihood, occorre porre uguali a zero le due derivate parziali, e mettere a sistema le
due equazioni trovate.

a : 1w
B—ulogf(xhxz,-n,xnlﬂ, F) = ;;(HH 7— i)
a n 1 <&

. _ ) 2
70 e f(znm, . whlp 0) = ——+ ;gg(xz-*#)
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da cui il sisterna

(zi f‘ B) =0
1

n
1=

n 1 = 3
—§+5~§z;(mi-n) =0
P=

la cui risoluzione ci porta alle seguenti formule per le stime,

i=1
n 1/2
7= {1 o - a7}

i=1

=)
S| =

Quindi, gli stimatori di massima verosimiglianza di ¢ e o sono dati rispettivamente

da
. 1 _—
X e /;; ;(X,- -X)2 (7.2.7)

- E bene notare che lo stimatore di massima verosimiglianza per la deviazione
standard non coincide con la deviazione standard campionaria, :

1 -
§= — Z(X,- -X)2 (7.2.8)

3

in quanto nel. prime s divide per /R e nel secondo per v/ — 1. In ogni caso, per n
Lon troppo piccolo questi due stimatori di o saranno approssimativamente uguali. [

Esempio 7.2.5. Una legge dovuta a Kdlmdgorov sulla frammentazione dei corpi af-
ferma c-he le dimensioni di una particella presa a caso tra quelle formatesi dalla fram-
menfazmne di un pezzo di minerale, hanno distribuzione lognormale. (Si ricorda che
X si dice avere distribuzione lognormale se log X ha vna distribuzione normale,)
Questa legge, che 2 stata prima ottenuta empiricamente e poi dedotta teoricamente da
Kolmogorov, & stata applicata a una varieta di studi dj ingegneria. Ad esempio & stata
usata nell’analisi delle dimensioni delle particelle d’oro facenti parti di una polvere

.d’oro. Una applicazione meno ovyia di questa legge riguarda lo studio del rilascio di

energia presso le faglie sismiche?.
Su.pponiaylo che un campione di 10 granelli presi da una grossa pila di polvere
metallica abbiano le seguenti lunghezze (in millimetri)

22 34 16 08 27 33 1.6 28 25 19

3 N . .
C. Lomnitz, “Global tectonics and earthquake risk”, Developments in Geolectonics, Elsevier, 1979,
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Si stimi la percentuale di granelli nella pila la cui lunghezza & compresa tra 2 e 3 mm.
Se si prendono i logaritmi naturali dei 10 dati del campione, si ottiene un
campione normale, nel nostro caso,

0.7885 1.2238 04700 —0.2231 0.9933
1.1939 04700 1.0296 09163 0.6419

‘Poiché media e deviazione standard campionarie di questi dati sono
E 20,7504, -3 =2 0.4351

si ottiene che il logaritmo naturale della lunghezza di un granello della pila & una
variabile aleatoria normale di media e deviazione standard approssimativamente pari
a 0.7504 e 0.4351. Allora, se X & la lunghezza di un granello preso a caso,

P(2 < X <3)=P(log2 <log X < log3) _
(mgz ~0.7504 logX —0.7504 log3 — 0.7504)

04351 T o0ms1 <~ o435l
~ P(—0.1316 < Z < 0.8003)
~ $(0.8003) — $(—0.1316) = 0.3405 [

In tutti gli esempi precedenti, lo stimatore di massima verosmughanza della
media della popolazione & risultato coincidere con la media campionaria X. Per
verificare che non sempre & cosi, si consideri I'esempio seguente.

Esempio 7.2.6 (Stimatore di massima verosimiglianza per la media di una distri-
buzione uniforme). Sia X;, X3,..., X, un campione proveniente da una distribu-
zione uniforme sull'intervallo (0, #), con # incognita. La densitd congiunta & data
da

0<z; <8, i=1,...,n

]_ .
F(z1,22,..., Talf) = { 07 (129

0  altrimenti

Questa densiti si massimizza scegliendo 8 il pid piccolo possibile. Siccome & de-

ve essere comunque maggiore di tutti i valori osservati x;, ne segue che la pit
piccola scelta possibile per # & max(zy,z3,...,2p). Lo stimatore di massima
verosimiglianza per # & quindi k o

f = max(X,Xz,..., Xn) (7.2.10)

da cui segue subito che lo stimatore di massima verosimiglianza della media della
distribuzione (media che & pari a §/2, si veda ’'Equazione (5.4.3) di pagina 165) &
max(Xl,Xz,...,Xn)/l |
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7.3 Intervalli di conﬁdenzé

Sia Xy, X3, ..., Xp un campione estratto da una popolazione normale di media inco-
gnita ;i e varianza nota 2. Abbiamo in precedenza dimostrato che X := Y, X;/n
& lo stimatore di massima verosimiglianza per u. Cid non significa che possiamo
aspettarci che la media campionaria sia esattamente uguale a g, ma solo che le sara
“vicina”. Percio, rispetto ad uno stimatore puntuale,  a volte preferibile potere pro-
durre un intervallo per il quale abbiamo un certo livello di fiducia (confidenza), che
il parametro y vi appartenga. Per ottenere un tale intervallo di confidenza, dobbia-
mo fare uso della distribuzione di probabilita dello stimatore puntuale. Ilustriamo di

- seguito il procedimento in questa situazione particolare.

Ricordiamo intanto che nelle ipotesi in cui ci siamo messi, X & normale di media
i e varianza o2 /n. Ne segue che

T-u _
Py ~J\{(0,1) . (7.3.1)
Percid .
X -
P( 1.96 < <196)x0.95
o/vn
o0 equivalentemente,

o - ’ o '
Pl-196— < X — 96— .
( 7 u<l_96ﬁ)m095

"da cui, rﬁoltiplicando le disuguag]ian_ze per fi,

P(l.%% Sp-X> '—'1.96%) ~ 0.95

ovvero, finalmente,

g = o - o
PIX-19%—<u<X+19%—) =0 3.
( 5 <n<X+ ﬁ) 95 (132)

11 95% circa delle volte 4 stard a una distanza non superiore a 1.960/+/n dalla
moedia aritmetica dei dati. Se osserviamo il campione, e reglsmamo che X = z,
allora possiamo dire che “con il 95% di confidenza”

F1960= < i < &+ 1.96—— (73.3)

| v /i
Stiamo quindi affermando che, con il 95% di confidenza, la media vera della
distribuzione appartiene all’intervallo '

(7.3.4)

, 4 .
£—1.96——, Z- =
(m 7 :1:—1—1.96\/5)
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Questo intervallo & detto intervallo di confidenza ad un livello del 95%, o pib

semplicemente intervallo di confidenza al 95% per p.

Esempio 7.3.1. Supponiamo che quando un segnale elettrico di valore p viene tra-
smesso dalla sorgente A, il ricevente B registri un valore distribuito come una normale

di media ¢ ¢ varianza 4. Altrimenti detto, se 4 & il segnale inviato, quello ricevuto
2 4+ N, dove N denota il rumore, ed @ N ~ N (0,4). Immaginiamo che per ri-

dusre I’errore, lo stesso segnale sia stato trasmesso 9 volte. I valori registrati da B in

ricezione sono stati _
585712 15 7 9 75 65 105

Cerchiamo di ottenere un intervallo di confidenza al 95% per ju.
Siccome o1 )
E=—=9
9 .
ne segtie, sotto 1'ipotesi aggiuntiva che i valoti ricevuti siano indipendenti, che un

intervallo di confidenza al 95% per pt &
| 2 2
(9 — 1.963-, 94+ 1.965) = (7.69,10.31)

Percid possiamo dire di avere “il 95% di fiducia” che il vero messaggio fosse
compreso tra 7,69 e 10.31. , O

Gli intervalli di confidenza trovati fin qui sono detti in particolare bilaterali, per-
ché hanno due estremi finiti. Altre volte invece, siamo interessati a determinare un
singolo valore che ci permetia ad esempio di affermare con 1l 95% di confidenza che

i gli & superiore. _
Per trovare un valore siffatto, si noti che se Z & N (0,1), allora

0.95 ~ P(Z < 1.645)
~ P(X———“ < 1.645)

a//n
- o
A — 1.645—
P(X 645 7n < p)
cosi che un infervallo di confidenza unilaterale destro ad un livello del 95% per p &
il seguente, :
(i - 1.645%, oo) (7.3.5)

dove T & il valore che si osserva per la media campionaria.
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Arga=< A b =2
IR / ’g,, Area =3
W% o
—Zup 0 Zape

Figara7.1  Illustrazione grafica di: P(~z,/0 < Z < Za2) =1 -

_ 'Si-possono‘,'analogamente definire anche gli-intervalli di confidenza unilaterali
sinistri, e ad esempio quello al 95% per p & B

(—oo, z + 1.645—\%) (1.3.6)

ESFII‘lpiO 7.3..2. Si determinino al 95% di confidenza degli intervalli unilaterali destro
e sinitro per il parametro y deli’Esempio 7.3.1.

Siccome
3.29

=—j-"%1.097_

1.645

3l

- Pintervallo destro al 95% @

(9 — 1.097, 00) = (7.903, 00}

mentre quello sinistro &
{=0,9 + 1.097) = (—c0,10.097) I

Si possono ottenere intervalli di confidenza per ogni livello di confidenza asse-

gnato. Per riuscirci, si ricordi che (a pagina 177) avevamo definito i i i
?
gina 177) 0 definito i numen z, in

P(Z>za)=a 137

dove Z ~ N (0,1). Questo implica (si veda la Figura 7.1) che per ogni o € (0, 1)

P(_za/2 <Z< Za/z) =1l—-«
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Da questa equazione si deduce facilmente che
1l—a= P(—Zafz < W_‘l’; < Zalz)
[+ e o
= P(—zalzv——,ﬁ <X -pu< 20/2-\/-—5)
(22 == . o
= P(Za,fz% >u—X > —Za’fz%)

g

— - o
= P(X - za/ZE <p< X"’r'za/zﬁ)
Quindi un intervallo di confidenza bilaterale ad un livellodi 1 — cxper p &

(:E - zm%, 7+ zaﬁ%) (7.3.8)

dove Z ¢ il valore che si osserva per la media campionaria.
In maniera del tutto analoga, dal fatto che

>

— i
Z = -
a//n
& una normale standard, e dalle identita
PZ>z24)=a
Pl(Z<—-z)=a

si deducono intervalli di confidenza unilaterali per qualunque livello di confidenza,
In particolare si ottiene che :

(:E — za%, oo) e (—oo, T+ za\/i—r_l) (1.3.9)

sono gli intervalli di confidenza unilaterali (rispettivamente destro e sinistro) ad un
livello di 1 — & per p. . S

Esempio 7.3.3. Usiamo i dati dell’Esempio 7.3.1 per calcolare vari intervalli di

" confidenza al 99% per la media ;i quello bilaterale, e i due unilaterati.
Siccome 2p .05 ~ 2.58 (si usi ad esempio il Programma 5.5b}, e

258-2 =172

Vn
ne segue che I'intervallo bilaterale al 99% per p &

9+1.72
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ovvero, & I'intervallo (7.28,10.72).
Inoltre, visto che zg g, ~ 2.33, Vintervallo di confidenza unilaterale destro &

(9 —2.33 x 2/3,00) = (7.447, c0)
mentre quello sinistro & ._ .
(—00,9+ 233 x 2_/3) a: (~00,10.553) O

In alcune situazioni ci & richiesto che on intervallo di confidenza di un certo
livello 1 — ¢, abbia una larghezza prescritta, ¢ noi dobbiamo determinare qual &
IEE ampiezza n del campione che garantisce questo risultato. Ad esempio supponiamo
di volere un intervallo di lunghezza non superiore a 0.1 che contenga g con ua livello
di confidenza del 99%. Quanto grande deve essere n? Ci annotiamo intanto che
Zo.oo; = 2.58 (trovato con il Programma 5.5b). Ne segue che per un campione di
ampiezza n, I'intervallo di confidenza al 99% per p & dato da

. o o
T—-258—, FT+2.58—
( vw T 8\/5)
La sua lunghezza & quindi pari a 2 - 2.58 - ¢ /+/7. Imponendo allora che
a
5.16—= =0.
10 /% = 0.1

8i trova che n deve essere almeno pari a

n=(51.6-0)?

S.i tenga infine presente che n deve comunque; essere intero, quindi se fosse o = 0.2,
visto che (51.6 - 5)? ~ 106.5, Ia risposta al quesito iniziale dovrebbe essere che r. &
almeno pari a 107,

Esempio 7.3.4. Dall’esperienza passata si sa-che il peso dei salmoni crescinti in un
allevamento commerciale ha distribuzione normale con media che varia da stagione a
stagione, e con deviazione standard sempre pari a 0.3 libbre. Quanto grande occorre
prendere il campione, se vogliamo essere sicuiri al 95% che la nostra stima del peso
medio dei salmoni di quest’ anno sia precisa entro +0.1 libbre?

. daUn di;ltervallo di confidenza al 95% per u, basato su un campione di ampiezza n
& dato '

» . .
€1T—-196-—, F41.96—
e ( o T L)
Poic?né la stima Z non dista pia di 1.96 - o/ \/n = 0.588/\/n da qualunque punto
dell’intervallo, possiamo essere certi al 95% che Z stia entro 0.1 da L se
. 5

0.588
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Confidenza, non probabilita

L’espressione “vi & un livello di conﬁdenza del 95% che u stla neil’mterva]lo”
pud portare a interpretazioni erronee. E bene notare che non stiamo afferman-
do che la probabilita che u € (21 960 /+/m, £+ 1.960/+/n) & di 0.95, infatti
in questo enunciato non compaiono variabili aleatone Quello che affermia-
mo, invece, & che la tecnica adottata per arrivare a questo intervallo, nel 95%
dei casi in cui viene impiegata, produce un intervallo che contiene il valore
vero di . In altri termini, prima di osservare i dati possiamo dire che vi &
il 95% di probabiliti che 1'intervallo che otterremo contenga i, mentre dopo
1'osservazione dei dati possiamo solo asserire che I'intervallo trovato contiene
i “col 95% di confidenza”. -

oVvero :
+v/n > 588
o0 ancora
, n > 34.57
Concludendo, sara sufficiente un campione di 35 salmoni. Ll

73.1 Intervalli di confidenza per la media di una distribuzione
normale, quando la varianza non & nota

Sia ora X3, X3, . . . , Xy, un campione di una popolazione N (p., ) con entrambi i
parametri ignoti. Voghmno nuovamente costruire un intervallo di confidenza per p
ad un livello prescritto di 1 — . Siccome la deviazione standard o non & nota, non
possiamo piit basarci sul fatto che /n (X — p)/o & una normale standard. Tuttavia,
se

c . 1 T2
8¢ .= e E.- (Xi— X) (7.3.10)
denota la varianza cémpionaria, allora segue dal Corollario 6.5.2 di pagina 221 che
X-—pn -
ATE ot 73.11
FING t - 3y

& una variabile aleatoria di tipo ¢ con n — 1 gradi di hbenh. Allora, poiché la densita
delle distribuzioni £ & simmetrica rispetto a zero come quella della norma].e standard,
abbiamo per @ € (0, 1/2} (si veda 1a Figura 7.2),

_1) =1l—a

X-—p
Pl —ta —_ 2
. (tz'ﬂ|<5,/\/ﬁ<t
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7
A s

WO /Y D

A o Ty

-h ,,,-_1 . 'al?,n—1 i
P(—t:ﬂ. 1< T < lare, pay) = 1—2¢

Figura7.2 Densitd di T7,.
o equivalentemente,

= S = S5
P(X""t%ln—]_n < W< X+t%,ﬂ“|%) =1l-«

Cosi, se i valori osservati sono X = % e § = s, possiamo dire “con un livello di
confidenza di 1 — o” che

e(z-top1—, z 3
H %.n——lﬁa x+t%,n—lﬁ) (7.3.12)

Esempio 7.3.5. Consideriamo di nuovo I’ Esempio 7.3.1, ma questa volta immagi-

niamo di non conoscere . Determiniamo un intervallo di confide
nza al 95%
usando i 9 dati ricevuti Pt

_ 58512157 9 75 65 105
Un calcolo diretto permette di verificare che

=9

2 _ o=
Sz_Eizgs 91'2=9‘5
s =~ 3.082

Quindi, poiché tg.925 5 = 2.306 (usando la Tabella A.3 in Appendice, o il Programma
5.8.2b), un intervallo di confidenza al 95% per y & quello dato da

3.082

9+2.306 - ovvero (6.63,11.37)
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che & un intervallo pid largo di quello ottenuto nell’Esempio 7.3.1.

T motivo per cui abbiamo ottenuto un intervallo di confidenza pill ampio & dupli-
ce. In primo luogo abbiamo usato qui una stima di o maggiore del valore accettato
in precedenza. Infatti in quella sede ci era dato che la varianza era 4, mentre qui
abbiamo dovuto usare 1a stima fornita dai dati che & di 9.5. In secondo Inogo, & bene
notare che anche se avessimo trovato una stima della varianza paﬁ a 4, I'intervallo
di confidenza sarebbe risultato comunque pib largo; infatti disponendo solo di una
stima della varianza, siamo tenuti ad usare una distribuzione di tipo anziché quella
normale standard, che avrebbe una varianza minore (si veda ancora la Figura 5.15 di
pagina 193: la distribuzione di tipo ¢ ha le code pesanti). Per chiarire, se avessimo
trovato = 9 e 8% = 4, il nostro intervallo ci confidenza sarebbe stato

9:!:2.306-% ovvero (7.46,10.54)

che  ancora un poco pidl ampio di quello di pagina 240. O

Osservazione 7.3.1.

(a) Gliintervalli di confidenza per 4 quando o € nota si basano sul fatto che /(X —
1)/o ha distribuzione normale standard. Quando invece ¢ non ¢ conosciuta, la
si stima con S e poi si usa il fatto che /(X — p)/5 ha distribuzione di tipo ¢
con n — 1 gradi di liberta,

(b) L’ampiezza di un intervalio di confidenza ad un livello fissato, non & per for-
za maggiore quando non si conosce la varianza. La sua misura infatti & pari a
2240/ +/1 quando o & nota, ed a 2tn,5-15/ /7 in caso contrario, ed & certamente
possibile che la deviazione standard campionaria risulti molto minore di . Tut-
tavia & anche possibile dimostrare che la lunghezza media dell’intervalio & mag-
giore quando la varianza & incognita. Ovvero si pud dimostrare rigorosamente

che
ta,n—lE[S] 2 ZaC

Nel Capitolo 13 valuteremo E[S] (si vedano I'Equazione (13.2.11) e la Tabel-
la 13.1), e mostreremo che ad esempio, a

: 0940 quandon =35
E[S] =
0.97¢ quandon =29
Siccome perd
20005 =~ 1.96 to.oasa ~ 2.78 to.ozs,;8 ~ 2.31

I'ampiezza di ua intervallo di confidenza al 95% per un campione di 5 dafi &
di2-1.96- a/«/g ~ 1.75¢ quando si conosce ¢, mentre il suo valore atteso e
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2. 2..78 -0.94-- o /5 = 2.340 quando ni,)_n la si conosce — un aumento del 33.7%.
Se si prende invece un campione di 9 dati, i due valori da confrontare sono 1.31¢
e 1.49¢7, e qui I’aumento  solo del 13.7%. .

Gli intervalli di conﬁ;l;c_nza unilaterali si possono dedurre notando che

X-
l—a=pP{2"#
“ (S/\/ﬁs < t‘*’"")

— . g
=PlX - —
( B < \/-ﬁta,n—l)

-~ 8
= P(,u >X- ﬁta,n_.)

Cid infatti significa che se osserviamo X — 3 Dossi
N =Ire S =8,
livello di confidenza di 1 — o che - possiamo affermare con un

ENE :, | |
_ I - ﬁta:n—l: 00) (7313)
€ analogamente possiamo dire con lo stesso livello di confidenza che

ME (—-00,- ¥+ %tﬂm_.]) (1.3.14)

Il Programma 7.3.1 permette di calcolare gli intervalli di confidenza bilatera-

i e unilaterali per la media di una popolazione gaussiana, quando non sia nota la

varianza.

Eselqpio 7.3.6.. Si dc.termini un intervallo di confidenza al 95% per la media della
frcquenz% cardx'aca a nposo degli‘iscritti di una palestra, nell"ipotesi che un campione
casuale di 15 di queste persone abbia fornito. i seguenti dati:

54 63 58 72 49 92 70 73 69 104 48 66 80 64 77

Si trovi anch.e un intervallo di confidenza sin;stro, sempre al 95%, |
La soluzione si ottiene direttamente dal Programma 7.3.1 (Figura 7.3). a

Nel .nca'vare gl intervalli di confidenza per la media forniti fino a qui, abbiamo
sempre lpo_nzzato che la distribuzione della popolazione fosse normale. N,el caso in
Cu1 questa 1px?tesi non fosse pitl valida, le espressioni trovate forniscono comunque
delle approssimazioni degli intervalli di confidenza esatti, a condizione perd che il

campione aleatorio sia ¢ i . "
ocatrale rio sia sufficientemente n@?oso. Infatti, per il teorema del limite
X4 -
—_— L
ALY | ¢ e e (73.15)
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w Lonfidence [nterval Unknown Yanance
5 1

A Sample siza =15 |

Ente the value of a:

D<cac1)
 One-Sided @ Upper
! Two-Sided & Lower

Tie 95X confidence interval for the mean is [60.865, 77.6683)

. @
,! lfqnlid‘_':r_!c:e |f\§er
Sample size =~ 15
Data value =

Mcac<t
i% Une-Sided  Uppes
Q Two-Suded @ Lowes

The 95X lower confidence mteval for the mean is [-infinity,
76.1662]

(b)
Figara 7.3 Intervalli di confidenza (a) bilaterale e (b) unilaterale per 1'Esempio
7.3.6.
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saranno approssimativamente distribuite come una normale standard ¢ una ¢ di
Student. ) ) B

Esempio 7.3.7;‘(7_'Simulazione Monte Carlo). in-?éimulazione al calcolatore costitui-
sce un metodo molto potente per valutare gli integrali mono- e multidimensionali.

Supponiamo infatti che f sia una funzione da R" in R, e che siamo interessati a
stimare la quantit ¢, definita da

1l 1
912/0 fo fo flytya, . ¥n}dyrdyn - dyn (7.3.16)
Notiamo subito, che se Uy, Us, . . . , U sono variabili aleatorie uniformi su (0, 1},
allora (grazie alla seconda parte della Proposizione 4.5.1 di pagina 117),
6 = E[f(Uh,Uq,-..,Ur)] (7.3.17)

Supponiamo ora di fare generare ad un computer r numeri casuali, uniformi su (0, 1)
e indipendenti®, e di valutare f a quelle coordinate. Questo produrra un nume-
1o casuale distribuito come f(U1,1/2, ..., Uy) che denotiamo con X;. Si noti che
E[X,] = 0. Se ripetiamo il procedimento un numero 1 di volte, otteniamo una suc-
cessione X1, X3, ..., Xy di variabili aleatorie i.i.d. che hanno media ; possiamo
allora impiegare questo campione per stimare §. Questo metodo di approssimazione
degli integrali & detto simulazione Monte Carlo o metodo Monte Carlo.
_Pensiamo ad esempio alla stima dell’integrale seguente:

8 := fol V1—ytdy = E[vV1-U?

dove U ha distribuzione uniforme su (0,1). Siano Uj,...,Upe delle variabili
aleatorie con tale distribuzione e indipendenti, generate da un calcolatore. Ponendo

X; = \/1-UZ,

otteniamo un campione di 100 variabili aleatorie di media §. Realizzando que-
sta simulazione abbiamo trovato una media campionaria di 0.786 ¢ una deviazione
standard campionaria di 0.23. Allora, siccome fgms9e ~ 1.985, si ottiene che un
intervallo di confidenza al 95% per 4 & il seguente,

0.786 £ 1.985 - 0.023

i=1,2,...,100

Quindi possiamo affermare con il 95% di confidenza, che & (il cui valore esatto si
pud dimostrare essere /4 ~ 0.7854) & compreso tra 0.740 e 0.832, O

4 S ricordi che questo tipo di variabili aleatorie sono le uniche direttamente riproducibili al calcolatore.
Ogni altro tipo di distribuzions desiderate deve essere ricostruita a partre da essi. Si veda anche il
riquadro a pagina 167, e il successive Esempio 5.4.4
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7.3.2 Intervalli di conﬁdenza per la varianza di una dlstrlbuzmne
normale

Se X1,Xa,.. X € un campione proveniente da una distribuzione normale con
parametn 14 € o entrambi incogniti, possiamo contruire degli intervalli di conﬁdcnza
per o2 basandoci sul fatto che

(n— 1); ~ X1 (7.3.18)

Infatii,

7z 7

___P(xlw_,n-l 1. Xani )

1_0-’=P(X%—Eu 1<(n—1)—<x_,,.,_)

(n—1}57 (n—1)52
(n-1)5 (n-n&
B P( Xzz,n—l . << x%—%,n—l)

Quindi, se S? = &%, il seguente costituisce un intervallo di confidenza (bilaterale) per
o2 ad un livello di confidenza di 1 —

((7;2_ 1)82, E;_ 1)82) (13.19)
Zn-1 1=2.n-1

2

Esempio 7.3.8. Una certa procedura automatizzata deve produrre rondelle con una
variabilith di spessore molto ridotta. Supponiamo di scegliere a caso 10 rondelle €
misurarne lo spessore, che risulta, in potlici,

0.123 0.133 0.124 0.125 (.126 0.128 0.120 0.124 0.130 0.126

qual & Vintervallo di confidenza al 90% per la deviazione standard dello spessore
delle rondelle? -

Un calcolo diretio mostra che s =~ 1.366 x 103, Consultando la Tabella A.2
in Appendice, o eseguendo il Programma 5.8.1b si trova che Xnnsg = 16917 e
X3 95,0 7 3.334, quindi ‘

(n—1)s*> 9x1366x1075 6
S o 126 % 10
. T

(n—1)s> _ 9x1.366 x 1075 6
~ ~= 36.87 x 10
Xi_a 3.334

_ differenti, e denctiamo con y; € 01 i parameiri della prima, e con y € 02 quelli dell.
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Tabela 7.1  Intervalli con livello di conﬁdeﬁ_za 1 — a per campioni nonmali. -
X1, X2, :Xn‘"f" N (#’: 0-2)

1< (1 <2\
x:=1yx, $ =(n___1 S (% —-X))

i=1

Ipotesi # Intervallo bilaterale Intervallo sinistro Intervallo destro
- o = o - o
ot nota_ T Xiz%ﬁ, (_*OO'X+ZBTE) (X "znﬁ,m)

non _— g R — SN (e g ]
:ol;a Iz Xit%.n—lﬁ (—QS,X +ta,n—1%) (X —tan—1 Nk 00)

poon (n—l).5'2 (n——l)Sz) (0 (n—l)S’) ((n—l)S2 oo) '
nota xg,n— 1-2 ﬂH_l l'l . x%—a,n»i X:I.ﬂ—l '

per cui

2 ¢ (7.26 % 1075, 36.87 x 1079)

con il 90% di confidenza, o equivalcntemelga;;e, prendendo le radici quadrate,
€ (2.69 x 1073,6.07 x 1073) N

sempre con il 90% di confidenza. _ E

Gli intervalli di confidenza unilaterali per o si ottengono in maniera del wtto
analoga, e sono presentati nella Tabella 7.1, che riassume tutti i risultati di questr
sezione.

7.4 Stime per la differenza delle medie
di due popolazioni normali

Siano X, X5,..., X,; e¥,Yo,..., Y due'campioni estratti dapopolazioni normal

seconda. Suppontamc che i due campioni snano tra loro indipendenti, e tentiamo di
stimare pij — fig. :

Siccome X = Y 1y X,-/n eY =3 V}“:l Y;/m sono ghi stimatori di massim.
verosimiglianza di y; e g0, sembra ragionevole (e infatti pud essere dimosirato) che
X — Y sia lo stimatore di massima verosimiglianza di py —
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Per ottenere uno stimatore non puntuale nella forma di un 1ntervallo d1 confiden-
za, Occorre conoscere la dlstnbumone di X — Y. Poiché -

o ' _ a2
X ~ N(m, ) e YNN(H;!,EZ)

si puo dedurre, dal fatto che la somma di normali mdlpendent.l & ancora una vanabﬂe
aleatoria normale, che

. 2 0.2
X—YNN( - pi2, '+ ) (74.1)

dove abbiamo sfruttato che E[X — Y] = E[X] - E[?] e che Var{X - Y) =
Var(X + (—1)Y) = Var(X) + (—1)* Var(Y'). Percid, ipotizzando di conoscere o7
e o3, abbiamo che L : , '
XY~ (ph— )
\/ al/n+aifm

e possiamo dedurre, con i passaggi che ¢i sono ormai familiari, che

X -7 - (-
l—a-—zP(—z% < (g1 — p2) <z.:)

Volin+ai/m ot

o2 o2 o 2 2
=P(X V-agf A+ L <X -F+2g ‘;—“Jrﬂ)

N (0,1) C(142)

Se X e Y dopo I’osservazione di dati risultano uguali a Z e 7 rispettivamente,

allora con un livello di confidenza di 1 — o,

. ot 93 _
ML=, € T-—y—zeyf =+ = T

{7.4.3)

Gli intervalli di confidenza unilaterali si ottengono.in maniera analoga, e lasciamo
al lettore la verifica che vi & un livello di confidenza di 1| — « che

B — 2 € (—oo, i:—ﬂ+za\/af/n+a§/m) (7.44)

. 11 Programma 7.4.1, disponibile online sul sito web di questo libro ¢ in grado di
calcolare tutti ghi intervalli di confidenza bilaterali ¢ unilaterali per gy — 2

Esempio 7.4.1. Due tipi diversi di guaine isolanti per cavi elettrici vengono testati
" per determinare a che voltaggio cominciano a rovinarsi. Sottoponendo gli esemplari
a livelli crescenti di tensione si registrano i guasti alle tensioni seguenti:
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TipoA | 36 44 41 53 38 36 34 54 52 37 51 44 35 44
Tipo B |'52_1.f§4 38 68 66 52 6044 48 46 70 62

Supponiamo di sapere che il voltaggio tollerato dai cavi abbia distribuzione normale:
per quelli di tipo A, con media incognita 124 e varianza ai = 40, mentre per quelli
di tipo B i parametri sono up e 0% = 100. Si determini un intervallo bilaterale con
it 95% di confidenza per u4 — pp. Si determini anche un valore che permetta di
affermare che p4 — pup gli 2 superiore, con il 95% di confidenza.

Eseguiamo il Programma 7.4.1 per ottenere la soluzione (in Figura 7.4). 0

* Yogliamo ora stimare nuovamente ; — i con un intervallo di confidenza, questa
volta perd nell’ipotesi che crf e cr% non siano note. E abbastanza naturale tentare di
sostituire le varianze reali, che sono incognite, con quelle campionarie, che sono

Enter the value of a-

D¢cac<ci)

: Dna-Sidad & Uppes e
15 Two-Sided & Lower

The 952 confidency interval for the diffecence of the means is
[-19.6056, -6.4837]

: - @
Figura 7.4  Intervalli di confidenza (a) bilaterale e (b) unilaterale per I’Esempio

.74.1.
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Inlt-nn Iwu Ncu|n1l H

Sample size = 14

Enter the value of a:
cac1)

(% One-Sided " Upper S -

TheﬂSanuconﬁdemanlmalfulhetﬂfmdlheuam
it [-infinity, -7.544)

(b)
Figuora74  (continua)

stimatori delle prime:
5% = —1— 3 (X: - X)?
: ‘m _ ' (74.5)
#= g -7 |

Vorremmo quindi basarci su una statistica come 1a seguente,

X-Y — (11— )
\/S'f/n+ S2/m

Tuttavia, per potere utilizzare I'espressione precedente per ricavarne deghi intervalli
di conﬁdcnza, occorrerebbe conoscere la sua distribuzione, ed essa non deve dipen-
dere da o e o2. Sfortunatamente, questa distribuzione & molto complicata e dipende
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effettivamente dai parametri incogniti o} €,03: soltanto nel caso particolare in cui
o7 = 0% siamo in grado di ottenere uno stimiatore non puntuale. Supponiamo quindi
che le varianze delle popolazioni, anche se incognite, siano identiche, e denotiamo
con g2 il loro comune valore. Segue dat Teorema 6.5.1 che

2

St S
(=17 ~Xa e . (m-1)7F~Xma (74.6)

Inoltre, poiché i due campioni sono mdlpendenu le due chi-quadro precedenti sonc
indipendenti, e quindi la loro somma ha a’sua volta una distribuzione di tipo chi-
quadro, con un numero di gradi di liberta che & la somma di quelli di partenza:

8% 52 2
(=1 +m -1 ~ oz 14.7)

Abbiamo gia notato che

XY - | pr (7.4.8)
Veatin+al/m
e sappiamo che il rapporto tra una normale standard e \/? (xi'é una chi-quadro
con k gradi di libertd, indipendente dalla normale) & per definizione una distribuzione
di tipo £ con k gradi di liberta. Nel nostro caso la chi-quadro & quella data dall’Equa-
zione (7.4.7), ¢ k = n + m — 2. L’indipendenza & garantita dal fatto che X, Y, 5% ¢
52 sono indipendenti per il Teorema 6.5.1. Se poniamo allora

5 e (n—1)8 + (m — 1)52
P n+m-—2

n—1 -2'f+ m—1
n+m—-2 1" ntm-2

Sz (7.4.9)

otteniamo che o
—_— —1/2 = =
X7 ~ (1 — o) (S_ﬁ) P XY~ (u—m)
Vo 1/n + 1/m) Sp/T/n+ 1/m
siamo quindi in grado di determinare gli intei'val]j di confidenza per j4; — pz. Infatti
—Y — (11 — ) <i

P ta _S < al=1—-w
( med S T Tny m 2)

quindi se dopo I'osservazione dei dati X = %, Y = e Sp = s, possiamo affermare
con un livello di confidenza di 1 — o, che ,ul 12 appartiene all’intervallo

E—fttanim - sp\/l/'n+1/m (71.4.11)

Gli intervalli di confidenza unilaterali si mvano in maniera ana]oga

~tapmez  (14.10)
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1 Programma 7.4.2 permette di calcolare gli intervalli di confidenza bilaterali.

e unilaterali per la differenza tra le medxe d1 due popolazmm gaussxanc di varianzé
sconosciute ma coincidenti. . .

Esempio 7.4.2. Un produttore di batlerie dispone di due tecm‘éh'e di fabbricazioiie

differenti. Due groppi di batterie scelti a caso, 12 prodotte con la tecnica L e 14 con
1a tecnica IT, sono risultate avere le seguenti capacita (in ampere-ora): ‘

Tecnica I |14D 136 138 150 152 144 132 142 150 154 136 142
Tecnicall|144 132 136 140 128 150 130 134 130 146 128 131 137 135

Si determini vn intervallo di confidenza la 90%, bilaterale, per la differenza delle

medie, ipotizzando che le varianze delle due popolazioni siano uguali. Si calcoli poi

un intervallo unilaterale destro per py — pn ad un livello di confidenza del 95%.
Eseguiamo il Programma 7.4.2 per ottenere la soluzione in Figara 7.5.

O

List1 | Sample size = 12

Data value = F‘EI

List? |Sample size = 14_|
Data value =

Enter the value"o! a

Dcacl}
C One-Sided * & Uppes __________
he 30X confidence interval for the difference of the means iz
[2.4971 11.9315)

(@)

Figura 7.5 Intervalli di confidenza (a) bilatérale ¢ (b) unilaterale per I'Esempio
742,
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Enter the value of a:

‘ 0<a<i)
B %! Dne-Sided & Upper
C: Two-Sided O Lower

The 95X upper confidence interval for the difference of the means
it (2,491 infinity)

L)
Figura7,5 (continua)

Osservazione 7.4.1. L'intervallo di confidenza dell’Equazione (7.4.11) & stato otte-
nuto sotto Vipotesi che le varianze delle due popolazioni fossero uguali; avendo de-
notato con o2 il loro comune valore, la statistica che compare nell’Equazione (7.4.8)
risulta avere distribuzione normale standard. Siccome perd o non & noto, questo risul-
tato non poteva essere usato direttamente per trovare gli intervalli di confidenza: era
necessario prima stimare o2, Per farlo, notando che entrambe le varianze campiona-
tie S7 e 52 sono stimatori di 02, le abbiamo usate tutte e due, costruendo lo stimatore
Sg che & una loro media pesata a seconda dei gradi di libertd (Equazione (7.4.9)).
La statistica Sg ¢ a volte detta stimatore pooled; essa ci ha permesso di riscalare I'e-
spressione dell’Equazione (7.4.8), ottenendo una nuova statistica la cui distribuzione
non dipende pid da o, ovvero quella che compare nell’ Equazione (7.4.10).

Irisultati di questa sezione sono riassunti nella Tabella 7.2
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Tabella7.2  Intervalli di confidenza ad unlivelio di 1 — o per g — pra, ciot la differenza
tra le medie di due popolazioni normali. .

XiNN(pl,O'%),i=l,...,n l’}NN(pz,ag),j=l,...,m

S - U

=1

1« - 1 «— -
= -——I-Z(X,-—X)z 83 = ﬁZ(Yj—Y)Z

i=1 i=1 :

- 1)8} — 1)5%

N=n+m-2 Sp:=\/(n )8i + (m —1)53

N
Si assume Intervallo bilaterale Intervalle sinistro
o) & g, note X-Y+ z§\/o'|z/n+cr§/m (—oo, 7—?+zm/a?/n+a§/m)

0 € 02 non = 57 . 1 1 _ .'—_— 3 1 b
note ma nguali X—Y:l:t%“v Syt o ( 00, X—-Y+itan -Spy/u+tm

Nota: gli intervalli unilaterali destri per j2y — (2 si possono ricavare da quelli sinistri per pa — ).

7.5 Intervalli di confidenza approssimati
per la media di una distribuzione di Bernoulli

Consideriamo una popolazione di oggetti, ognuno dei quali indipendentemnente da
tutti gh altri soddisfa certi requisiti con probabilith incognita p. Nel caso vengano
testati n di questi oggetti, rilevando quanti di essi raggiungono tali requisiti, come
possiamo usare questa grandezza per ottenere un intervallo di confidenza per p?

Se X denota quanti oggetti, sugli n testati, soddisfano i requisiti di interesse, &

facile convincersi che X ha distribuzione binomiale di parametri n e p. Quindi nel
caso n sia un numero elevato, X & approssimativamente normale con media np e
varianza np(1 — p), e di conseguenza

X —np

vnp(l - p)

Preso allora un gualungue valore o € (0, 1),

X...
P(osg e 2 <) mioa
: 2 np(1 ~ p)

~N(0,1) 5.1y
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L"

.
Se z & il valore assunto da X, quella che’segue & una reglone che contiene p col

livello di confidenza di 1 — «,

{p:_Z% <£<Z%}
_ np(l —p)

Tale regione non & un intervallo. Se vogliamo ottenere un intervallo di confiden-

2a vero e proprio, denotiamo con § 1= X '/n la frazione degli oggetti del campione

che soddisfa i requisiti in esame. Sappiamo dall’Esempio 7.2.1 che § & lo stima
tore di massima verosimiglianza di p, ed-¢ una buona approssimazione di p. Pe

questo motivo /np(1 — f) & approssimativamente uguale a 1/np(1 — p}, e quindi
dall’Equazione (7.5.1) deduciamo che

X—np -

vrp(l —5)

Questa statistica al contrario della precedente ci consente di arrivare rapidamente a¢
un intervallo di confidenza. Sia e & (0, 1), a]]ora

l—amP(—ZQ < ——X*—ﬂ <-z%)

= P(—z% Vnp(l —13) < np;- X < zg np(1 "ﬁ))

N (0,1) (7.5.2)

= P~ 24 VB~ P)/n <p < b+ 25v/30 ~P1n) 753, |

e I'ultima formula fornisce un intervallo dl-ponﬁdenza approssimato per p.

Esempio 7.5.1. Un campione di 100 transistor viene estratto da una grossa forniture
e testato. In tutto 80 pezzi sono adeguati aj requisiti; volendo trovare un intervallo
di confidenza al 95% per la percentuale P d1 transistor accettabili della fornitura,
scriviamo

(o.s ~ 1.96_\/0.8-0.2/100, 08+ 1.96{/0‘.8 : 0.2/100) = (0.7216, 0.8784)

Quindi possiamo affermare con il 95% di confidenza che sard accettabile una
percentuale di transistor compresa tra it 72.16% e il 87.84% c

Esempio 7.5.2, 11 14 ottobre del 1997 it New York Times riportd un sondaggio recente
che indicava che il 52% della popolazione con un margine di errore di +4% era
soddisfatta dell’operato del presidente Clinton. Cosa significa? E possibile stabilire
quante persone furono intervistate?

E pratica comune per i mezzi di informazione presentare intervalli di confidenza
al 95%. Sia p la percentuale della popolazione favorevole all’operato del presidente.
Siccome 2p,005 ~ 1.96, un intervallo di confidenza per p al 95% & dato da

P 1.96/B(1 — p)/n = 052 + 1.96/0.52 - 0.48/n

|
|
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dove n & il numero degli intervistati. Siccome- il margine di errore & di 4%, si pud

dedurre che e :
' 1.964/0.52 - 0.48/n =~ 0.04
ovvyero 2
1.96--0.52-0.48
Percid gli intervistati furono circa 599, e il 52% di essi si dichiard a favore
dell’operato del presidente. ‘ ||

Spesso ci viene richiesto di otteneré un intervallo di confidenza per p non pid
ampio di una lunghezza b assegnata. I problema consiste nel determinare un valore
appropriato dell’ampiezza n del campione. Notiamo a questo scopo che ad un livelio
di confidenza di 1 — o, I’ampiezza dell’intervallo di confidenza approssimato per p &

225 /51 = P)/n ~ 225 V/p(1 — )/
Sfortunatamente, né p né p sono noti in énticipo, e Quindi non possiamo imporre che

una delle espressioni qui sopra sia uguale a b, risolvendo poi rispetto a n. Quello
che possiamo fare allora, & raccogliere un campione preliminare per ottenere alme-

no una stima grossolana p* di p, e usare questa stima per determinare n risolvendo

I'equazione

205 /P (L —#)/m—b

che, elevando al quadrato e moitiplicando per n/b” entrambi i membri ci porta a

433 /2
n=——p(1—p") (7.5.4)
B2
Cosi, se il campione preliminare era costituito da k elementi, & necessario raccogliere
altri n — k dati (se n non & minore di k, ovviamente) per ottenere un intervallo di
confidenza che avra approssimativamente I’ ampiczza richiesta.

Esempio 7.5.3. Una azienda produce circuiti integrati, ciascuno dei quali risulta ac-
cettabile indipendentemente da tutti gli altri con probabilith incognita p. Si vuole
ottenere un intervallo di confidenza per p ad un livello del 99%, 1a cui ampiezza
sia approssimativamente di 0.05. Si raccoglie allora un primo campione di 30 chip,
26 dei quali risultano accettabili, fornendo una prima stima grossolana di p che &
p* = 26/30. Usando questo valore, un intervallo di confidenza approssimato di
ampiezza 0.05 richiederebbe un campione di

n=+4

(z0005)* 26 (1 26)N 42588 26 4

0052 308! " 30/) ~ %05 30 30~ 12!
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Tabella7.3  Intervalli di confidenza ad un livello di 1 — w per il parametro di una
distribuzione di Bernouili.

X
n b

pi= X & il numero di valori 1 nel campione bernoulliano

Tipo di intervallo Intervallo di confidenza
Bilaterale _ Przg/p(l—5)/n
(-o0, p+2av/B1-P)/)

(- zvBT=8)/m, o)

Unilaterale sinistro

Unilaterale destro

chip. Dobbiamo allora testarne altri 1201; immaginando di trovarne, per esempio,
1040 di accettabili, intervallo di confidenza finale che ne risulta & dato da

1066
66 4 20005 \/1 066(1 1066)

1231~ 1231 1231
ovvero
(0.8409, 0.8910)
che ha effettivamente una ampiezza di 0.0501. O

" Osservazione 7.5.1. Come abbiamo visto, I'intervallo bilaterale con livello di confi-

denza 1 — o, ha lunghezza approssimativamente b quando il numero di elementi del
campione &

422
n= bzﬂp(l ~p)

La parabola g(p) := p(1 — p) tocca il suo massimo pari a 1/4 quando p = 1/2.
Qualunque sia il valore di p, quindi, si avra sempre .

22 2
< (7.5.5)
percid scegliendo un campione di ampiezza zf-; /2 /b?, siamo sicuri di ottenere un in-
tervallo di confidenza non pid grande di b senza bisogno di procurarci un campione
prelimjnare. Si tenga presente che questa sovrastima di n & tanto peggiore quanto pidl
P & vicino a 0 oppure a 1.

Gli intervalli di confidenza unilaterali per p si otténgono altrettanto facilmente; la
Tabella 7.3 riporta le espressioni finali. '
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7.6 * Intervalli di confidenza per la media
della distribuzione esponenziale

Consideriamo un campione X, Xz, . .., Xy di variabili aleatorie esponenziali ii.d.
tutte con media § incognita. E possibile dimostrare che lo stimatore di massima
verosimiglianza per @ & costituito dalla media campionaria Sy Xi/n. Per otte-
nere gli intervalli di confidenza, ricordiamo dal Corollario 5.7.2 di pagina 187 che
3%, X; ha distribuzione gamma con parametri 7 e 1/8. Deduciamo allora dalla
Sezione 5.8.1.1 a pagina 190 che

23" X~ (7.6.1)

quind: per ogai & € (0, 1),

2 mn
l-a= P(x%__al_,z,, < EX;X; <'x2%,zn)
= P(2}:;;1 Xi cpe ZE?='Xi)

2
X%gn Xl—%,?.n

Dopo che il campione di dati viene osservato, e si trova che X; = x;, per i =
1,...,n si pud affermare con un livello di confidenza di 1 — « che

0e (2 YT 22 $i) (7.6.2)

2 ’ 2
Xgm xl—%‘.?ﬂ

Esempio 7.6.1. Si pensa che gli oggetti prodotti da ﬁna azienda abbiano tempi di
vita in ore che sono variabili aleatorie esponenziali indipendenti di media 4. La toro
densita & quindi
i
fl@)= ae“zﬂ’,‘ z>0

Se la somma dei tempi di vita di 10 esemplari & pan a 1740 ore, che intervallo di
confidenza al 95% ne risulta, per la media della popolazione 67
Usando il Programma 5.8.1b o 1a Tabella A.2, scopriamo che

X%.OZ5,20 s 34.170, X%_g‘ys,zo Rz 9.591
Possiamo quindi concludere che, con il 95% di confidenza, 8 appartiene all’intervallo

2x 1740 2x 1740
34.170 ° 9.591

)m(101.84, 362.84) O
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7.7 ¥ Valutare I’efficienza degl_i stimatori puntuali

S.m X = (X1, X2,...,Xs) un campione, casuale estratto da una popolazione di
m.smbuzione nota eccetto che per un parametro incognito 8, e sia d = d(X) uno -
stimatore di £. Come possiamo valutare la sia efficacia come stimatore? Un criterio
-potrebbe essere quello di considerare il quadrato della differenza tra d(X ) e 8, perd
(d(X) —8)? & una variabile aleatoria, quindi:stabiliamo di adoperare r(d, #), l’r;rmre
quadratico medio dello stimatore d, che & per definizione : ]

7{d,0) := E[(d{X) — 9)2_] (7.7.1)

Sara questo il nostro indicatore del valore dld come stimatore di 0.

.Sarcbbe ideale se esistesse un singolo stimatore d che minimizzasse r{d, 8) per .
tatti i valori di , perd questo non accade tianne che in situazioni comungque banali.
Infatti se definiamo lo stimatore d* in modo che sia sempre uguale a 4,

d(X)=4

anche se questa scelta pud sembrare assurda(ad esempio perché lo stimatore non fa
alcun uso dei dati), & certamente vero che quando & = 4, questo stimatore, con il suo
errore quadratico-medio nullo, si comporta meglio di qualunque altro.

Anf:he se stimatori con errore gnadratico medio minimo esistono raramente, a
volte si pud trovame uno che minimizzi r{d, ) tra tutti quelli che soddisfano una
certa proprieth, come ad esempio quella di essere non distorti.

Definizione 7.7.1. Sia d = d(X) uno stimatore del parametro 8. Allora
bg(d) := E[d(X)} — @ : (71.12)

& detto il bias di d come stimatore di #. Se esso & nullo, diciamo che d & uno stimatore

- corretto o anche non distorto.

In altri termini, uno stimatore & corretto’se il suo valore atteso coincide con il
parametro che esso deve stimare. '

Eset.np'io 7.7._1. Sia X, X5, ..., X,, un campione proveniente da una popolazione di
media incognita 8. Allora le due statistiche seguenti,
di(X1, Xai- ., Xn) = X1 1
dz(Xl,Xz,---,Xn)= XH1+X+--+ X,
o n

sono entrambe degli stimatori non distorti di ¢; la verifica @ immediata, l

EXi)|=E

m+n%m+&yw
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Pi in generale, d3(X),X2,...,Xn) == Y= A:X; & uno stimatore corretto di ¢
ogni volta che 31| A; = 1. Infatti o

' E[f_::).i_xi] - ‘:l ME[X) |

i=1
- Z)\;e =8 O
=1

Se d = d(X) & uno stimatore corretto,rallora- il suo errore quadratico medio &

r(d,8) = E[(d - 6)’]
= Bl(d — E[d])’]
= Var(d)

Quindi I’errore quadratico medio di uno stimatore corretto & pari alla sua varianza.

Esempio 7.7.2 (Combinazione di stimatori corretti indipendenti). Consideriamo

due stimatori corretti e indipendenti di un parametro 6, denotati dy e dz, e siano crf e

o2 le rispettive varianze. Quindi peri = 1,2,
Eld] =6 Var(d;) = of
Qualunque statistica della forma |
d:= M+ (1 - A)da

sarh comunque uno stimatore corretto di 8. Vogliamo allora trovare il valore di A che
produce lo stimatore d con il minore errore quadratico medio. Notiamo intanto che

r(d, 8) = Var(d)

= A2 Var{d;) + (1 — \)* Var(d2)
= A20? 4+ (1 - A)’o}

per 'indipendenza di dy e da

Per mlmmlzzare questa espréssionc, ne calcoliamo la derivata,
d 3.2 A1 2
e ne studiamo il segno, denotando con X il valore di ) che produce il minimo,

250% —2(1—=MNo2 =0
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. dacui

S W S
of +o%  ljot+ /o2

(7.1.3)
Altrimenti detto] il peso ottimale da dare a uno stimatore deve essere inversamente
proporzionale alla sua varianza (solo nell’ipotesi che tutti gli stimatori siano corretti
¢ indipendenti).

Per vedere una applicazione di quanto detto, immaginiamo che una associazio-
ne per la conservazione ambientale voglia determinare 1'acidita delle acque di un
certo lago. Raccoglie quindi dei campioni d'acqua che invia a n diversi laboratori
di analisi. Questi ultimi effettueranno la titolazione indipendentemente I'uno dagli
altri, ciascuno con le prqprie attrezzature, dotate di livelli di precisione diversi. In
particolare, ipotizziamo che per ¢ che va da 1 a i, d; sia il risultato delle analisi del
laboratorio 4 — una variabile aleatotia con media pari al livello vero di acidita &, e
con varianza o7, Se le varianze sono conosciute, I'associazione dovrebbe stimare
Pacidita dei carnpioni d’acqua con

= r=1 d‘/o'zz
?:1 1/0;'2

che & la migliore combinazione lincare delle d; per quanto riguarda I'errore
quadratico medio:

d (1.7.4)

7(d, 6) = Var(d) perché d & non distorto
( 1 T 1) 2
~(smm) B3
_ 1
POV

Il‘fatto cl.le per uno stimatore non distorto 1’errore quadratico medio coincida con
la varianza si pud generalizzare ad uno stimatore qualsiasi: 1a formula viene corretta
sommando il quadrato del bias, come si deduce dai passaggi seguenti.

7(d,0) = E[(d — 6)*]
= E{(d — Eld] + Bld] - 0)"]
= E|(d — E[d))* + 2(d ~ E[d])(E[d] - 0) + (Eld] - 6)°]
= E[(d - B[d))’] + 2(Eld] - 6)Eld — E|d]] + E[(E[d] - 6)]
= Var{d) + 0 + E[bg(d)?] perché d — Eld} ha media nulla
= Var(d) + bs(d)” (1.1.5)
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Esempio 7.7.3. Sia X1, Xs,...,Xn un campione aleatorio estrattc da una popolé-'
sione con distribuzione vniforme su {0, 8), dove 6 & un parametro incognito. Poiché
E[X;] = 6/2, uno stimatore corretto “naturale” per 6 & dato da

— 2.
d = dy(X)=2X = S X (1.7.6)

=1
Siccome Eld;] = 6, si ottiene che

r(dy,8) = Var{d)
4
_48
T ni2
6'2
~n

per I"Equazione (5.4.4)

Un secondo stimatore possibile per € & quello di massima verosimiglianza, che,
nell’Bsempio 7.2.6 abbiamo dimostrato essere

dy = dp(X) := max X; _ (171D

Per calcolare 1’errore quadratico medio di dz occorre prima conoscere la sua media
(per ottenere il bias) € la sua varianza. Cerchiamo per cominciare la funzione di

ripartizione.
_ Fz(m) = P(dz(X) S :1:)
= P(max X; < z)

=P(Xy <5, X2<3,...,Xn < 3)

n
= H P(X; < z) per P'indipendenza

i=1
T b1
= Fx;(z)" = (5) ,  0<Zz<d
Derivando la funzione di ripartizione si trova la densita di dp,

n—1
fg(m)=m;n . 0<z<4d
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e quindi possiamo calcolare i primi due morﬁenti ¢ la varianza di dj,

8 n'—-—ll
% nx n .

E{d]—/0 s @8 = 70 (1.7.8).
g n-1

Ezz.fznm”dznz

[¢3] e 14
Var(dy) = E[d}} - Eld;?

n o2 nt 2

n+2 (n+ 1)

= né? 1 . n
=né [n+2’ (n+1)2]
_ n?
(42} (n+ 1)

(7.7.9)
-‘Quindi

) T(dz, 9) = Val'(dz) +(E[d2]— 3)2
_ ngZ'."'-__ . 82
mi)mr ) mFip

— 92 n

1 [.n_+"§+ 1}

o 207 :
- (n+1)(n+2)

Potssiatno ora confrontare i due valori trovati per gli errori quadratic.i medidid) e d
e siccome perognin=1,2,..., ’ : ”
262
— =L 0
(n+1)(n+2) ~ 3n

(7.7.10)

ne segue che d; & migliore di d; come stimatore per 8.
L_espressmne. per il valore atteso di d; fornita dali’Equazione (7.7.8), suggerisce
ancora un altro stimatore, infatti se la media di d» & n - /(n + 1), allora

- sicuramente uno stimatore corretto. Comungue, pivttosto che calcolare 1'erro-

;e quadyatico medio di questo stimatore particolare, consideriamo tutti quelli della
orma : "

d{:(X) = c-mgl:?XQ: = ¢ da(X) (7.7.11)
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dove ¢ & una costante assegnata._ll_cqn‘i_gponglente etrore quadratico medio &

r(ds, 0) = Var(dg) + (Elde] - 6)° |
— & Var(dy) + (cBlds] — 8 perla (7.7.11)
cnd” 22 : la(7.7.9) ela(7.7.8)
= 7 + g (C'_—l‘ — 1) per A .
T (n+2)(n+1) -+ 0712

Per determinare la costante ¢* cui corrisponda ‘lo stimatore con ’1'1 mim.:)re errore
quadratico medio tra tutti quelli del tipo de( X), deriviamo 'espressione di r(de, 9),

d 2end? 2nf? (c n_ 1)
Er(d‘”g) T+ )m+1)?  n+l\n+l
2ng? c
= m[n+z+“‘("+”]

quindi la poniamo uguale a zero,

*

c
n+2

+c'n—(n+1)=0
ricaviamo ¢*, (s Din+2) 4 )
T onl4+2n+l n+ld

¢ infine scopriamo che il migliore stimatore tra quelli del tipo do(X) & cos;itmto da

x

nt2 exX (79.13)
Si tratta di uno stimatore distorto con errore quadratico medio che (sostituendo
¢* nell’Equazione (7.7.12)) & dato da

i 2
r(des,8) = n(n +2)0° 92(M _ 1)

(n+1)* + (n+1)2

_ n{n+2)8? 6?
(n+1)* (n+1)*

= r_ﬂz_l)_z . (7.7.14)
-+

Un confronto con I"Equazione (7.7.10) ci permette di conclu.dere che anche se I’ }11-
timo stimatore trovato non & cotretto (ha un bias non nullo), 11 510 em?re‘qu.adrauco
‘medio 2 poco pid della metd di-quello delio stimatore di massima vero_smnghauza. ]
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7.8 * Stimatori bayesiani _

Vista la indeterminazione del ‘parametro incognito @, in alcune situazioni pud essere
ragionevole considerarlo jassumere la forma una variabile aleatoria: il valore vero
del parametro da stimare diviene quindi il numero realizzato dalla variabile aleatoria.
Tale approccio, che vicne detto bayesiano, & di norma givstificato quando, prima di
osservare gli esiti del campione di dati X, X5, ..., X,, abbiamo delle informazioni
su quelli che possono essere i valori assunti da ¢, e magari sulla loro plausibita. Se
queste informazioni a priori assumono la forma di una distribuzione di probabilita,
questa prende appropriatamente il nome di distribuzione a priori per # (in inglese & la

prior distribution). Per esempio supponiamo che, dall’esperienza passata, ci si aspetti

che & possa avere un qualunque valore compreso tra 0 e 1, ma non valori esterni a
quell’intervallo. Se inoltre # ha le stesse possibilita di essere vicino a qualunque
punto di (0,1), possiamo ragionevolmente assumere che si tratti di una variabile
aleatoria uniforme su (0, 1).

Supponiamo allora di potere esprimere le nostre considerazioni a priori su § nella
forma di una distribuzione continua, con densita di probabilita p(8); osserviamo i va-
lori di un campione di dati 1a cui distribuzione dipende da 6, e denotiamo con f{z{6)
la funzione di likelihood — si tratta quindi della funzione di massa di probabilita nel
caso discreto, oppure della funzione di densita di probabilita nel caso continuo — che
esprime la plavsibilita che uno dei dati sia uguale a x quando 8 & il valore del para-
metro. Se i valori osservati sono X; = =, peri = 1,2,...,n, allora la densit di
probabilitd condizionale di § & data da :

f(elxl,mz, ey Tp) = f}f:;’]m;; ,:E;;;))

__ S,z z|0)p(6)
{ f(z1,22,.. ., 20| )p(0) dO¥

La densita condizionale f(#|x1,z2,...,2n) & detta densitd di probabilita a posterio-
ri. (Prima dell’ osservazione dei dati la nostra previsione di @ 2 espressa daila distri-
buzione a priori; dopo di essa la distribuzione viene aggiornata divenendo quella a
posteriori.) :

Come il lettore attento ricorderd, abbiamo dimostrato nell’ Osservazione 4.5.1 di

(7.8.1)

' pagina 122 che guando conosciamo la distribuzione di una variabile aleatoria, la mi-

gliore stima del suo valore (in termini di errore quadratico medio) & data dalla media.
Quindi, la migliore stima di 4, assegnati i valori dei dati X; = z;, peri = 1,...,n,
¢ data dalla media della distribuzione a posteriori f(0|x1, %2, .. .,Zs). Lo stimatore
appena descritto & detto stimatore bayesiano, si indica con E[f|X,, X,,..., X, ] eil
suo valore si calcola nel modo usunale:

O
EPIX: =x1,...,Xn = z4] =/ 0f(8|z1,z2,...,2,) df (7.8.2)
-0
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Esempio 7.8.1. Supponiamo che Xy, Xz,. .. , X, siano variabili aleatorie ii.d. di
Bernoulli, con funzione di massa di probabilita

f(x|0) = 6°(1 — )=, z=0,1

dove # & un parametro sconosciuto. Supponiamo che la distribuzione a priori di 8 sia
uniforme su (0, 1), e calcoliamo lo stimatore bayesiano di 8.
Denotiamo con p la densitd a priori di 8, -

plf) =1, 0<d<l

La densita condizionale di 8 date zy, 22,...,%n ¢ datada

f(:nl, T2y---4Tn, 9)
f(EI::Ez: v :mn)
__ S 2a]0)p(8)
'fo (:r:1,$2, mn|19)p(19) dd
o (1 — oy
& (1 0y = ad

_f(eizly oy .. Tn) =

Non & difficile provare (integrando per parti un certo numero di volte) che per ogni
valore interodime 7,

1 mir!
1473 - r g=______'__ 8.
/09_ (1—-8)"d ) -(783)

Quindi ponendo T 1= Y i, Ti,

FOlo1 T, ) = %m(l

Siamo ora in grado di calcolare la stima bayesiana.

! 1 )
E[9|m1,:1:2,. e ,:ﬂn] = _L?lil_)__f 91+a:(1 _ B)n_z do
0

zi(n — z)!
(n+ 1) (1+ @) (n—~x)!
= PP ) usando la (7.8.3)
_ x4 1
T n+2

" di conseguenza lo stimatore bayesiano & dato da

143550, X
EW| X1, X2,..., Xn] = —Tzi_'-—zl—‘ (7.8.5)

~g"=, 0<d<] (7.84) .
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Per illustrare il risultato, se raccoghendo un campione di 10 bemoulliane tro-
vassimo 6 successi, lo stimatore bayesiano di 6 con distribuzione a priori unifor-
me su (0,1), fornirebbe un valore di 7/12:" Si noti che lo stimatore di massima
verosimiglianza varrebbe invece 6,/10. O

Osse.r}'a'zione 7.8.1. La distribuzione condizionale di @ dati xy,z3,...,z,, la cui
densita compare nell’Equazione (7.8.4), & detta distribuzione beta di parametri z + 1
en—z+1. '

Esem'pitf 7.8.2. Supponiamo che X3, X5,...,X, sia un campione proveniente da
unia distribuzione normale di media incognita 6 ¢ varianza nota o, Se la distribuzione
a priori di # & pensata essere normale di media u e varianza o2, qual & lo stimatore
bayesiano per §7

Per determinare lo stimatore bayesnano E[6|X1,Xa,...,Xy,], dobbiamo prima
ottenere la densua condmonale di @ dati i valori di X, X3,..., X;:

9 - flzi .., zal)p(6)
f( Iml:$2: ,xn) f(lr],m2,---,$n)

dove

.f(mfllxz,---,wnle) 7 )nﬂ nep{ Z(’”};ﬂ) }

0
- [ (8- u)"
p(#) = \/2_1ra exp{- 5 }

o0

f(mlrxl:---:mn): f(IIIIEL:‘Tﬂ!G)p(B)dB

-0

Con .]'.aiuto di un po’ di algebra & possibile dimostrare che questa distribuzione
condizionale ¢ anch’essa di tipo normale; in particolare ha media

‘ no? - 2
E6lX1,Xs,..., Xl = 70
%1, Xz nl no? +of" +m72+02
nfog - 1/a?
n/ao+1/02 nfol +1/c 74 (7.8.6)
€ varianza
odo? 1
Var(8|X1, Xz, - .., Xn) = (18.7)

no? + o} - nfoZ + 1/t -

L’espressione della media condizionale nella seconda formulazione data qui so-
pra & molto significativa, in quanto ha la forma di una media pesata della media cam-
plonana X, e della media a priori jz. 1 pesi inoltre sono proporzionali al] inverso di

/ n (la varianza condizionale della media camp:onana X data ) e o2 (la varianza
della distribuzione a priori). e O

i

4 -
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Sulla scelta di uha distribuzione a priori normale

Come & evidenziato dall'Esempio 7.8.2, & computazionalmente molto conve-
niente scegliere una distribuzione a priori normale per la media incognita ¢
di un’altra distribuzione normale — in tal modo infatti lo stimatore bayesiano
& semplicemente dato dall’Equazione (7.8.6). Questo solleva la questione di
come si possa capire se vi siauna distribuzione normale che pud rappresentare
Je nostre supposizioni a priori sulla media incognita.

Per cominciare, sembra ragionevole individuare un valore /, che a priori pen-
siamo essere vicino a §. Cid equivale a fissare 1a moda della distribuzione
a priori (per una distribuzione normale media e moda coincidono). Secon-
dariamente dovrernmo chiarirci se pensiamo che la distribuzione a priori sia
simmetrica rispetto a j. Dobbiamo domandarci se per ogni valore dia > 0
siamo convinti che sia altrettanto plausibile trovare ¢ nell'intervallo (g — a, i1}
che nell’intervailo {(u,p + a). Sela risposta & positiva, possiamo accettare
come ipotesi di lavoro, che le nostre idee a priori su §# possano cssere espresse
in termini di una distribuzione a priori normale con media 4. Per determinare
la deviazione standard a priori o, cerchiamo un intervallo centrato su g che
crediamo a priori che abbia il 90% di chances di contenere 8. Ad esempio,
supponiamo di esserci convinti che vi sia il 90% di possibilita (non di meno e
non di pitt) che @ stard in un cerio intervallo {(u — a, p + a). Allora, visto che
per una normale 8 ~ N (1, 0%) vale

P(—1.645 < 9—3—“ < 1.645') 2 0.90

OVVEro
P(j— 1.6450 < 8 < p + 1.6450) = 0.90

sembra ragionevole porre a = 1.645¢ e ricavare o = a/1.645

Se le nosire convinzioni a priori devono essere compatibili con una distri-
buzione normale, essa dovrd percid avere media p e deviaziohe standard
o = a/1.645. Questa ipotesi pud essere ulteriormente verificata ponendosi
successivamente altre domande, come ad esempio se vi sia il 95% di confi-
denza che @ appartenga a y & 1.96c e il 99% che appartenga a i + 2.580;
guesti intervalli sono determinati dalle probabilitd seguenti, che sono valide
nell’ipotesi che # sia normale con media p ¢ varianza a2,

P(—1.96 < f}—;—‘f < 1.96) ~ 0.95 P(—Z.SS < 9—;—" <.2.58) ~ 0.99
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Esempio 7.8.3. Si ione di likeli i
ke Ch]; o783 § l;a_data una_fur.xz;.ol‘ne d1 hkt?lﬂlood 2,22, - X z]?), e supponia-
‘ b zione a priori di !‘9 sia uniforme su un certo intervallo {a, ). La
iensﬁé a posteriori di ¢ dati i valon zy, 72, . .. , Tj, del campione X, Xa, ..., X, &
ata da '

f(zh L2y 1mn|6)p(9)
b
[ fl@y, 22, 2a|8")p(6") 4O
__ f@2,. . zald)
b H
[ f@ e, 2a0) @8
Sicco‘mf.: la moda di una densita f(0) & stata definita come quel valore di # che
massimizza la densith stessa, si vede bene che la moda della densita a posteriori
f(B|z1,z3,. .., Tn) & anche il valore di # che massimizza f(z, z2,...,2n|0), € per
.qucstf:- ¢ uguale allo stimatore di massima verosimiglianza (a patto che si imponga
a f di stare tra a e ). In conclusione, se si prende una distribuzione a priori uni-

forme:, ll:l moda della distribuzione a posterioni coincide con lo stimatore di massima
verosimiglianza. O

. f0lz, 22, ..., o) =

a<@<b

' Se invece di uno stimatore puntuale desideriamo trovare un intervallo in cui £
stia con una probabilith assegnata, diciamo 1 — c, possiamo ottenerlo prendendo due

* valori 2 e b in modo tale che

b
f f|z1,2,...,20)dd=1~q (7.8.8)
a

.Esempio 7.8.4.. Consideriamo la trasmissione da una sorgente A di un segnale di

valore 5. I segx_mlfa ricevuto da B ha distribuzione A (s, 60), a causa del rumore del
c‘analc di trasmissione. Supponiamo anche di sapere a priori che il segnale inviato
sia normale A (50, 100). Si determini un intervallo che contenga il valore inviato col

" 90% di probabilitd, nel caso in cui il valore ricevuto da B sia 40.

Segue .da]l’Esejmpio 7.8.2 che 1a distribuzione condizionale del segnale inviato S,
sapendo di avere ricevuto 40, & normale con media ¢ varianza date da

. 1760 1/100
E[S|dati] = =
Idati] 1/60 +1/100 1/60 + 1/10050“43'75
: 1
Var(S|dati) = ————— =
(5dati) 1/60 4+ 1/100 373

Quindi, condizionando al ricevimento del valore 40, (S — 43.75)'/\/.37.5 ha distribu-
zione normale standard, e

5 —43.75
V315
= P(43.75 — 1.645v37.5 < § < 43.75 + 1.645v/37.5 | dati)

0.90 ~ P(—1.64'5 < < 1.645 ‘ dati)
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«— Tome

X

Figura7.6  Come misurare I’altezza di una torre.

Percid, con probabilita di 0.90, il segnale realmente inviato appatiene all’intervalluo
(33.68, 53.82).

Problemi

1. Sia Xy, X3,.-., X, un campione proveniente da una distribuzione di dcns@@

e~ =0 g>8
f@) = 0 altrimenti
Determina lo stimatore di massima verosimiglianza di 8.
2. Sia X, X3, . . ., Xy, un campione proveniente da una distribuzione di densiti -
flz) = zet=*!
Determina lo stimatore di massima verosimiglianza di 6.
3. Sia X1, X3,. .-, X« un campione proveniente da una popolazione normale N (4, 0%).

(a) Determina lo stimatore di massima verosimiglianza per o2 nel caso in cui la media
4 sia nota. :
(b) Quat il valore atteso di tale stimatore?

4. Vogliamo wmisurare 1'altezza di una torre per le telecomunicazioni sfruttando la distanza

orizzontale X tra la sua base ¢ 1a nostra posizions, e I'angolo verticale 8 sotto cui Ja torre
viene vista a tale distanza (si faccia riferimento alia Figura 76). Le5 m:suranomrdcl]a

distanza X hanno dato (in piedi) i valori seguenti
15042 150.45 15049 15052 15040

Le 4 misurazioni dell’angolo 8 hanno dato in gradi
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40.26 40.27'}}0.29 4026
Stima I’altezza della torre. '

5. Fai girare una moneta sul suo bordo {come una trottols) per 100 volte, & usa i risultati
ottenuti per stimare quale sia la probabilita di ottenere testa tirandola in questo modo.

6. Le piene dei fiumi vengono misurate tramite la loro portata (espressa di seguito in piedi
cubi al secondo). Un numero v & detto valore di una piena secolare se

P(D >v)=0.01
dove D & la portata della pti grande piena in un anno a caso. La tabella seguente riporta

le portate delle maggiori piene del fiume Blackstone River, a Woonsocket nel Rhode .

Island, negli anni da 1929 al 1965. Assumendo che la disiribuzione di questi dati sia
lognormale, stima il valore di una piena secolare.

Amno Portata Anno Portata
1929 4570 ‘ . 1948 5810
1930 1970 . 1949 2030
1931 . 8220 : . 1950 3620
1932 4530 ' 1951 : 4920
1933 5780 . 1952 4090
1934 . 6560 ! 1953 5570
1935 7500 ' 1954 9400
1936 15000 I 1955 32900
1937 6340 1956 8710
1938 15100 1957 3850
1939 3840 1958 ‘ 4970
1940 : 5360 1959 " 57308
1941 4480 ' 1960 4780
1942 3330 1961 40620
1943 5310 o 1962 _ © 5790
1944 3830 1963 4510
1945 3410 , 1964 _ 5520
1946 3830 1965 5300
1947 : 3150

7. Un produttore di scambiatori di calore richiede che la distanza tra le piastre degli scam-
biatori sia compresa tra 0.240 e 0.260 pollici.- Un ingegnere che si occupa di controlio
di qualith campiona 20 scambiatori e misura questa distanza, trovando che la media e la
deviazione standard campionarie sono rispettivamente di 0.254 e 0.005 pollici. Stima la
frazione di scambiatori che cadri al di fuori dell’intervallo richiesto, assamendo che la
distribuzione dei dati sia ganssiana. ‘

8. 1l peso misurato da una bilancia elettronica & quello reale dell’oggetto pid un errore
casuale che ha distribuzione normale di media (0 ¢ deviazione standard 0.01 (in milli-

grammi). Supponiamo che i risultati di 5 pesate successive dello stesso oggetto abbiano
dato i valori
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3.142_3.163 ?.155 3.150 3.14i

Determina un intervallo di confidénza per il peso reale dell’oggetto ad un livello di
confidenza {a) del 95%: (b) del 99%.

9. La concentrazione di PCB presenii nei pesci del 1ago Michigan viene misurata conuna e

tecnica che porta ad un errore che ha distribuzione normale di deviazione standard 0.8
ppm (parti per milione). Supponiamo che i risultati di 10 analisi indipendenti su una
quantith di pesce abbiano dato i seguenti valoti,

112 124 108 116 125 101 110 122 124 106

Trova, per la concentrazione di PCB nel pesce, gli intervaili di confidenza al 95%
seguenti: (a) quello bilaterale, (b) quello unilaterale sinistro, (<) queilo unilaterale destro.

10. La deviazione standard per i punteggi dei candidati ad un certo esame pubblico ha tipi-
camente un valore di 11.3. Se quest’anno un primo campione di 81 candidati presenta
una punteggio medio di 74.6, qual & Vintervallo di confidenza bilaterale al 90% per il
punteggio medio di tutti i candidati?

11. Volendo determinare un intervallo di confidenza per la media di una popolazione normale
di varianza nota, guanto numeroso deve essere il campione se vogliamo che I'intervallo
risultante abbia ampiezza pari ad un terzo di quello che si ottiene con un campione di
numerosit n?

12. Dimostra che (—o0, X + 2o - 0/ /n) & Vintervallo di confidenza unilaterale sinistro
con livello di confidenza 1 — a per la media di una popolazione normale di varianza nota
o2, avendo a disposizione un campione X1, X3, . .., Xn.

13. Si analizza un campione di 20 sigarette per determinarne il contenuto di nicotina, e il
valore medio dei dati ottenuti  di 1.2 mg. Caicola un intervallo di confidenza bilaterale al
99% per il contenuto medio di nicotina di quel tipo di sigarette, sapendo che la deviazione
standard & di 0.2 mg,.

14. Con riferimento al Problema 13, supponiamo di non conoscere la varianza della popo-
lazicne e che quella campionaria proveniente dall’esperimento sia risultata essere 0.04.
Calcola un intervallo di confidenza bilaterale al 99% per il contenuto medio di nicotina
di una sigaretta. '

15. Con riferimento ai Problema 14, determina un valore ¢ che permetta di affermare con il
09% di confidenza che ¢ & maggiore del contenuto medio di nicotina di una sigaretta.

16. Supponiamo di volere stimare la media di una popolazione normale che ha entrambi i
parametri incogniti. In particolare cerchiamo di determinare che numerosita deve avere il
campione affinché ad un livello di confidenza 1 — o, I'intervallo di confidenza bilaterale
abbia ampiezza non pid grande di A. Spicga come si possa realizzare approssimati-
vamente questo progetio tramite un doppio campionamento che preveda di raccogliere
un campione preliminare di ampiczza 30 e usarne i dati per dimensionare il campione
definitivo. ’
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17, I.dati segugnt@ sono il risultato di 24 misurazioni indipendenti del punto di fusione del
piombo {espréssi in gradi Celsius), &

330 328.6 3424 334 3375 341 3433 3205
322 331 3404 3265 3273 340 331 3323
345 342 3297 325.8 322.6 333 341 340

A‘ssur‘nendo che questi dati possano essere pensati coine un campione normale la cui me-
dia & il vero punto di fusione del piombo, determina gli intervalli di confidenza bilaterali
per questo valore: (a) al 95% di confidenza; (b) al 99% di confidenza.

18. Que]li che seguono sono i punteggi dei test del Q.1. di un campione casuale di 18 studenti
di una certa universiti

130 122 119 142 136 127 120 152 141
132 127 118 150 141 133 137 129 142

C.oslruisci, per il punteggio di Q.I. medio degli studenti di quella universitd, gli intervalli
di confidenza al 95% seguenti: (a) quello bilaterale, (b} quello unilaterale sinistro, (¢}
quello unilaterale destro, :

1%. Un ca-mpione di 9 prezzi di abitazioni vendute recentemente in una certa citth, ha media
’_:amplonaria di $ 122 000 e deviazione standard campionaria di $ 12 000. Determina un
1Ftewallo unilaterale destro che contenga il prezzo medio attuale delle abitazioni, con un
livello di confidenza del 95%. '

20. Una f:ompagnia vuole assicurare il suo vasto parco auto contro i tamponamenii. Per de-
terminare il costo medio di riparazione per collisione, vengono scelti a caso 16 incidenti,
ene risultano una media campionaria di $ 2 200 ¢ una deviazione standard campionaria
di $ 800. Trova un intervallo di confidenza al 90% per il costo medio deile riparazioni di
un tamponamento.

21. Nello stato di Washington ogni anno gli alunni del sesto anno della scuola dell’obbligo
vengono sottoposti ad un esame. Un sovraintendente all’istruzione che vuole conoscere
il punte'ggio medio degli alunni del suo distretto, seleziona un campione casuale di 100
sFuden_u, e ottiene una media ¢ una deviazione standard campionarie di 320 e 16 punti
nspe‘ttlvamcnte. Fornisci un intervallo di confidenza bilaterale al 95% per il punteggio
medio degli alunni del distretto.

22. Venti studenti di scienze misurano il punto di fusione del piombo. La media ¢ la deviazio-
ne standard campionarie dei dati ottenuti sono 330.2 e 15.4 gradi Celsius rispettivamente.
Costruisci degli intervalli di confidenza bilaterali per il punto di fusione del piombo, ad
un livello di confidenza (a) del 95%; e (b) del 99%. ' ,

23. Con?rolla:_ldo un campione aleatorio di 300 titolari di carte di credito si evince dai loro
contl_c?le .ll debito medio & di $ 1220, con una deviazione standard campionaria di $ 840.
Cqstrunsm un intervallo di confidenza al 95% per stimare il debito medio della totalita
dei possessori di carte di credito. ’
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24, Con riferimento al Problema 23, trova il pid piccolo valore v che permetta di affermare
con il 90% di confidenza che il debito medio di tutti i possessori di carte di credito gli
sia inferiore.

25, Verificala fomiula presentata nella Tabella 7.1 per 'intervallo di confidenza sinistro per
4 quando o? non & nota. ‘

26. i investiga la gittata di un nuovo tipo di proiettile da mortaio. Le gittate in metri, che
vengono osservate testando 20 proiettili sono le seguenti,

2100 1950 2043 2210 2018 1984 1992
7218 2152 2106 2072 2096 2244- 1562
1938 1898 2103 2206 2007 1956

Assiimendo che la distribuzione delle gittate sia normale, 51 determini
(a) un intervallo di confidenza al 95% per la gittata media dei proiettili;
{b) un intervallo di confidenza al 99% dello stesso tpo;
(c) il pix grande valore v che con il 95% di confidenza & inferiore ‘alla gittata media
indagata.

27. A Los Angeles sono stati condotti degli studi per determinare la concentrazione di mo-
nossido di carbonio vicino alle autostrade. La tecnica base utilizzata consiste nel cattu-
rare campioni di aria in speciali borse e poi misurarne il contenuto di monossido usando
uno spettrofotometro. Le miswrazioni in ppm (parti per milione) durante it periodo di
campionamento sono state 7 '

1022 984 104.1 101 1022 1004 98.6 88.2 788 83
847 948 1051 1062 1112 1083 1052 1032 99 98.8

Calcola un intervallo di confidenza al 95% per la concentrazione media di monossido di
carbonio nell’ aria.

28. Un insieme di 10 determinazioni delta percentuale di acqua contenuta in una soluzione di
metanolo, eseguite secondo un metodo ideato dal chimico Karl Fischer, hanno riportato
i valori seguenti, ’

050 055 0.53 0.56 0.54 0.57 052 0.60 055 0.58

Supponendo che la distribuzione fosse normale, usa questi dati per costruire un intervallo
di confidenza al 95% per la percentuale reale.

29, Assegnata una successione Uy, Us, . - di variabili 1.i.d. e uniformi su (0, 1), si pone
Ni=min{n: Ui+ U0+ +Un> 1}

In tal modo N denota il numero di variabili aleatorie uniformi su (0, 1) che & necessario
sommare per superare il valore di 1. Realizza una simulazione al calcolatore per generare

36 variabili distribuite come N e tra loro indipendenti, quindi usa questi dati per ottenere -

un intervallo di confidenza al 95% per E[N)]. Basandoti infine sull’intervallo trovato,
prova a indovinare il valore esatto di E[N].
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30. Una que.stionle importante per i venditori al dettaglio & come decidere quando sia ii mo-
. mento dj 9rdmare la merce dal distibutore, Una pratica molto comune per prendere
questa_d.emsi.one 2 quella detta di tipo 5, 5; ¢ssa consiste nel fare 1'ordinazione quando
la quantitd di merce in magazzino scende al di sotto di s, richiedendone abbastanza da
portarla fino a S. I valori appropriati dei parametri s e S dipendono da diversi fattori di
f:os[o, come lo stoccaggio, il profitto per pezzo venduto, ¢ la distribuzione della domanda
in un periodo di tempo. E quindi fondamentale per il venditore raccogliere dati colle-
gati ai parametri della distribuzione della domanda. Supponiamo che i valori di seguitﬁ .

riportati rappresentino il numero di oggetti di un certo tipo, venduti in ciascuna di 30
settimane, '

14 8 129522151216 7 10 9 15 15 12
9 1116 871513 9. 5 18 14 1013 7 11

ﬁ_\ss_um_endo ch? i numeri delle vendite delle diverse settimane siano variabili aleato-
rie mdlpenc_lenu, provenienti dalla stessa distribuzione, usa questi dati per ottenere un
intervallo di confidenza al 95% per il numero medio di vendite alla sewimana.

3. Un cfampione casuale di 16 professori ordinari di una grande universith privata ha ona
n}cdla .can‘lpionaria del reddito annuale di $ 90450, con una deviazione standard cam-
pionaria di $ 9400. Determina un intervallo di confidenza al 95% per lo stipendio medio
di tutti i professori ordinari di quella universita.

32, Sia X 1s ){1, .. vy Xn, Xp41 un campione casuale proveniente da una popolazione norma-
le di medm 1 € varianza &2, entrambe incognite. Siamo interessati a utilizzare i valori
USSCl'Vﬂ.tl-dl X1,X3,..., X, per determinare un intervallo — detto di predizione — che
conterra il valore di X, con un livello di confidenza 1 — . Denotiamo con X,.es? a
la media e 1a varianza campionarie di X3, X3; ..., X,. 7 e

{a) Trova la distribuzione di X4+ - X..
{b) Trova la distribuzione di
Xop1—Xn
RV F
(c) Ottieni I'intervatlo di predizione per X, 4.

(d) L’intervallo'y.rovato al puntoe (¢) conterra il valore di X, 4, con un livello di
confidenza di 1 — . Chiarisci il significato di questa affermazione.

X datl ufficiali mostrano che i decessi per annegamento accidentale negli Stati Uniti per gli
anni dal 1990 al 1993 sono stati (in migliaia) 5.2, 4.6, 4.3 & 4.8. Usa questa informazione

per fornire un intervallo che, con il 95% di confidenza, conterrd il npumero di morti per
annegamento del 1994,

34. La concentrazione di ossigeno disciolto in'un corso d’acqua & stata registrata per 30

giomi,. ottgnendo una media campionaria di"2.5 mg/l € una deviazione standard cam-
pionaria ‘dl 2.12 mg/l. Determina un valore che sia superiore alla concentrazione media
giornaliera con un livello di confidenza del $0%.
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35. Verifica le formule riportate nella Tabella 7.1 per gli intervalli. di confidenza unilaterali
pero‘z. . RO 3 : .

36. Le caﬁacita (in amipere-ora) di 10 batterie sono risnltate:
140 136 150 144 148 152 138 141 143 151
(a) Stima la varianza o? della popolazione.

{b) Caicola un intervallo di confidenza al 39% per o,
{(¢) Trova un valore v che permetta di dire con il 90% di confidenza, che at < v

37. Trova un intervallo di confidenza bilaterale al 95% per la varianza del diametro di un

rivetto, basandoti sui dati seguenti.
668 676 678 6.76 6.74 6.64 681 674 670 6.66 667 6.66

Puoi assumere che la popolazione sia normale.

38. 1tempi di combustione (in secondi) di 10 unita di un tipo di combustibile sono risultati i

seguenti
50.6 54.8 544 449 421 698 536 66.1 43.0 37.8

Costruisci un intervallo di confidenza bilaterale al 90% per la varianza del tempo di

combustione. Puoi supporre che 1z distribuzione considerata sia gaussiana.

39, La quantitd di berillio in una sostanza pud essere determinata con metodi di filtrazione
fotometrica. Se il peso del berillio & indicato con g, il valore restituito da vna misurazione
di guesto tipo ha distribuzione normale di media 4 e deviazione standard 0. 1 valori

seguenti sono misurazioni indipendeati di 3.180 mg di berillio.
3166 3.192 3.175 3.180 3.182 3.171 3.184 3.177
Usa i dati precedenti per

(a) stimare 7} _
(b} trovare un intetvallo di confidenza al %0% per 0.

40. Sia X;, X3, ..., Xn un campione proveniente da una popolazione A (2.0%). Spiega
come si possa oftenere un intervallo di confidenza per o2, con un livello di confidenza
di 1 — e, nel caso che y sia nota. Chiarisci in quale senso la conoscenza di i porti a un

intervailo di confidenza migliore di quelio che si ha quando 4 non & nota.

ipeti il Problema 38 sopponendo che sia noto che la media della popolazione dei tempi

di combustione & di 53.6 secondi.

41. Un ingegnere civile vuole misvrare la resistenza alla compressione di due diversi tipi di
calcestruzzo. Viene provato un campione di 10 esemplari per ciascuno dei due tipi di

materiale, ottenendo i dati seguenti (in libbre per pollice guadrato)
Tipo1 |3250 3268 4302 3184 3266 3297 3332 3502 3064 3116

-

Tipo2 |304 3106 3004 3066 2984 3124 3316 3212 3380 3018
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Ipptizziamq che i campioni vengano da due popolazioni normali con la medesima varian-
za. Determina per la differenza delle medie delle due popolazioni, gh intervaili di con-
ﬁdlenza al 95% seguenti: (a) quello bilaterale, (b) guello unilaterale sinistro, (c) quello
unilaterale destro. ' N

. 5i studiano campioni iridipendenti di oggetti prodotti da due macchine di una linea di

produzio_ne. Siamo interessati a confrontare il loro peso. Dalla prima macchina si estrae
un campione di 36 oggetti, ottenendo unz media campionaria di 120 grammi ¢ varianza
ca.n‘lpm.naria 4. Dalla seconda macchina si pesano 64 oggetti, che hanno media campio-
naria di 130 grammi e varianza campionaria 5. Assumendo che entrambe le distribuzioni
_swno normali, con medie rispettivamente 4 e y» ¢ identica varianza ¢*, determina un
intervallo di confidenza al 99% per u; — 2.

. Risolvi il Problema 42 con I'ipotesi aggiuntiva che 4 e 5 siano le varianze reali delle due

popolazioni normali.

. Quelli che seguono sono i tempi di combustione in second: di alcuni esemplari di due

diversi tipi di candelotti fumogeni:

Tipo I | 481 506 527 661 501 572 561 500 487 524
Tipolll 526 511 556 542 491 537 582 605 558 578

Costru.isn:':i un intervallo di confidenza al 99% per la differenza media dei tempi di
combustione, assumendo che le popolazioni siane normali con la stessa varianza.

Siane X, X3, .. - +Xn e Y1, Ya,-. -, Y due campioni gaussiani indipendenti, con medie
note i1 @ i € varianze ignote o? e ¢3. Determina un intervallo di confidenza ad un livello
1 - q per il rapporto delle varianze, o3 /o2

. Due analisti di laboratorio prendono ripetutamente delle misure sulla durezza dell’acqua

c!i una ciztté. 2Af';ssurm:ndc! che i dati di ciascuno abbiano distribuzione normale, con va-
rianze of € o3, calcola un intervallo di confidenza bilaterale al 95% per o /o3, usando i
dati seguenti, .

Analista 1 ] 046 062 037 040 044 058 048 053
Analista 2 | 082 061 089 051 033 048 023 -025 067 0388

Un camp_ione. casuale di 1200 ingegneri & risultato contenere 48 ispancamericani, 60
afroammca.m e 2OJT femmine. Determina gli intervalli di confidenza al 90% per la
frazione di ingegneri che sono (a) femmine; (b) ispanoamericani o afroamericani.

. Per stimare la frazione p di quanti neonati siano maschi, si registra il sesso di un .cam—

pione f:asua]e dl 10000 bambini appena nati, Sapendo che 5106 di essi sono risultati
maschi, determina degli intervalli di confidenza per p (a) al 20% ¢ (b) al 99%.

Una compag!ia aerea yuole determinare qual & la percentuale dei suoi passeggeri che
vola per affari. Se si volesse il 90% di confidenza che la stima abbia un errore entro il
2%, quanto numerpso dovrebbe essere il campione utilizzato?
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50.

51.

52.

53.

55.

Un sondaggio elettorale effettuato da un quotidiano riporta il candidato A in vantaggio
sul candidato B con il 53% contro il 47% delle preferenze, con un margine di errore
di +4%. T giornale continna dicendo che siccome la differenza di 6 punti tra i due
candidati & maggiore del matgine di errore, i lettori possono ritenersi certi della vittoria
del candidato A. Questo ragionamento & completamente corretto?

Una compagnia di ricerche di mercato vuole determinare la pcroentnale di famiglie che
stanno assistendo ad un particolare evento sportivo. Per riuscirci, effettua un sondaggio
telefonico. Quante famiglie dovranno essere intervistate come minimo, se si vuole avere
il 90% di confidenza che la stima non porti un errore superiore a £0.02?

In uno studio recente 2 stato verificato che su 140 meteoriti osservati, 79 sono entrati
nell’ atmosfera a una velocita non superiore alle 25 miglia al secondo. Se prendiamo pi=
79/140 come stima della probabilitd che un qualsiasi meteorite che entra nell’ atmosfera
lo faccia a una velocith inferiore alle 25 miglia al sccondo, cosa possiamo dire con il
99% di confidenza, sul massimo errore della nostra stima?

Un campione aleatorio di 100 pezzi di una linea dj produzione ne conteneva 17 di difet-
tosi. Calcola un intervallo di confidenza bilaterale al 95% per la probabilita che un pezzo
qualsiasi sia difettoso. Che ipotesi stai implicitamente facendo? - ’

Su 100 casi di tumore ai polmoni selezionati a caso, 67 pazienti sono decednti entro 5
anni dalla diagnosi. ' )

(a) Stima la probabilitd che una persona che si ammala di tumore ai polmoni, muoia
entro 5 anni. ’

(b) Quanto grande dovrebbe essere un ulteriore campione di casi, per acquisire il 95%
di confidenza che la probabilita stimata nel punto {(a) non sia sbagliata per piit di
0.027

Scrivi delle formule per gli intervalli di confidenza unilaterali per il parametro p di una di-
stribuzione di Bernoulli, quando si conoscana i valori di n variabili aleatorie indipendenti
con tale distribuzione.

*56, Supponiamo che i tempi di vita di un tipo di batterie abbiano distribuzione esponenziale

di media 8. Un campione di 10 di esse ha fomito una media campionaria di 36 ore.
Trova un intervallo di confidenza bilaterale al 95% per 6.

#57, Costruisci entrambi i tipi di intervalli di confidenza unilaterali, ad un livello di

confidenza di 1 — o, per il parametro & del Problema 56.

#58. Sia X, X2,...,X, un campione estratto da una popolazione di media p incognita.

Ultilizza i risultati dell’ Esempio 7.7.2 per dimostrare che, fra tutti gli stimatori di iz della
forma 3.7, A: X;, con i coefficienti che soddisfano }:‘_ A = 1, quellocon il mmlmo
efrore quadrauco medio & 1a media campionaria, che si ottiene ponendo A; = L per
ogni £. .

*59. Consideriamo due campioni indipendenti X;, X3,..., X, e ¥, 12, .. Ym- provenien-

ti da due popolazioni normali con Ja stessa varianza o2, Siano Sle 32 Ie rispettive
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varianze campionarie, che sono’stjmatod_;'l_én distorti di 2. Usando i risultati dell’E-
sempio 7.7.2 ¢ il fatto che la varianza di una chi-quadro con k gradi di liberti & pari a .
2k, dimostra che lo stimatore di o2 che presenta il minore errore quadratico medio, tra
tutti quelli della forma ASZ + (1 — A)SZ, &l seguente,

g (n—1)8% + (m — 1}52
P n+m-2

Ovvero lo stesso stimatore pooled, che abbiamo discusso nell’Osservazione 7.4.1.

*60. Consideriamo due stimatori del paramctrb #, indicati da d; e d;. Quale dei due

dobbiamo preferire, se E[d] = 0, Var(di) = 6 ¢ E[dy] =2 + 8, Var(dy) = 2?

*61. Supponiamo che il numero di incidenti che si verificano quotidianamente in un certo

impianto abbija distribuzione di Poisson con media A incognita. Basandosi sulla sua
esperienza con stabilimenti analoghi, uno statistico ha la convinzione a priori che i
valori plausibili per A possano essere descritti da una distribuzione esponenziale con
parametro unitario, ovvero che la densiti a priori sia, :

p(A) =e?, A>0

'Det'ermi_na la.stima' bayesiana per A ipotizzando che vi siano stati un totale di 83
incidenti negli ultimi 10 giorni. Qual & la stima di massima verosimiglianza?

*62. Itempi di vita in ore dei circuiti integrati prodotu dauna certa fabbrica di semicondutto-

ri sono variabili aleatorie esponenziali di media 1 /. Supponiamo che la distribuzione
a-priori per A sia di tipo gamma, con funz:one di densita data da
/\2
p(A) = A A>0

Se i primi 20 chip testali mostrano un tempo di vita medio di 4.6 ore, qual & la stima
bayesia.na per A? '

*63. Gh oggetti prodotti da una macchina sonop d1fcttos1 indipendentemente gli uni daghi

altri, con probabilita p. Sapendo che la dlsl:nbuzmne a priori per p & uniforme su (0, 1),
ca_alcola la probabilita a posteriori che p sia minore di 0.2, sapendo che su un campione
di 10 oggetti ne sono stati trovati {a) 2, (b} 1, (c) 10 di difettosi.

*64. Si misura la resisienza allo strappo per 10 esemplari di un certo tipo di tessuto. La

distribuzione di popolazione & normale con media incognita 11 € deviazione standard 3
psi (libbre per pollice quadrato). Supponiamo di aspettarci dall’esperienza passata che
la distribuzione a priori sia normale con media 200 e deviazione standard 2. La media
campionaria dei dati del campione & risultata di 182 psi; determina una regione che
contenga & con probabilita del 95%. b




[E—

% Verifica delle ipotesi

Contenuto

8.1 Introduzione
8.2 Livelli di significativita
8.3 La verifica di ipotesi sulla media
di una popolazione normale
8.4 Verificare se due popolazioni normali
hanno la stessa media
8.5 La verifica delle ipotesi sulla varianza
di una popolazione normale :
8.6 Laverifica di ipotesi su una popolazione di Bernoulli
8.7 Ipotesi sulla media di una distribuzione di Poisson
Problemi

8.1 Imtroduzione

Come nel capitolo precedente, supponiamo anche qui di disporre di un campione
aleatorio proveniente da una distribuzione che ci & nota tranne che per uno o piil pa-
rametri incogniti. La nuova chiave di lettura non prevede pii di stimare direttamente
questi parametri, ma piuttosto di utilizzare il campione raccolto per verificare qual-
che ipotesi che 1i coinvolga. Per chiarire il concetto, pensiamo ad una impresa edile
che acquisti una grossa partita di cavi con una resistenza media alla rottura che & ga-
rantita maggiore di 7000 psi (libbre per pollice quadrato). La ditta potrebbe volere
verificare se & vero che questi cavi hanno quella resistenza, e a questo scopo prendere
un campione di 10 esemplari ¢ testarli. I dati cosi ottenuti possono essere utilizzati
per stabilire se accettare o meno 1'ipotesi del produttore che la resistenza media dei
cavi sia almeno pari a 7000 psi. :

Una ipotesi statistica & normalmente una affermazione su uno o pid parametri
della distribuzione di popolazione. Si parla di ipotesi perché a priori non sappiamo
se sia vera o meno: il problema primario & queilo di sviluppare una procedura per
determinare se i valori di un campione aleatorio e I'ipotesi fatta siano compatibili
oppure no. Un esempio potrebbe essere una popolazione gaussiana con varianza
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unitaria e media & incognita; 1’ affermazione “# & minore di 1”7 & una ipotesi statistica
che possiamo provare a verificare osservando un campione di questa popolazione. Se
esso sarh gindicato compatibile con 1'ipotesi considerata, direnio che quest’ultima &
“accettata”, altrimenti diremo che & “rifiutata”.

Si noti che quando accettiamo una ipotesi, non stiamo affermando che sia ne-
cessariamente vera, ma solo che i dati raccolti sono accettabilmente in accordo con
essa: che non 1a escludono. Continuando I'esempio della popolazione N(6,1),seun
campione di 10 dati presenta una media campionaria di 1.25, anche se tale risultato
non & certo un indizio a favore dell’ipotesi “6 < 17, non & nemmeno incompatibile
con questa ipotesi, che quindi dovrebbe essere accettata. D’altra parte, se la media di
un campione di 10 dati fosse stata pari a 3, anche se un valore cosi elevato & possi-
bile anche con # < 1, diventa talmente improbabile da sembrare incompatibile con
Iipotesi fatta, che verrebbe senz’altro rifiutata.

8.2 Livelli di significativita

Consideriamo una popolazione avente distribuzione Fy che dipende da un parametro
incognito #, e supponiamo di volere verificare una quaiche ipotesi su #, che chia-
meremo ipotesi nulla, e denoteremo con Hy. Se Fy ¢ ad esempio una distribuzione
normale con media @ e varianza 1, due possibili ipotesi nulle su 8 sono

1. Hy:80=1
2 Hy:8<1

La prima di queste ipotesi afferma che la popolazione ha distribuzione N (1,1), men-
tre la seconda sostiene che essa & normale con varianza 1 e media non superiore a 1.
Si noti che I'ipotesi nulla 1, quando & vera, caratterizza completamente la distribu-
zione della popolazione, mentre questo non & vero per I'ipotesi nulia 2. Nel primo
caso si parla allora di ipotesi semplice, mentre nel secondo caso si parla di ipotesi
composta. :

Supponiamo di disporre di un campione aleatorio X4, X3, . .., Xn, proveniente
da questa popolazione, e di volerlo utilizzare per eseguire una verifica o test di una
certa ipotesi nulla Hy,. Siccome dobbiamo decidere se accettare 0 meno H, basandoci
esclusivamente sugli n valoti dei dati, il test sara definito da una regione C nello
spazio a i dimensioni, con I’intesa che se il vettore { X, X3,.- ., X,) cade all’interno
di C I'ipotesi viene rifiutata, mentre viene accettata in caso contrario. Una regione C
con gueste caratteristiche viene deita regione critica del test. Schematizzando quanto
detto, il test statistico determinato dalla regione critica C & quello che

accetta Hy se (X1, X2,..., Xn) c
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e ' :
rifiuta Hy se (Xl,X;,...,Xn) eC

Per antxc.:lparg un es;mpio concreto, una verifica molto comune dell’ipotesi che una
popolazione gaussiana di varianza 1 abbia media 1, si ottiene con la regione critica
seguente, '

, 196
n } {8.2.1)

Bisogna quindi rifiutare I'ipotesi nulla “¢ =.1”, quando la media campionaria dista
da l‘p.iﬁ di 1.96 diviso per la radice quadrata dell’ampiezza del campione,

E importante notare che in qualunque test per verificare una ipotesi nulla, il risul-
tato pub.essere sbagliato in due modi differenti. Si ha infatti un errore di prima specie
qlrlando 1 dati ci portano a rifiutare una ipotesi 4, che in realta & corretta, € un errore
di se.condq specie quando finiamo con I'accettare H,, ed essa & falsa. Non vi & sim-
metria tra i due tipi di errori. Ricordiamo infatti che I’ obiettivo di una verifica di H,
non & _quello di dire se questa ipotesi sia vera.o falsa, ma piuttosto di dire se l’ipotest;
fatta sia anche solo compatibile con i dati raccolti. In effetti vi & un ampio livello di ~
to]lerapza nell’accettare H,, mentre per rifiutarla occorre che i dati campionari siano
molto improbabili quando H, & soddisfatta. -

(‘}tfc\sto bilanciamento si ottiene specificando un valore a, detto livello di signi-
ficativitd, e imponendo che il test abbia 1a proprieta che quando I’ipotesi H & vera,
1a probabilith che venga rifiutata non possa superare cv. 1l livello di signiﬁcalgvit.’s del

— '. 1 .
C= {(X1:X21-":Xn) : )1 - EZlXt
i=

test viene normalmente fissato in anticipo, con valori tipici dell’ordine di 0.1, 0.05

o 0005 Det'to in altri termini, un test con livello di significativith o deve avere una
probabilita di errore di prima specie minore o uguale ad a.
_Per chiarire un po’ come viene costruita la regione critica, immaginiamo di volere
verificare 1’ipotesi nulla -
7 Ho . e Ew

dove con w stiamo indicando un insieme di valori possibili per il parametro. Un
approccnf) naturale per formulare una verifica di Hy, ad un livello di significativita
@ prescritto, consiste nell’individuare uno stimatore puntuale di 8, che denotiamo
cop_d(X ), & quindi rifiutare I’ipotesi quando d{ X ) & “lontano” dalla regione w. Per
c_aplfc quanto “lontano” deve essere per giustificare un rifiuto di H, ad un livetlo di
sngmllicativ:rith pati ad o, occorre conoscere la distribuzione dello stimatore d(X } nel
caso in cui H,, sia vera. Questo ci permetterebbe infatti di usare il fatto che ’errore
di ptima specie deve avere probabilit inferiore ad a, per capire quando lo stimatore
de'v‘e considerarsi abbastanza “lontano” da v, e quindi per determinare la regione
critica del.test. Ad esempio la verifica dell’ipptesi che 1a media di una popolazione
.t‘\_f (8,1) sia pari a 1 ('Equazione (8.2.1) ne specifica la regione critica), impone di
rifiutare I'ipotesi quando lo stimatore puntuale di # (ovvero, la media campionaria),

'r
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dista da 1 (il valore di § a cui corrisponde V'ipotesi nulla) pib di 1.96/+/n. Comé
vedremo nella prossima sezion€; quest' ultio valore & stato sceltd in modo da dare
al test un livello di significativita del 5%. R ’

8.3 La verifica di ipotesi sulla media
di una popolazione normale

8.3.1 Il caso in cui la varianza & nota

Supponiamo che X, X2,..., Xn siaun canipione aleatorio proveniente da una popo-
lazione normale di parametri y ¢ o2, con la varianza nota e media incognita. Fissata
una costante /o, vogliamo verificare Fipotesi nulla

Hy:p=tio

contro I’ipotesi alternativa
Hy:p# o

Siccome X := % T Xitlo stimatore puntuale naturale per j, sembra ragio-
nevole accettare Hj, quando X non & troppo lontano da pg. Percid la regione critica
del test sari del tipo ‘

C:= {(XI:XZ,-"a-Xn) : |jf——p.0| > C}

per una scelta opporiuna della costante c.

Se vogliamo che il test abbia livello di significativiti a, dobbiamo individuare
quel valore di c nell’equazione precedente che rende pari ad o la probabilith di errore
di prima specie. Cio significa che ¢ deve soddisfare la relazione seguente,

« = P(errore di I specie)
=P, {|X — ol > ) 8.3.1)

dove scriviamo P, per intendere che la probabilith precedente viene calcolata con
I’assunzione che u = po. Infatti la definizione di errore di prima specie pre-
vede che esso si verifichi quando i dati ci portano a rifintare H,, (quindi quando
(X1, Xa,..- , Xn) € C) mentre in realth essa & vera (quindi nel caso in cui p = 140)-
Quando perd j1 = o, sappiamo che X ha distribuzione normale con media g e
varianza o2 /n, ¢ quindi se Z denota una variabile aleatoria N (0, 1), allora

Y_P'O g
TN ~ . (8.3.2)
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~ ' dove larelazione ~ & condizionata all’ipotesi Hy, : y = pg. Possiamo allora riscrivere

- I'Equazione (8:3,1) nella forma scguente; . - |
X — o

ey
=P(|Z|> c‘/ﬁ)

= ZP(Z > é)

e quindi P(Z > cy/n/c) = a/2. Siccome perd per definizione di z¢ vale,
' a
P(Z > Z%) = 5

si deduce che
evn _
e quindi che

cC=2

(83.3)

Il test con livello di significativita o dovra allora rifiutare H
se | X — g-
ovve ose|X—po| > 29-0/ \_/f—l,

si rifiuta H; se

(8.3.4)

~ si accetta H, se

La regione di accettazione per la statistica del test! & un intervallo simmetrico rispetto
allo zero, come & illustrato in Figura 8.1, dove si & riportata in sovrapposizione la

densita della distribuzione normale standard (che & Ia densita della statistica del test
quando f & vera). . ’

Eselflpio 8.3.1. Un segnale di valore u trasmesso da una sorgente A, viene raccolto
dal ricevente B con un rumore normale di media nulla ¢ varianza 4; il segnale ricevuto
da B ha quindi distribuzione A (i, 4). Per ridurre il rumore, viene inviato per 5 volte
lo stesso segnale: Ia media campionaria dei segnali ricevuti @ X = 9.5. Si sa infine
che B aveva motivo di supporre che il valore inviato dovesse essere 8, Si verifichi
questa ipotesi.

1 Lo
Ogni verifica di ipotesi si basa fondamentalmente su una statisti i
. . onl statistica particolare. In guesto caso si
intende Ia vatiabile aleatoria ./n{X — m)/o. P 1 questo caso st



290 Verifica delle ipotesi

. Accettazione .
P N— VAR

—24/2 0 Zas2

Figura8.1  Densita della statistica del test e regione di accettazione.

Verifichiamo 1’ipotesi ad un livello di significativith del 5%. Per prima cosa
calcoliamo la statistica del test,

fllf— ol = N 1.5~ 1.68

o 2

Siccome questo valore & minore di zg0s5 == 1.96, I'ipotesi va accettata. I dati non
sono incompatibili con 1’ipotesi fatta, nel senso che, se fosse u = 8, la media cam--
pionaria verrebbe osservata ad una distanza altrettanto grande (piit distante di 1.5 da
8) pit del 5% delle volte. Si noti comunque che, con un livello di significativith meno
stringente, ad esempio « = 0.1, ipotesi nulla sarebbe stata rifiutata. Questo perché
2005 = 1.645 & inferiore a 1.68. Quindi se avessimo chiesto una verifica che aves-
se il 10% di probabilita di rifiutare H, quando essa & vera, avremmo effettivamente
ottenuto un rifiuto. . _

1 Livello di significativita “corretto” da usare nelle varie situazioni dipende di
volta in volta dalle circostanze ed & influenzato da diversi fattori. Ad esempio se la
decisione di rifiutare I'ipotesi H,, portasse ad un costo elevato, che risultercbbe quin-
di perduto se H, fosse in realth valida, potremmo forse decidere di essere abbastanza
cauti, scegliendo un livello di significativita di 0.05 o 0.01. Q ancora, se ci sentis-
simo a priori molto convinti della correttezza di Hy, potremmo richiedere una forte

evidenza sperimentale contraria, per tifutare questa ipotesi, scegliendo di nuovo un

valore di a molio basso. . 0o

La regola fornita dall'Equazione (8.3.4) pud essere riformulata come segue. Do-
po avere calcolato il valore assunto dalla statistica del test, /1| X — pol/o, che de-
notiamo con v, valutiamo la probabilith (condizionata alla validith di Hy) che la sta-
tistica stessa assumesse un valore come v O pidl estremo ancora. Se tale probabiliti
& minore del livello di «, rifietiamo I'ipotesi Hj,, altrimenti la accettiamo. In altri
termini dobbiamo calcolare prima il valore della statistica del test, poi la probabilitd
che una normale standard, in valore assoluto, superi tale quantita. Questa probabilitd,
detta il p-dei-dati del test, farnisce il livello di significativith critico, scendendo al di
sotto del quale la decisione cambia da rifiuto ad accettazione.
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i datlin pljat.lca sp.cssF) non si ﬁssa m anticipo jl livello di significativith, ma si osservanc

) e ;l ncav’a il p-dei-dati corrispondente., Se esso risulta molto maggiore di quantc

alc::g_zar 1s1[1x_)st1 ad accet_tare‘comc proba‘bi!jt_ﬁ di un errore di prima specie, conviene
e l'ipotesi nulla; se invece esso & molto piccolo, possiamo rifiutarla.

Esempio 8.3.2. Con riferimento all i
‘ 8.3.2. Esempio 8.3.1, supponiamo ch i
campionaria dei 5 segnali ricevuti fosse 8.5. Tn quel caso ’ ® o meds

VA = 5
* Siccome ’ : “

P(1Z) > 0.559) = 2P(Z > 0.559)
~2 2% 0.288 = 0.576

ili:i(:hc il p-dei-dati é 0.576 e quindi "ipotesi nuila che il segnale inviato fosse 8
riens ac.ce_ttat'a per o:g?x a < 0.576. Poiché sarebbe assurdo eseguire un test con un|
vello di significativita elevato come 0.576, & senz’aitro opportuno accettare H,
| X - o

D alle 1/ O t che.*x = I . de

| 5 7
P(|Z| > 3.5) ~2P(Z > 0.3913)

== (.00005
€ con un valore cosi piccolo, I'ipotesi che il messaggio fosse sﬁto 8, va riﬁutata O

Non abbiamo ancora discusso la probabilita degli errori di seconda specie — ciog

la probabilita di accettare H, i
. . o quando in realta essa non & valida. P
dipende da M4, & in particolare vale: - o Tale probabiliti

Blu) = P,,(accettaré-HO)

-2 <)
"y

(s )

;,ie:)funm;ne Blu) & df:rta curva'OC {che sta per curva operativa caratteristica, o

propriamente per'1_l,suo equivalente inglese, operating characteristic curve), e

rappresenta la probabilita di accettare H,, quando la media reale & H ’
Per calcolare questa probabilitd, usiamo # fatto che X ~ A (u, o2 /n) e quindi

X—p
NG "” (0,1)

IA
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Probabilith di accettare H,
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Figura82 Curva OC di un test bilaterale per la media di una popolazione normale,
con & = 0.05.

Da cui

uouXuo<uou)

= @(T/_— + zg) — @(;/7_—_ - zg). (8.3.5)

dove @ indica la funzione di ripartizione della distribuzione normale standard.

Per un livello di significativitd « fissato, la curva OC & simmetrica rispetto a i,
e in effetti dipende da y solo tramite \/%|¢t — o] /o. In Figura 8.2 & rappresentata la
curva OC per & = 0.05, con I’ascissa trasformata da p a d := +/n|u — pol/o.

Esempio 8.3.3. Con riferimento all’Esempio 8.3.1, quanto vale la probabilita di
accettare 4 = 8, quando in realtd p = 10? Calcoliamo

o) = L2 (-2) = 3
Poiché zgs =~ 1.96, sostituendo nell’Equazione (8.3.5) ricaviamo la probabilita
cercata, _ 7
B(10) = &(—V5 + 1.96) — B(—v/5 — 1.96)
~ B(-0.276) — $(—4.196)
=1 - $(0.276) — 1 + $(4.196)
~—06094+1=0391 O
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Osservazione 8.3.1. La funzione 1 — B(p) viene detta funzione di potenza del
test. Per un valore di u fissato, la potenza del test & la probabilitd di rifiutare
{(correttamente) Hu quando g & il valore vero.

La curva OC permette di dimensionare il campione in modo che 1'errore di secon-
da specie soddisfi delle condizioni specifiche. Supponiamo ad esempio, di cercare il

valore di 7 con il quale la probabilita di accettare Hy i 1 = py quando il valore vero

& ji1, sia approssivamente pari a un valore /3 fissato. Vogliamo insomma n tale che

Blu) =~ 8
Per ’Equazione (8.3.5), questo & equivalente a chiedere che
Ho — #1 Ho — iy
L - —za |~ f (8.3.6)
(ot +) - (5t - =)

Anche se I’equazione precedente non pub essere risolta analiticamente in funzione di
n, si pud arrivare ad una soluzione usando i tabulati di ®. Inoltre, un valore molto
approssimato per n si pud ricavare dall’Equazione (8.3.6), nel modo seguente, Sup-
poniamo che p; > g (il viceversa 2 analogo e viene lasciato come esercizio). Cid
significa che la seconda (-} che compare nella (8.3.6) vale certamente meno di
/2, ¢ quindi in molti casi pud essere trascurata, infatti:

B > gy =

#o— 1—z%<—2:9_

afvn

* da cui, visto che @ & monotona crescente,

Ho — J4
@(a—/y_ﬁl — z%) < @(—z%)
= P(Z < —z%)

o
= P(Z > z%) = 7
Per cui si pud considerare trascurabile il termine
[ o — 1
'p — Za A
(84 1) =
ottenendo quindi dall’Equazione (8.3.6) che

prae(fer sy )

Quest’ultima equazione 2 finalmente risolvibile rispetto a n, visto che

B=P(Z > 25) = P(Z < —25) = ¥{(—2g)
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e quindi possiamo uguagliare

- Ho—
o/yn

+z_%= R —zg

ricavando

2
n & [M] (8.3.7)

H1— Ho
E bene notare che anche nel caso in cui gy < g, si perviene esattamente alla stessa
formula.

Esempio 8.3.4. Con riferimento all’Esempio 8.3.1, quante volte & necessario inviare

il segnale affinché la verifica dell’ipotesi Hj : . = 8 ad un livello di significativita di

0.05, abbia almeno il 75% di probabilita di rifiutare I'ipotesi nulla quando p = 9.27
Siccome 2,005 & 1.96 & 2025 ~ 0.67, per I'approssimazione descritta qui sopra,

1.96 + 0.67\%
o (222200 41021
( 1.2 )

Per cui & necessario un campione di 20 segnali. Da]l'Equazione (8.3.5) vediamo che
con n = 20,

B(9.2) ~ @(— 1‘2;/2_0 + 1.96) - @(— 1'2;/2_0 - 1-96)

ns B(=0.723) — $(—4.643)
~ 1 - ®(0.723) = 0.235

Percid se il segnale viene trasmesso 20 volte vi & il 76.5% di probabilita che I’ipotesi
nulla u = 8 sia rifiutata se la media reale & 9.2. O

8.3.1.1 I test unilaterali

Nel verificare I'ipotesi nulla g+ = 2 abbiamo costruito un test che porta ad un rifiuto

quando X & lontana da g, ovvero, valori di X troppo bassi o troppo elevati rispetto -

a pg sembrano smentire che p (stimata da X) sia propric uguale a . Cosa accade
invece quando p put essere solo maggiore a £, quando non sono uguali? Ovvero
cosa occotre fare se 'ipotesi alternativaa Hy @ it = pg, & Hy @ p > pp? Chiaramente
quando il contesto & questo, valori molto bassi di X non ci dovrebbero fare rifiutare
Vipotesi nulla (visto che & pid probabile ottenere una X piccola quando & vera H,
che non quando & vera H}). Percid, nel verificare I'ipotesi

Hy:p=pp contro Hi:p>w
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dovremmo rifiutare I'ipotesi nulla quando 7, lo stimatore di y, & molto pii grande di
H40, € quindi la regione critica dovrebbe essere del tipo seguente:

C:={(X1,X2,...,: )X o > ¢}

per una scelta opportuna della costante c.. In particolare, siccome la probabilita di
rifiuto dovrebbe essere o quando H; & vera (cio® quando p = pg), occorre che ¢
soddisfi la relazione, ¥

(X m>c)-a ' (8.3.8)

Di nuovo, poiché stiamo supponendo che # = po, X ha media pg, e quindi la
statistica Z definita qui sotto ha dlstﬂbuzwnc normale standard,

X -

b=

H L N(0,1)

Percid la (8.3.8) & equivalente a

P(Z > 9‘—/—5) =a
o
che si risolve in funzjone di ¢ ricordando che P(Z > 2a) = a, ottenendo quindi che

C=Zg

g
7 (8.3.9)

Il test con hvcllo di s1gmﬁcauv1ta a dovré alora rifiutare Hyse X —pp > zo-0//m,
ovvero

siriﬁutaHo se ";—_—'> %o
o - (8.3.10)

/ \/_

Quella trovata & detta regmne critica unilaterale, 0 a una coda (a dlfferenza delle
regioni critiche trovate nella sezione precedente che erano bilaterali o a due code).
In accordo con quanto detto, anche il problema di verificare le ipotesi alternative

st accetta Hj, se

Hy:p=po
Hy:p>p
si dice problema di test nnilaterale.
Per ottenere il p-del-dau di questo tipo di test, si calcola innanzitutio il valore
della statistica del test,
X -
of \/_
in funmone dei dati raccolti; i1 p-dei-dati é qumdl uguale alla probabilita che una
normale standard superi questo valore. !



296 : Verifica defle ipotesi

Esempio 8.3.5. Supponiamo, nell’ Esempm 83.1,di sapere in anticipo che il segriale
inviato non & inferiore a 8. Cosd 'possiamo.concludere in questo caso?
Per vedere se i dati siano compatibili con 'ipotesi che 1a media sia 8, verifichiamo

Hu . ﬂ- = 8
contro I’alternativa a una coda -
Hyi:u>8

11 valore della statistica del test & di

X -
/\/_

quindi il p-dei-dati & 1a probab1hta che una normale standard superi 1.68, ovvero

=/5(9.5 — 8)/2 ~ 1.68

p-dei-dati = 1 — $(1.68) ~= 0.0465

Siccome la verifica impone un rifiuto a tutti i livelli di significativitd maggiori o uguali
a 0.0465, I'ipotesi nulla sarebbe rifiutata se si ponesse ad esempio o = 0.05. O

La curva OC del test unilaterale (8.3.10} si pud ricavare come segue. Visto che
‘peri = 1,2,...,n, si hache X; ~ N (,0%), e quindi che X ~ A (u,0%/n}, se
poniamo Z := /n{X — p)/o, questa statistica & normale standard, per cui

B() :== Py(accettare Hy)

=P (X<,ug+za\(/%)
n( S < )
-n(z <tk )

- Po—-p
= ‘I’(——a/ﬁ + za) (8.3.11)

Siccome P, in quanto funzione di ripartizione, & crescente, & chiaro che F(u) & una
funzione decrescente. Questo risultato appare incoraggiante, visto che & ragionevole
che, al crescere di j, sia sempre meno facile concludere che u < . Si noti anche
che, siccome ®{z,) = 1 — o, si ha che

Bluw)=1-a

Era
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La regola formta dalla (8.3.10), che abblarno utilizzato per verificare I'ipotesi
Hy:p=yy cd‘ntro I'ipotesi Hy : p > g, vale anche per verificare, ad un livelto di
significativith o, I'ipotesi unilaterale

Hy:p<po
contro 1’alternativa

Hy:p> o

Per accertarci che il livello di significativita sia rimasto a, dobbiamo dimostrare che
la probabilith di un errore di prima specie non superi mai questo valore. Al variare
di 1, la probabilita di rifiuto ® data da 1 — 3(p). Siccome si.commette un errore di
prima specie se H;, & vera e i dati ci impongono di rifiutarla, dobbiamo verificare che,
per ogni 1 compatibile con Hy, quindi per ogni g2 < o,

- B < o, per ogni jt < o
ovvero che _ _
Blp)=1—a, perognip<po
Ma avendo gia dimostrato che S(u) & una funzione decrescente, che vale proprio

1 — e quando i = py, & chiaro che per valori di p pid piccoli, il valore di F(p) sard
superiore a 1 — o come richiesto.

~ Osservazione 8.3.2. E anche possibile verificare I'ipotesi

Hy:p=po
contro !’ipotesi alternativa

Hip<p

ad un livello di significativita o, decidendo che

si rifiuta H,, se X/"\/‘io < —Zy
. —E " (8.3.12)
. — o
tta H, _— =
si acce o Se cvm 2 Za

Anche questo test pud essere in alternativa effettuato calcolando la statistica /(X —
#o)/o in funzione dei dati, poi trovando il p-dei-dati che & la probabilita che una
normale standard sia inferiore a quel valore, e concludendo che a qualunque livello
di significativitd c:, maggiore o uguale al p-dei-dati, il test impone di rifiutare I’ipotesi
nulla.
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Esempio 8.3.6. Tutti i tipi di sigarette attualmente presenti sul mercato hanno un con-
tenuto medio di nicotina non inferiore a 1.6 mg. Una marca di tabacchi afferma perd
di avere individuato un particolare trattamento delle foglie di tabacco che permette
di abbassare il livello medio di nicotina a! di sotto di 1.6 mg. Per verificare questa
affermazione, si analizza un campione di 20 sigarette di questa marca, trovando una
media campionaria del contenuto di nicotina di 1.54 mg. Supponendo che la devia-
zione standard della popolazione sia® di 0.8 mg e fissando il livello di significativita
al 5%, cosa decide il test? - ' _

Nel risolvere questo esercizio, il primo passo consiste nell’individuare quale sia
Iipotesi nulla appropriata. Si tenga presente infatti che non vi & simmetria (nemmeno
nel caso unilaterale!) tra ipoiesi nulla e alternativa, nel senso che passando da

Hy:p < po contro Hi:p>p

Hy: pu> g contro : le;;{ug

non & affatto detto che se uno dei due test accetta H,, 'altro la rifinti. Come mai?
Si ricordi che o per definizione non & mai inferiore alla probabilita di rifiutare H,,
quando essa & vera; per questo se il test decide di rifiutare H,, si & certi che la pro-
babilita di errore non supera ¢ (che 2 un valore piccolo e per di pid fissato a priori),
quindi ii rifiutare 1'ipotesi nulla & una affermazione “forte”, nel senso che abbiamo
un eccellente controllo sulla probabilita di sbagliare. Non & invece possibile accettare

Vipotesi H;, con lo stesso livello di controllo: [a probabilita di errore & incerta, essen-

do pari a S(u) che dipende da g, e pud essere anche un valore molto elevato (fino a
1 — a, come abbiamo visto).

Se si accetta U'ipotesi nulla, significa che non vi ¢ evidenza sperimentale
sufficiente ad escluderla: non significa che i dati la avvalorine con decisione.

Cid premesso, siccome vogliamo avvalorare I’affermazione del produttore solo in
presenza di una chiara evidenza sperimentale in questa direzione, dobbiamo prendere
tale affermazione come ipotesi altemativa, e percid dobbiamo verificare

Hy:u>16 contro H:u<16

2 Quanto proposto solleva Ia questione di come si possa affermare di conoscere la deviazione standard
di un nuove tipo di sigaretie. Una possibile ginstificazione si avrebbe se Ia variabilit del contenuto

di nicotina non fosse alterata dal trattamento usato sulle foglie, ma dipendesse solo dal contenuto di

tabacco di ogni sigaretta. Se cosi fosse, 5i potrebbe affermare che la deviazione standard deve essere
la stessa degli altri tipi di sigaretie, e porrebbe quindi essere nota dall'esperienza passata. In ogni
caso, anche i casi in cui Ja varianzz di popolazione nor sia nota s possono affrontare con successo,
come & descritto nella sezione successiva,
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e

11 valore della statistica del test & di i
X—p 15416
o/vn 0.8/ x/Z_O
Cost che il p-dei-dati & dato da

~ —0.335

p-dei-dati = P(Z < —0.335) = ©(—0.335) ~ 0.369

dove Z ha distribuzione normale standard. Siccome il risultato otienuto & maggiore di

0.05 (e in effetti & maggiore di qualunque livello di significativith sensato), non si pué
rifiutare I’ipotesi nulla. In altri termini, il dato in nostro possesso,_anc_:he se avvaloya
la tesi del produttore, non & abbastanza forte da farci escludere che il contenuto medic
di nicotina di quel tipo di sigarette sia maggiore o uguale a 1.6 mg. L

Osservazione 8.3.3. Vi & una evidente anafogia tra la stima di parametri con gli in-
tervalli di confidenza e la verifica delle ipotesi. Ad esempio abbiamo dimostrato nellz
Sezione 7.3 (con I'Equazione (7.3.8) di pagina 242), che un intervallo di conﬁt?enzz
bilaterale ad un livello di 1 — o per la media di una distribuzione normale di varianzz
nota o2, & dato da

S 2 o
(”'”‘Z“ﬂﬁ' --“’”aﬂﬁ)

dove T era il valore della media campiouai'i_a. In maniera pil rigorosa, cid signific:

che i . .
P{,u, € (7*20/2%, 'X—i-za/z%)} =1l-a

Nel compiere una verifica sulle ipotesi bilz'_itera]j H, 1 = pp contro 1;11 : p.# I
ad un livello di significativitd di a, quello che facciamo & di accettare 1’ipotesi nulk
quando -

— T = o
Ho € (X—ZQIZTT.L., X+Za/2\/ﬁ)
e se 4 = L, questo evento & lo stesso di prima, e infatti la sua probabilité sotto F,
& ancoradi 1l — . ‘ _
Similmente, siccome un intervallo di confidenza unilaterale destro per ¢ € dat

(F-= =)
ne segue che un test con livello di significativith o per Je ipotesi Hy : p < pp

Hy : j1 > g si ottiene accettando I'ipotesi nulla quando jg € (X — 24 - 7/4/, 00)
in accordo con-quanto dimostrato in questa sezione.

La Tabella 8.1 riassume i test di questa sezione.

M
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Sp!!a. robustezza di un test

Un test che si comporta béne anche quando alcune delle assunzioni su cui
si basa non sono valide si dice robusto. Per esempio i test introdotti nelle
Sezioni 8.3.1 e 8.3.1.1 sono stati ottenuti assumendo che la distribuzione del-
la popolazione fosse normale, con varianza nota ¢2; tuttavia, anche se essa
¢ una qualunque altra distribuzione con varianza o?, la media campionaria
X & comunque approssimativamente normale (purché il campione sia nume-
roso), per il teorema del limite centrale, e quindi i risultati trovati saranno
approssimativamente corretti (mostrando cosi la robustezza di quei test).

Tabella 8.1 X, X3,..., X, & un campione estratto da una popolazione A’ {(p, 0%).
1 n
&% nota _X == ZX‘
1=1
Statistica del Si rifiuta Fy con livello di p-dei-dati se
H, T H, test, Xy significativith acse... @ X, =1t
- + X o Xl > 2P(Z > 1)
b= g I Mo 0’/\/5 A s Z%
< > X - Xu> 2 P(Z > t)
H = Ho b= Ho cr/ﬁ cevdhig o
> < X = Xy < P(Z <t)
—_— —za

Nota: Z ha distribuzione normale standard.

8.3.2 Quando la varianza non & nota: il test ¢

Fino ad ora abbiamo supposto che I’unico parametro incognito della distribuzione di
popolazione fosse la media. Pill comunemente perd, né la media p, né 1a varianza
o s0n0 note. Supponiamo di essere in tale sitiazione e consideriamo di nuovo come
si possa verificare I'ipotesi nulla che p sia uguale ad un valore assegnato i, contro

I'ipotesi alternativa u # pg, ‘
Hy:p=po
Hy:p#po

E bene notare che Fipotesi nulla non & semplice (nel senso della definizione data a pa-
gina 286, ovvero che supporre vera H;, non specifica completamente la distribuzione),
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rnisce il valore di o2. _
Pemgf)tlxllznirfﬂpr_;é_(:edenza, sembra ragionevole nﬁlztrarc I"ipotesi nullla qgando X cade
lontano da o+ tuttavia 1a distanza a cui deve eSsere da g per g:ustl.ﬁcarc questo
rifiuto, dipende dalla deviazione standard o che in quell_a sede era nota; in particolare
|X — po| doveva essere maggiore di zg - @ /+/n. 0 equivalentamente,

X — 10

af/n 7 .
Qui o non & piil conosciuta. Possiamo allora pensare di sostituirla con il suo stimato-
re, la deviazione standard campionaria §

>z%

1 < -
= | — X;—X) (8.3.13)
S= 4= ?;( i—X)
rifiutando I’ipotesi nulla guando .
: % — o
S/vn

: meﬁgn%;ang;l:l;de & “troppo grande”? Affinché il test alla fine abbia. li‘.fello di si-
gnificativitd pari ad a, dobbiamo conoscere la distribuzi_(me (’i.ella st_anstlca flel test
quando H,, & vera, ¢ impoire che la probabilita di rifiutarfa I'ipotesi nulla sia (E?]n
pid grande di) @. Sappiamo (per il Corollario 6.5.2 di pagina 221), che la variabile

aleatoria —
eal X _ p,

Lt (8.3.14)
ha distribuzione ¢. Se si denota con T' la statistica di questo test, ovvero
T Xt (8.3.15)
T S/ '

allora quando H,, & vera, visto che o = po, T' ha disu:ibu.zione t c.o'n "= 1 gradi
di liberta. Imponiamo ora che la probabilita di errore di pn.u.la sI?wle sia o, ’(_wverc.u
passando agli eventi complementari, che sia 1 —« la probabiliti di accettare I"ipotesi
nulla quando i = pg: _
X —
- <c¢c)l=1-«a

Pu(-e< g <)
Per ricavare ¢, si noti che, siccome la densitd della distribuzione ¢t & simmetrica
rispetto allo zero,

a=1-Pl-c<T <¢)
=PT<-c)+P(T >¢)
=2P(T > ¢)
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Regione di acceltazione

|
_ | !
n-1 0 fg.ner V(R plS

Figura 8.3 Il test ¢ bilaterale.

Per cui P(T > ¢) = § e quindi deve valere ¢ = ts n1 per definizione di £
Concludendo, diamo 1a regola per usare il test:

si rifinta H; se L) BN t'%,n_l

(8.3.16)
i H X - <ta :
si accetta H, se 5/ \/_ = n—1
11 test descritto-qui sopra & detto fest ¢ bilaterale, ed & illustrato in Figura 8.3.

Se si denota con £ il valore assunto da T' — la statistica del test — calcolata in
funzione dei dati del campione, il valore del p-dei-dati corrispondente & la probabilita
che |T'| superi |t|, quando H,, & vera. Si tratta quindi della probabilita che una ¢ di
Student con n — 1 gradi di libert abbia valore assoluto maggiore di |t|. Come nei casi
precedenti, si deve rifivtare I'ipotesi nulla a tutti i livelli di significativith maggiori del
p-dei-dati, mentre la si accetta a tutti i livelli inferiori.

1l Programma 8.3.2 del software abbinato a questo libro, calcola il valore della
statistica del test ¢ e del p-dei-dati corrispondente; pud essere usato sia per i test ¢
a due code, sia per quelli ad una coda. Questi ultimi saranno prescntan brevemente
dopo i due esempi seguenti.

Esempio 8.3.7. Tra quei pazienti di una clinica che hanno un livello di colesterolo
da medio a elevato (al di sopra di 220 millilitri per decilitro di siero), vengono cercati
dei volontari per sperimentare un nuovo farmaco che dovrebbe ajutare a ridurre il
tasso di colesterolo. Si sceglie un gruppo di 50 volontari a cui viene somministrato
il farmaco per un mese, alla fine si registea la variazione nel tasso di colesterolo e si
trova una riduzione media di 14.8, con una deviazione standard campionaria di 6.4.
Che conclusioni si possono trarre?

Verifichiamo se & possibile che tale diminuzione sia dovuta esclusivamente ad un
caso fortuito — testiamo quindi P'ipotesi che le 50 variazioni siano normali con media
nulla. Poiché il valore della statistica del test ¢, calcolata con pg = 0 &

T=+yn-X/5=+50-148/64 ~ 16.35

& chiaro che dobbiamo rifiutare I’ipotesi nulla che avevamo fatto. [
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Test clinici ed effetto placebo

Nell'Esempio 8.3.7 si & determinato che Ia diminuzione di colesterolo riscon-
trata non poteva essere casuale; tuttavia non si & comunque giustificati a con-
cludere che il merito sia stato del farmaco In effetti & ben noto che la som-
ministrazione di una qualunque sostanza che il paziente pensa che possa avere
un effetto benefico, tende 2 mighorarne le condizioni anche se non dovrebbe
avere nessun effetto fisiologico (& il cosiddetto effetro placebo). Inoltre vi &
la possibilita che agenti esterni come le condizioni meteorologiche possano
influire sull’esperimento.

In effetti, un esperimento congegnato con mtelhgenza dovrebbe cercare di neu-
tralizzare tutte le cause esterne, per ottenere una chiara indicazione sull’effica-
cia del farmaco. L’approccio a cui si ricorre comunenente consiste nel dividere
i volontari in due gruppi, somministrando ad uno il farmaco vero, ¢ ali’altro un
placebo (ovvero una sostanza con lo stesso aspetto e sapore del farmaco, che
perd non ha alcun effetto fisiologico), senza comunicare a NESSUNOC COME SONO
formati i gruppi, e possibilmente tenendo anche i medici che sono a contatto
con i volontari all’oscuro, per evitare che :::bn il loro atteggiamento provochino
qualche effetio. Se i volontari sono suddivisi in modo casuale possiamo aspet-
tarci che in media tutti gli altri fattori ché influiscono sui due gruppi siano gli
stessi, e quindi che ogni differenza riscontrata sia da attribuirsi al farmaco.

Esempio 8.3.8, Si vuole verificare 1'ipotesi che il consumo medio di acqua per abi-
tazione sia di 350 galloni al giorno. Si misurano i consumi medi di un campione dy
20 sbitazioni, trovando i seguenti dati '

340 356 332 362 318 344 386 402 322 360
362 354 340 372 338 375 364 355 324 370

Cosa si conclude?
Dobbiameo verificare le due ipotesi seguenti

Hy: =350 contro Hy @ # 350

Cid pud essere ottenuto usando il Programma 8.3.2 o, in alternativa, calcolando prims:
Ia rm_:d.ia e la deviazione standard campionarie dei dati, che sono

X = 3538 . Sm2185
trovando quindi il valore della statistica del test,

V3038
T e 0778
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Siccome 00.778 & minore di £g.g5, 19 ~ 1.729, I"ipotesi nulla & accettata ad un livello di
significativitd del 5%. In realti i un calcolg del p-del-datl fornisce: 11 valore

p-dei-dati = P(|Tig| > 0.778) = 2P(Tig > 0.778) ~ 0.446

che & cosi grande che 1’ipotesi nulla viene accettata a qualunque livello di significati-
vitd ragionevole, e quindi i dati non sono in disaccordo con !'ipotesi che il consumo
medio per abitazione sia di 350 galloni al giomo. O

Si pud costruire un test t a una coda per verificare I'ipotesi

Hy : o= pio (0 Hp:p < po)
contro I'ipotesi alternativa ‘
Hi:u>m

ad un livello di significativitd «, decidendo che

X — ‘ .
si rifiuta H, se T\/‘:_: > tan—1 '
— K (8.3.17)

—Ho
_— _
S/\/n % tan—1

Se il valore di v/n(X — ig)/ S realizzato dai dati & v, allora il p-dei-dati corrispon-
dente & la probabiliti che una ¢ di Student con n — 1 gradi di liberti sia maggiore o
uguale a v.

Analogamente la verifica ad un livello di mgmﬁcatwtté a dell’ipotesi

si accetta Hy, se

Hy:p=pp (0 Hy: = po)
" contro ipotesi alternativa
Hytp<pyy
si ottiene decidendo che
X —
si rifinta Hy, se T\/Eﬂ < —?a,n—l
_ " (8.3.18)
tta H, —tyn_ '
si acce 0se S/f = —tan—1

1l p-dei-dati in questo caso & la probabilita che una ¢ di Student con n — 1 gradi di
libert sia minore o uguale del valore osservato di /n{X — up}/S.

Esempio 8.3.9. 1l produttore di un nuevo tipo di pneumatico in fibra di vetro afferma

che la vita media del suo prodotto & di almeno 40 000 miglia. Si prende un campione -

di 12 pneumatici per verificare questa affermazione, e i tempi di vita trovati (in unita
di 1000 miglia) sono i segiienti,
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Gomma| 1 2 3 4 5 6 7 % 9 10 11 12
Vila  |36.1.402 338 385 42 358 37 41 368 372 33 3¢

Verifichiamo qﬁénto affermato dal produttore ad un livello di significativita del 5%.
Per determinare se i dati raceolti siano compatibili con 1ipotesi che la vita media
sia superiore alle 40 000 miglia, verifichiamo I'ipotesi

Hy:p>40 contro Hy:p <40
Un calcolo diretto fornisce
X ~ 37.2833 S = 2.7319

eil va]ofe della statistica del test risultante &

v/12(37.2833 — 40
2.7319 F 3495

Siccome questo numero & inferiore a —£g.05,1) & —1.796, I'ipotesi nulla & rifiutata ad
un livello di significativita del 5%. In effetti il p-dei-dati di questo test risulta esscre

T e

p-dei-dati ~ P(T}; < —3.445) = P(Ty; > 3.445) =~ 0.0028

indicando’ che I'affermazione del produttore deve essere rifiutata ad ogni livello di
significativitd superiore a 0.23%. O

1l risultato precedente si sarebbe ottenuto anche utilizzando il Programma 8.3.2,
come illustrato in Figura 8.4.

Esempio 8.3.10. Consideriamo un problema di teoria delle code. Un sistema con un
unico server impiega un tempo con media u e varianza o per servire un cliente. I
clienti arrivano in tempi casuali, secondo un processo di Poisson di intensita . E
possibile dimostrare che a lungo andare il tempo medio di attesa in coda dei clienti &
dato da .
- M2+ )
201 — )
dove si intende che Au < 1, perché in caso contrario la coda si allunga alPinfinito, e
anche il tempo d’attesa diverge. Come si vede dalla formula, inoltre il tempo medio
d’attesa & piuttosto grande quando y & solo di poco inferiore a ,\’ dove, visto che A &
la frequenza degli arrivi, X indica il tempo medio tra due atrivi consecutivi,
Supponiamo allora che il gestore del server voglia affittarne un secondo se si
stabilisce che il tempo medio di servizio y, & superiore a 8 minuti. I dati seguenti
rappresentano i tempi di servizio per 28 clienti. Si pud dire che essi vengano da una
distribuzione con media superiore a 87

(8.3.19)
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w Thep -Hllul ul Ihl |lr|| u‘nph_l est

This program computes the p-value when testing that a nomal
population whote varianca it unkrown has mean equal to Xy

Sample size = 12 Data Values

Data vale =

Enter the vale of Rg: (40 |

s tha akemnative hypothesis Iz the alkernative that the mean

&) Drie-Sided C: Is greates than x

 Twmo-Sided ? @12 less than gy ?

The value of the t-statistic is -3.4449
The p-value iz 0.DD28

Figura 8.4 Verifica dell’ipotesi a una coda per I’Esempio 8.3.9.

8.6 94 50 44 37 114 100 7.6 144 122 110 144 93 105
103 7.7 83 64 92 57 79 94 90 133 116 100 95 66

Utilizziamo i dati precedenti per verificare I'ipotesi nulla che il tempo di servizio
sia minore o uguale a 8 minuti. Un p-dei-dati molto piccolo sarebbe una forte indica-
zione a favore dell’ipotesi che il tempo medio di servizio sia superiore agli 8 minuti.
Eseguendo il Programma 8.3.2 su questi dati si vede che il valore della statistica del
test & pari a 2.257, con un p-dei-dati risaitante di 0.016. Un valore cosi piccolo & una
prova moito forte che il tempo medio di servizio supera gli 8 minuti. O

La Tabella 8.2 riassume le verifiche di questa sezione.

8.4 Verificare se due popolazioni normali
hanno la stessa media '

Una situazione che si presenta comunemente nella statistica applicata all’ ingegneria &
quando occorre decidere se due differenti approcci allo stesso problema hanne portato
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“

Tabella 8.2 - X;, X, ..., X, & un campione con distribuzione A’ (#,0%) e 6% non & nota.”

3!'—'

z": #= @ Xy

i=]

Statistica det Si rifinta Hy con kivellodi p-dei-datise -

Hu .Hl : twt,Xu

Ssignificativith o se... Xia=t
j , X =
M= po J1; ?’;m S/ﬁ ; |X13| > t? n—1 2P(Tﬂ—| > 'tl)
n< > M .l Xta > 1 P(T, t
= o H Ho S/\/ﬁ - siig o, n—1 ( -1 > )
B> o 4% < o Xt Xo < —t P(To_y < t)
= S/\/H weadhig a,n—1 —!!

Nota; T,y ba distribuzione ¢ con n — 1 gradi di liberta. Inolre P(T,,_1 > ton—1} = o

-

al medesimo risultato, oppure no. Tale problematica si riconduce spesso ala verifica’

dell’ipotesi che due popolazioni normali abbiano la stessa media. -

8.41 1l casoin cui le varianze sono note

Supponiamo che Xy, X3, ..., X, e ¥1,Y3, ..., ¥;a siano campioni indipendenti pro-
venienti da due popolazioni normah di medlc incognite pi, € 1y, & varianze note 0'2 e
2 . Consideriamo il problema di venﬁcare I'ipotesi

Huiﬂ:r::#y

contro I’ipotesi alternativa

Hype %y

Siccome X & uno stimatore di 1, ¢ ¥ & uno stimatore di zt,, segue che X — ¥ pud
essere usato per stimare ug — gy, Percid, pensando di riscrive ipotesi nulla come
Hy : px — piyy = 0, sembra ragionevole rifiutarla quando X — Y & lontano da zero.
Ovvero la forma de] test dovrebbe essere la seguente

si rifiuta H, se X-Y|>c

si accetta H se IX Y|<e ®4.1)

per un opportuno valore di c.
In analogia con quanto fatto in precedenza, si pud trovare il valore di ¢ che rende
questo test di livello di significativita o, se.si conosce la distribuzione di X-Y
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-~

quando H, & valida. Possiamo allora riutilizzare i risultati della Sezione 7.4, ¢ in
particolare ricordiamo che " ' ' ' ' '

.

— = . a g

X-V~ o=y, = 4 -2
N(u 2 )

per cui o :
XY (i) ar01) (8.4.2)

Voi/n+arjm
Allora quando H, @ vera (¢ ptz — iy = 0),sibachela statistica del test,
X-Y

Voi/n+aljm

ha distribuzione normale standard, e quindi, per ogni o € [0, 1],

X-Y
PHQ(-—Z% ﬁ—————sz%) %1-—0:

Voin+oijm

Da quest’ultima equazione si deduce facilmente che un test con ].ivellb di signifi-
cativita o per verificare I'ipotesi nulla Hy : po = i, contro I'ipotesi alternativa
Hi : j1y # phy & dato dalla regola seguente,
X-Y| -
si rifiuta Hy, se —‘———l-——
- \/cr%/n+cry2/m
X-Y
si accetta H; se —-|-——|——~
Voi/n+orfm

It Programma 8.4.1 pud essere usato per calcolare il valore della statistica del test,
che compare nell’Equazione (8.4.3).

> Za
z

(8.4.4)
<z

(X))

Esempio 8.4.1. Vengono proposti due nuovi metodi di produzione per poeumatici.
Per accertare quale dei due sia superiore, un produttore ottiene 10 gomme de} primo
tipo, ¢ 8 dell’altro, e le prova in due sedi diverse, denotate con A e B rispettivamen-
te. B noto dall’esperienza passata che i tempi di vita degli pneumatici hanno una
distribuzione con media che dipende quasi escusivamente dalla fattura della gomma,
¢ varianza che dipende quasi esclusivamente dalla sede di prova. In particolare, per
la sede A la deviaziope standard & di 4000 chilometri, mentre per la sede B & di
6000. Se il produttore vuole verificare I'ipotesi che le due medie di popolazione sia-
1o sostanzialmente identiche ad un livello di significativit del 5%, che conclusioni
si traggono con i dati delia Tabella 8.37

(84.3) |
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Tabella 8.3  Tempi di vita degli pneumatici dell’Esempio 8.4.1.

. Pneumatici testati niélla sede A Plieumatici testati nella sede B

- 611 622
582 : 56.6
62.3 66.4
64.0 56.2
59.7 57.4
66.2 58.4
57.8 57.6
61.4 65.4
62.2
63.6

Un calcolo direito (o I"impiego del Programma 8.4.1), mostra che il valore della
statistica del test & di 0.066. Un valore cosi piccolo {si ricordi che la distribuzione
deila statistica & normale standard), significa che l'ipotesi nulla viene accettata ad
ogni livello di significativita ragionevole. In particolare per o = 0.03, si ha che
2p.025 = 1.96, un valore enormemente maggiore di 0.066. (|

Si possono anche in questo contesto verificare ipotesi a una coda. Valga come

~ unico esempio il seguente: se si vuole verificare I'ipotesi nulla Hy, : ps. = 1, (oppure

Uipotesi nulla Hy : uz < ) contro ipotesi altemativa o) @ py > py la regola da
usare &: '

si rifiuta Hy se XY > Za
Voiin+ ayz/m
x_v : (8.4.5)
si accetta Hy, se — < 7,

Valin+oijm ~ *

8.4.2 1I caso in cui le varianze non sono note ma si suppongono uguali

Prendiamo nuovamente in considerazione i campioni indipendenti X, X3,..., X e
Yl,?/z, .- ,Y,?,, estratti da due popolazioni normali N (g2, 02} e N {4y, 07); sup-
poniame che i quattro parametri siano tutti incogniti e studiamo nuovamente come si
possa verificare

Hy:pe=py contro Hi:pz # by

Possiamo dare una risposta se supponiamo che le due varianze incognite siano uguali
tra di loro, ovvero imponiamo che

0% =02 = o} (8.4.6)
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Come in precedenza, desideriamo rifiutare Hy quando X — ¥ & “lontano” da
zero. Per capire quanto, calcoliamo le due varianze campionarie,

e ricordiamo che, per quanto detto nella Sezione 7.4 (in particolare con |'Equazio-
ne (7.4.10) di pagina 255), '

"X__?_(Hm_ﬂy)

Spy/1/n+1/m

dove é’,’; & lo stimatore pooled di o2, definito da

~ tppme2 (8.4.7)

5. (n— 182+ (m —1)8} (349)

P n+m-—2

Percit quando H, & vera, e quindi p; — py, = 0, la statistica del test,
ro_ X-¥
T S /T/n+1m |
ha distribuzione ¢ con n + m — 2 gradi di liberth. Ne segue che possiamo verificare
Iipotesi uy = p,, come segue,
si rifiuta Hy se |T| > 2 ntm-2

si accetta A,y se [T'] < te nim—2

dove tz 4y mm—2, come ricorda la Figura 8.5, & il valore di ascissa a cui — per la di-
su'ibutizo,ne t con nn + m — 2 gradi di libertd - corrisponde una probabilita della coda
desn i £ e e

In alternativa si pud eseguire il test determinando il p-dei-dati. Se si osservano i
dati e si denota con v, il valore assunto da T, il p-dei-dati corrispondente &

p-dei-dati = P{|{T 4 m—2| = |v|)
= 2P(Tp4m-2 = |v]) (8.4.11)

dove T 4m—2 & una variabile aleatoria ¢ di Smdent con n + m — 2 gradi di liberta.

34.9)

(8.4.10)
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Area=q Area =g °

=k o . ) ok

Figura85  Densitd di una distriﬂuzione t con k gradi di liberta.
Se vogliamo invece verificare una ipotesi unilaterale come
Hy oy < iy contro Hy:pe > py

allora H,, deve essere rifiutata per valori elevéti di T, e in particolare il test ha livello
di significativit o quando S

sirifiuta Hy se T'> f5 nym—2

o (8.4.12)
si accetta Hy se T < t4 nim—2

Se v & il valore assunto dalla statistica T, alld;'a il p-dei-dati corrispondente &
- p-dei-dati = P(Tp 42 > v) ' (8.4.13)

It Programma 8.4.2, infine, permetie di caleolare il valore della statistica del test e i
relativi p-dei-dati. '

Esempio 8.4.2. Un gruppo di 22 volontari presso un centro di ricerca media, viene
€5posto a vari tipi di virvs influenzali e tenuto.sotto controllo medico. Ad un campio-
ne casuale di 10 volontari viene somministrato.un grammo di vitamina C quattro volte
al giorno. Agli altri 12 volontari viene sommjnistrato un placebo non distinguibile
dal farmaco. I volontari vengono poi visitati spesso da un medico che non conosce la
divisione in gruppi, € non appena uno di essi viene trovato guarito si registra la durata
della malattia. i
Alla fine dell’esperimento si possiedono i'seguenti dati:

i
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Trottati con vitaminaC .~ . Trattati con un placebo
5.5 o : 65
6.0 6.0
7.0 ‘ 85
6.0 ' 7.0
7.5 6.5
6.0 8.0
1.5 1.5
55 T 65
7.0 _ 7.5

. 6.5 _ 6.0
‘ 8.5
7.0

Si pud concludere che !'assunzione di 4 grammi di vitamina C al giorno abbia
accorciato il decorso medio della malattia? A che livello di significativita?
Per provare I'ipotesi fatta, dobbiamo necessariamente assumerla come ipotesi

_ alternativa, € riuscire a rifintare I’ ipotesi nulla corrispondente al livello di significati-

vita desiderato. Eseguiamo quindi un test su
Hy: pp S phe contro Hy oy > pe

dove p, ¢ 1y indicano i tempi medi di decorso dell’influenza assumendo la vitami-
na C e assumendo un placebo rispettivamente. Sembra ragionevole supporre che le
varianze della durata della malattia nei due casi siano uguali, quindi eseguiamo il Pro-
gramma 8.4.2, ottenendo il risultato deila Figura 8.6. E quindi I'ipotesi nulla viene
rifiutata ad un livello di significativit del 5%. ‘

Naturalmente se non volessimo per qualche motivo impiegare il software, po-
tremmo eseguire il test manualmente, determinando per prima cosa le statistiche X,
¥, 52 e 52, per le quali otteniamo i risultati seguenti,

Y =17.125

X =6.450
S% 7 0.581 52 ~0.778
calcolando poi lo stimatore 52,
9 g2 2
52 = —S + S rs (.689
e la statistica del test,
—-0.675

= 0689(1/10 + 1/12)

- dRM
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Q I'he p- vale of the Two-z arn[lll tTest

-Snm g size =10 |

List2 |Sample size = 12

Data value =

I+ the akemalive @ One-Sided
hypothesis € Two-Sided

It the altemative [ 1z gieates than the mean of

that the mean of | & 1+ loss than sample 27

zample 1

The value of the t-statistic is -1_890695
The p-value is 003607

Figura 8.6  Verifica dell’ipotesi a uné coda per I'Esempio 8.4.2.

S.iccome to.0s,20 & 1.725, Vipotesi nulla viene rifintata ad un livello di significati-
vitd del 5%: quindi a questo livello di significativitd i dati raccolti evidenziano un
accorciamento del decorso dell’infuenza, somministrando vitamina C., O

Esu?mpio 8.4.3. Riconsideriamo I’Esempio 8.4.1, questa volta supponendo che le
vatlanze siano ignote ma identiche.

. Usando il Programma 8.4.2 si trova che il valore della statistica del test & 1.028,
¢ il p-dei-dati relativo &

p-dei-dati = P(T}s > 1.028) ~ 0.3192

Percid I 1p0tc31 nulla viene accettata a ogni livello di mgmﬁcatmta minore di 31.92%,

~ e quindi per ogni valore ragionevole di o O



314 _ Verifica delle ipotesi

8.4.3 1l caso in cui le varianze sono ignote e diverse

Cosa possiamo dire se le varianze delle popolazioni, ole ‘73 oltre ad essere inco-
goite non si possono assumere uguali? In tale situazione, siccome 82 ¢ S2 sono gli
stimatori naturali delle varianze, sembra sensato basare la nostra venﬁca de]la solita

ipotesi
Hy: phe = piy contro Hi o pe # 1y
sulla statistica .
X-Y
V8iin + Syz/m
Questa statistica perd ha una distribuzione complicata, che inoltre dipende dai para-
metri incogniti anche se assumiamo che H, sia valida. Per questi motivi, non pué
essere usata in generale, tuttavia, almeno nel caso in cui ©# e m sono entrambi dei
numeri elevati, si pud dimostrare che essa ha distribuzione approssimativamente nor-
male standard. Percid, quando 1 e m sono entrambi molto grandi, per verificare

approssimativamente ad un livello di significativitd o, 1’ 1potesn nulia gy = g, contro
I’ipotesi alternativa p.. # (1,

(8.4.14)

. X-Y
siaccetta Hyse — 22 < weee—o— <2z

17 S+ S m Tt (8.4.15)

si rifiuta H, negli altri casi

i

1} problema di individuare un test di livetlo ¢ esatto, per l'ipotesi che due popo-
lazioni normali abbiano la stessa media & noto.come problema di Behrens-Fisher, e a
tutt’oggi non se ne conoscono soluzioni soddisfacenti.

La Tabella 8.4 presenta un riepilogo dei test a due code di questa sezione,

8.4.4 1l testt per campioni di coppie di dati

Ipotizziamo di essere interessati a determinare se 1'installazione di un particolare
dispositivo contro1’inquinamento possa influire sui consumi di una antomobile. Un
modo per realizzare questo progetto, consiste nel radunare un campione di n auto
prive del dispositivo, e provare i consumi di ciascuna prima e dopo 'installazione.

I dati che raccogliamo alla fine sono descritti da n coppie di valori (X, Y), per

i=1,2,...,n,dove X; eY; sono i consumi dell'auto i prima e dopo I'installazione.
E importante notare che poiché le » automobili sono intrinsecamente diverse, non
possiamo trattare X, Xs,..., X, e 11,¥,,..., Y, come se si trattasse di campioni
indipendenti. Infatti se sappiamo che X & molto grande, ci aspetteremo che anche

Y] lo sia, quindi non possiamo usare i metodi fin qui sviluppati per rispondere alla’

domanda.
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Tabella 8.4 X,%,.. ., X, el Y5, Y sono due campioni indipendenti, provemen-
ti da popolazioni A (it 0 ) cN {12y, 02) rispettivamente.
Hy : iz = pay J H:um;épy
n—1 m—
8= Sz :
P n4+m-2 z ] n+m— 2Sy
Si rifiuta Fj con livellodi  p-dei-dati se
Si assume Statistica del test, Dy,  significativith e se. .. D=1
X-¥ '
O € Oy note — e D] > 2P(Z > |t
z & Oy \/m/—m {Dy| g - (Z > [t}
oz = oy ignote X_¥ o | D >t 7 2P(T,
v CRVEVZES VR A Tntm—2 > It}
X-Y ‘

ne m‘grandi

Wy/m IDRI > zg ZP(Z > |t|)

Un possibile approccio per verificare I'ipotesi che il dispositivo non influisca sui
consumi & di prendere come dati le variazioni nel consumo di carburante, ponendo
quindi W; := X; - Y, peri = 1,2,. ,n,_Se non vi fosse nessuna influenza del

dispositivo, le W; avrebbero media nulla, percid possiamo verificare I'ipotesi che ci

interessa con il test di 8

H

Hy:uw =0 contro Hy:pw #£0

dove stiamo pensando che W, W, .. Wn sia un campione proveniente da una po-

polazione N (pw, O’w) 1 test ¢ presentato nella Sezione 8.3.2 ci fornisce la regola
cercata:

s1accettaHose —tgn 1<\/_—5ta,
Sw

£n—1

(8.4.16)
si rifivta H, negli altri casi

Esempio 8.4.4. Di recente nell’indvustria dei semiconduttori & stato introdotto un
programma di sicurezza sul lavoro. Nella tabella seguente sono riportate le medie
settimanali delle ore-uomo perse a causa di incidenti, per 10 stabilimenti dalle carat-
teristiche simili. Le medie sono state calcolaté nel corso di un mese prima e un mese
dopo la riforma.

o
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Stabilimento Prima Dopo Differenza
1 305 23.0° . =15
2 18.5 21.0 +2.5
3 24.5 29 -25
4 320 285 -35
5 16.0 14.5 —-1.3
6 15.0 155 +0.5
7 235 24.5 o +1.0
8 255 21.0 —4.5
9 28.0 235 —4.5
10 18.0 " 165 —1.5

Determiniamo ad un livello di significativita del 5% se il programma di sicurezza &

risultato efficace. :
Dobbiamo verificare 1'ipotesi

Hy:pg—pp 20 contro Hy:tpg—pp <0

infatti questo ci permettera di stabilire se vi sia nei dati una forte evidenza che le
ore-uome perse siano diminuite. Per eseguire il test utilizziamo il Programma 8.3.2,
che ci fornisce un valore per la statistica del test di —2.266, con -

p-dei-dati = P(Ty < ~2.266) =~ 0.025

Siccome il p-dei-dati & inferiore a 0.05, I'ipotesi che il programma non abbia avuto
effetto viene rifiutata e concludiamo che esso sembra essere efficace se si gindica con
livelio di significativith superiore al 2.5%. D

Si noti che il test ¢ per campioni dipendenti® vale anche se le varianze delle due
popolazioni non sono uguali,

8.5 . La verifica delle ipotesi sulla varianza
di una popolazione normale

Sia X1, X3, . .., Xn un campione proveniente da una popolazione normale con media
incoguita ¢ e varianza incognita o2, ¢ supponiamo di volere verificare I'ipotesi nulla
Hy:o? = o} contro I'alternativa Hy:0%#a}

per un valore di o3 fissato.

¥ Questo tipo di test in italianc é chiamato anche test ¢ per dati appaiati, oppure con la dicitura inglese,
paired t-test, [N.d.T']

A,
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.Per oftenere un test, ricordiamo daila Sezione 6.5.2 che (n — 1)52/0? ha distri-
buzione chi-quadro con n — 1 gradi di liberta, cosi quando H,, & vera,

SZ
—i-(n - 1) ~ X;z-;—l (851)
]

e quindi

2 s |
Py, (Xl-g.,n_1. S ;f(n -1 < x:%|n_l) =l-a
0

Percio la regola da adottare & la seguente:

2

: 2
si accetta Hy se Xi-gn1 < ;’I(" -1 < Xl’%,n-} 852)

si rifiuta H, negli altri casi
11 test precedentc pud anche essere implementato come segue: si osservano i

dati; si calcola il valore ¢ assunto dalla statistica del test, ovvero (n — 1)83/05; si
do:atem]jna poi la probabilitd che una chi-quadro con n — 1 gradi di liberti sia (1) piit
piccola di ¢, (2) pid grande di c. L'ipotesi nulla viene rifiutata se una di queste due
probabilitd & inferiore ad §. Altrimenti detto, il p-dei-dati del test &

p-dei-dati = 2min{P(x%_; <¢), 1-P(Z_; <c)} (8.5.3)

La quantitd P(x%_, < c) pud essere ricavata col Programma 5.8.1a. Il p-dei-dati per
un test a una coda si trova analogamente.

Esempio 8.5.1. E stata appena installata una nuova macchina che deve controllare

~ la quantita di nastro su un rocchetto. Questa macchina si pud considerare efficiente

se la deviazione standard della quantita di nastro selezionata non supera i 0.15 cm.
Se un campione di 20 pezzi fornisce una varianza campionaria 5% = 0.025 cm?, &
giustificato concludere che la macchina non & efficiente?

Prendiamo come Hj, I'ipotesi che la macchina sia efficiente: visto che un rifiu-
to di H,; & una sceita forte, questo ci garantisce un ottimo controtlo nell’eventuale
conclusione che la macchina non & efficiente. Le due ipotesi sono,

Hy:o? <0.0225 e Hy : 6 > 0.0225

percid d9wemo rifiutare I'ipotesi nulla quando 5? & troppo grande. Da questo vedia-
mo r:he_ 11 p-dei-dati di questo test & pari alla probabilitd che una chi-quadro con 19
gradi di libertd sia maggiore del valore osservato, 19 - $2/0.0225 ~ 21.11, e guindi
p-dei-dati & P(x%, > 21.11) |
= 1 - 0.6693 = 0.3307

dove abbiamo usato il Programma 5.8.1a. Si conclude allora che il valore osservato

52 = 0.025 non & cosi grande da precludere la possibiliti che 0?2 < 0.0225, e I'ipotesi
nulla va accettata. a
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8.5.1 Verificare se due popolazioni normali hanno la stessa varianza

i ioni ali indipendenti, prove-
Siano X1, X3,...,Xne ¥, Ya,. .. ,.Ym dus.car?lplon_l normali p: o
nienti da popolazioni di parametri (incogniti) nspetﬂvamenter Ha) 0% € Ly, 0y,

consideri la verifica dell’ipotesi
2
Hy:a2= az‘,' contro Hy:a2# Oy

Se definiamo le varianze campionarie come al solito,

n—1

n

i=1
1« o2
Sj=——2 (i-Y)

i i —1)82/02 e (m — 1)52 /07 sono due
allora, come sappiamo dalla Sezione 6.5.2, (n )5z oz e (r )5y due
chi-quadro indipendenti con n — 1 e m — 1 gradi di liberth rispettivamente. Qumd‘x
(S2/02)/(52/02) ha distribuzione F' con parametri n - 1 e m — 1, e quando Hy &

T N -
vera, : )

S | (8.5.4)
S2 Fﬂ—l,ﬂ.l—]

da cui si deduce che
5% < po i
PHQ (Fl—%,n—l,m—l < gq; < F%,n—l,n:l—l =1l-a
Percid la regola da adottare 2 la seguente:

52
si accetta Hy se Fi_e pn_1m-1 = @: < Fgntm-1 (8.5.5)
sirifiuta H, negli altri casi

In alternativa, si calcola il valore v assunto dalla statistica del test, 52 (Sz; si
determina P{Fy,—y ;-1 < v), dove Fy,_1 -1 ha distribuzione F di parametri n — 1
e m — 1; se tale probabilita risulta minore di 3 (indicando .che 5‘3 ézmcﬁfo Tm.o:ﬂ?;
S2) 0 maggiore di 1 — § (indicando che S};. ¢ molto maggiore di S2), I'ipotesi
dgve essere rifiutata, In altri termini, il p-dei-dati del test & dato da

p-dei-dati = 2min{ P(Fu_1n-1 S v), 1 = P(Fam1m-1 S v)} (8.5.6)

e il test impone di rifiutare Hy ogni volta che il livello dir significativitd « & maggiore
o uguale al p-dei-dati. .
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Esempio 8.5.2. Per facilitare una certa rca{Zione chimica si deve scegliere tra due
catalizzatori diversi. Per verificare se la varianza nella quantita di prodotto con i due
catalizzatori sia la stessa, si fanno 10 esperimenti con il primo ¢ 12 con il secondo,
otenendo delle varianze campionarie di 57 = 0.14 ¢ S2 = 0.28. Possiamo rifiutare
ad un livello di significativita del 5% Iipotesi che le varianze siano nguali?

Il Programma 5.8.3, che calcola la funzione di ripartizione delle distribuzioni F,
ci dice che

P(Fy1; < 0.5) ~0.154

per cui i
p-dei-dati ~ 2 min(0.154, 0.846) = 0.308

Quindi I'ipotesi nulla deve essere accettata. |

8.6 La verifica di ipotesi su una popolazione di Bernoulli

La distribuzione binomiale compare frequentemente nei problemi dell’ingegneria.
Un esempio tipico & un processo produttivo dal quale si ottengono oggetti che pos-
Sono appartenere a due categorie, come “accettabili” o “difettosi”. Una ipotesi di
lavoro che spesso viene assunta & che ogni oggetto prodotto sia difettoso in maniera
indipendente da tutti gli altri con probabilita p. In questo modo il numero di difetti in
un campione di n pezzi ha distribuzione binomiale di parametri (n, p). Consideriamo
allora la verifica de]l’ipotesi :

Hy:p<po contro I"alternativa oy:p>m

dove py & un valore assegnato, ‘

Se denotiamo con X il numero di pezzi difettosi in un campione di n, dobbiamo
certamente rifiutare H; quando X & troppo grande. Per calcolare poi quanto grande
deve essere per giustificare un rifiuto dell'ipotesi nulla ad un livello di significativita
pari ad o, notiamo che "

P(X > kj = ip(x == 4)

i=k
= g (?)p‘(l — gy

E certamente intuitivo (e pud essere dimostrato facilmente) che P(X > k) & una
funzione crescente di p; infatti Ia probabilita che un campione contenga k o pill pezzi
difettosi cresce con p. Usando questo fatto, & immediato che, quando Hj & vera (e
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qumdi o S pﬂ)! . . &
Pax 2= ( i)pa(l )
i=k

Per verificare le ipotesi suddette ad un livello di significativith o, si deve rifintare Hy
quando

x>k
dove con &* si & denotato il pid piccolo numero intero k tale che 30, (Dph(1 —
po)™~* < . In formule,

k= min{k : Z (?)p&(] ‘T‘PO)n_i < a} 8.6.1)
i=k

Un modo migliore per implementare il test consiste ne determinare prima il valore
z della statistica del test, X, e poi calcolare il p-dei-dati come segue,

n

p-dei-dati = (’:) ph(1 — po)* ™" . {8.62) |

i=x

Esempio 8.6.1. Un produttore di circuiti integrati afferma-che pon pit del 2% dei
pezzi da hui venduti sono difettosi. Una compagnia di prodotti elettronici, colpita da
una dichiarazione cosi forte, acquista una grossa quantita di tali circuiti. Per determi-
nare se tale affermazione sia davvero completamente rispettata, la compagnia decide
di provare un campione di 300 pezzi, e ne trova 10 di difettosi. Questo risultato & tale
da negare quanto annunciato dal produttore? _ _

Verifichiamo I"ipotesi nulla p < 0.02 ad un livello di significativita del 5%. Per
capire se dobbiamo rifiutare Hy, ipotizziamo che p sia 0.02 e calcoliamo la probabilita
che in un campione di 300 pezzi se ne trovino 10 o pi di difettosi. Siccome questa

" grandezza & esattamente il p-dei-dati, se troviamo un valore inferiore a 0.05 dobbiamo
rifiutare 1’ affermazione del produttore; '

Pop{X =210)=1- FPn(X < 10)

9

_ ~ (300 i i

= 1_-2( ; )(0.02) (0.98)
i=0

~0.0818 dal Programma 3.1

percid quahto dichiarato dal produttore non pud essere rifiutato con il 5% di signifi-
cativiti. : . 0
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. Q-uando la numerosita del campione & elevata, possiamo ottenere un test appros-
simative con significativitA o, utilizzando la di$tribuzione normale. Poiché infatti
quando 7 & molto grande X & approssimativamente normale, con media e varianza,

E[X]=np Var(X} = np(1 - p)

ne segue che
X—np

vnp(l —p)

sard approssimativamente normale standard, e quindi per ottenere un test che con-
fronti le ipotesi Hy : p < pype Hy; : p > po, si deve rifintare 1ipotesi nulla
quando

A N(0,1) (8.6.3)

X —npm

npo(1 — po)
Esempio 8.6.2, Per i dati dell’Esempio 8.6.1, il valore della statistica del test, (X —
npo)/+/npo(l — po) & di (10 — 300 x 0.02)//300 x 0.02 x 0.98 ~ 1.65, da cui

u.sanc'io ‘l'ajpp_rosshnazione normale segue che 'ipotesi nulla va rifiutata per tutti 1
Livelli di significativith maggiori o uguali al valore del p-dei-dati,

2 Zg

p-dei-dati = P(Z > 1.65) ~ 0.0495

Cosi ad esempio H;, verrebbe rifiutata al 5% di significativitd, al contrario di quanto
gtt_euuto con il test esatto realizzato nell’Esempio 8.6.1. Quanto detto mette in luce
i rischi in cui si incorre utilizzando il test approssimato: se il campione non & suffi-

cientemente numeroso si pud infatti pervenire a una conclusione diversa da quella del

test esatt.o. Una buona regola pratica per stabilire 1" applicabiliti deil’ approssimazio-
ne gaussiana consiste nel valutare ni anche in relazione con pyg: il p-dei-dati del test
esatto e quello del test approssimato saranno davvero vicini solo quando npg(1 — py)
6.20 o pi. Si noti che nell’esempio in questione, npp(1 — py) = 6 e quindi non stu-
pisce troppo che il test approssimato abbia portato a una conclusione diversa rispetto
a quello esatto. ]

. In questo contesto & pin frequente imbattersi in test a una coda, comungue quelii
bilaterali non presentano difficoltd ulteriori. Proviamo a verificare

Hi:p#po

Se la variabile aleatoria X, che & binomiale con parametri n € p, viene ossevata
ed assume il valore x, sard necessario rifiutare I'ipotesi nulla quando & cadrd molto
lontano da quello che & il valore atteso quando p & uguale a py. Pih precisamente, il
test rifiuterd H,, quando '

Hy:p=pm contro 'alternativa

FPp(X 2z) <

ISR

oppure Pu(X <z) < %
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11 valore del p-dei-dati corrispondente & quindi
p-dei-dati = 2min{ Py (X > &), Pp(X < )} 8.6.4)

Esempio 8.6.3. I dati storici di uno stabilimento industriale mostrano che la percen-
tuale di pezzi difettosi prodotti & del 4%. Essendosi di recente concluso uno scontro
sindacale particolarmente astioso, il management dell’azienda & curioso di capire se
questo porterd a un cambiamento apprezzabile di tale cifra. Preso un campione di
500 pezzi, se ne trovano 16 di difettosi (pari al 3.2%). Si pud affermare con livello di
significativith del 5% che vi sia stato qualche cambiamento? :

Per potere concludere che & cambiato qualcosa, i dati dovrebbero essere abba-
stanza forti da rifiutare I'ipotesi nulla H,, : p = 0.04, in favore dell’ipotesi alternativa
H; : p # 0.04, dove p & la probabilith che un pezzo sia difettoso. Il p-dei-dati
calcolato per 16 difettosi su 500 & dato da

p-dei-dati = 2min{ P(X > 16), P(X < 16)}

dove X & binomiale di pammetn n=50ep = 0.04 Slccomc E|X] =

si deduce che P(X > 16) > P(X < 16) e quindi il p-dei-dati & 2P(X < 1 )
Poiché X ha media 20 e deviazione standard v20 x 0.96 =~ 4.38, & chiaro che il
doppio della probabilitd che X sia minore di 16 — un valore che dista meno di una
deviazione standard dalla sua media —non sara cosi piccola da giustificare un rifinto.
In effetti & possibile calcolare che

p-del—datl 2P(X <16) = 0432

chiarendo oltre ogni dubbio che non vi & evidenza sufﬁcnente a rifiutare I’ipotesi che
la percentuale di pezzi difettosi sia rimasta invariata. ' O

8.6.1 - Verificare se due popolazioni di Bernoulli hanno lo stesso
parametro ’

Immaginiamo di voleze confrontare due diversi metodi di fabbricazione per transistor.
Indichiamo con p, e p; le probabilita (incognite) che un pezzo prodotto con i metodi
1 e 2 sia difettoso; raccogliamo poi campioni di numerosita n; e n; di transistor fab-
bricati nei due modi, e indichiamo con X e X il numero di pezzi difettosi trovati. In
questo modo X ¢ X, sono variabili aleatorie binomiali indipendenti, con parametri
(n1,m) e (na, p2) tispettivamente. In questa sezione sviluppiamo il cosiddetto zesz
di Fisher-Irwin, che permette di confrontare p; € p».

Se desideriamo vagliare I'ipotesi nulla p; = p;, pare sensato che essa venga ri-
fiutata quando la frazione di pezzi difettosi prodotti col primo e col secondo metodo
& molto diversa, ovvero quando X, /n; e X3/n; sono distanti tra loro. Per quanti-
ficare meglio il test, si noti che quando H;, & valida, e quindi p; e p; sonc uguali,
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gli n1 + n2 pezzi prodotti complessivamentg;"hanno tutti la medesima probabilita di
essere difettosi. Se indichiamo con k := X F X il numero totale dei difettosi, essi
saranno allora distribuiti come una selezione casuale di k elementi all’interno di un

gruppo di n; + no oggetti. Se a questo punto distinguiamo i due tipi di transitor (&

come-se stessimo estrendo k palline da un'urna che ne contiene n di bianche e n)
di nere), quelli difettosi tra gli n; prodotti col primo metodo (ovvero il numero delle
palline bianche estratte dall’urna, proseguendo Panalogia) avra distribuzione iper-
geometrica® di parametri n), n; € k. In altri termini, la distribuzione del numero di
pezzi difettosi ne] primo campione X, condizionata all’evento che il numero totale
di pezzi difettosi nei due campioni sia k, & 1a seguente

. i I\k—1i k=0,1,...,nm +m
PHO(X'HlX-sz:k):W’ =0tk

Percid, volendo realizzare un test per verificare I'ipotesi nulla

Hy:pi=p contro l’altémqﬁva Hy:pi#m

si osserva quanto valgono X = 1 e X3 = ;3 e si calcola la somma k = x; 4 z3;
denotata quindi con X una variabile aleatoria ipergeometrica di parametri n,, na
e k, si conclude che se P(X < x;) & molto piccola, la frazione di pezzi difettosi
¢ significativamente minore nel primo campione, mentre se P(X > ;) & molio
piccola, accade il viceversa. Percid la regola del test deve essere la seguente:

sirifiuta Hy se P(X <z} < § 0 PX>2m)<$

{8.6.6)
si accetta Hy; negli ‘altri casi
11 p-dei-dati relativo 2 questo test si pud quindi calcolarlel tramite

p-dei-dati = 2min{P(X < z,), P(X > 1)} (8.6.7)

8.6.1.1 Calcoli relativi al test di Fisher-Irwin

Per utilizzare il test di Fisher-Irwin, dobbiamo essere in grado di calcolare le pro-
babilita relative alla distribuzione ipergeometrica. Si pud usare il fatto che se X &
una variabile aleatoria ipergeometrica di parametri ny, n; € k, allora P(X = i) pud
essere calcolata ricorsivamente. Si tenga presente che X non pud essere minore di

4 Si veda anche I'Esempio 5.3.3 a pagina 163 per una_cicﬁv&zione formale di questo risultato.
A

(8.6.5)
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k — ny se questo numero & positivo, e non pud essere minore di zero altrimenti, qum-
di il punto da cui fare partire 14 Ticotsiolie & variabile. Tl passo:da ¢-a i + 1 & invece
semplicemente dato da,

p()i = -a+)1) _ (c:E 1))({ —nizj 1)
PX =1 ' n )
i J\k—i

_ (m1— i)k —1) ‘
=0T TR (868)

Tl Programma 8.6.1 del software abbinato al libro, usa esattamente questo procedi-
mento per calcolare il p-dei-dati per il test di Fisher-Irwin sull’uguaglianza dei para-
metri di due popolazioni bernouilliane. Per come & fatto, questo programma funziona
al meglio se la probabilita che un pezzo sia difettoso risulta minore di 0.5, quindi in
caso pill della metd dei pezzi prodotti sia difettoso, conviene scambiare le quantita di
oggetti difettosi ed accettabili, in modo da ottenere un risultato pill preciso.

Esempio 8.6.4. Supponiamo che su 100 transistor prodott, il metodo 1 abbia dato
20 pezzi non accettabili, mentre il metodo 2 ne ha dati 12. Possiamo concludere al
10% di significativita che i due metodi sono equivalenti?

Eseguendo il Prograroma 8.6.1 otteniamo che

p-dei-dati = 0.1763
per cui [’ipotesi che i due metodi siano in realtd equivalenti non va rifiutata. |

Quando n; e 1 sono molto grandi & possibile usare I’approssimazione norma-
le delle variabili aleatorie binomiali, per ottenere un test semplificato dell’ipotesi
H, : py = p2. 11 Problema 59 enuncia il risultato nei particolari.

8.7 Ipotesi sulla media di una distribuzione di Poisson

Sia X una variabile aleatoria di Poisson con media A, e supponiamo di volcre' '

confrontare le ipotesi
Hol'. A=l oppure Hi:x#F N

Se z & il valore osservato per X, un test con livello di significativith o deve ﬁﬁuﬁre
Pipotesi nulla se

IR

Py(X>2z)< ose Pu(X <) <

(XY=

2
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dove con P, intendiamo come al solito la probabilita calcolata assumendo che X
abbia media A::Di conseguenza, il p-dei-dati & daio da

p-dei-dati = 2min{ Py, (X < 2), Px(X > 2)} 8.7.1)

It calcolo di tutte probabilitd necessarie pud essere effettuato con P'ausilio del
Programma 5.2.

Esempio 8.7.1. La direzione dice che il numero medio di circuiti integrat difettosi
prodotti ogni giorno non & superiote a 25, ma questa affermazione & in discussione.
Verifichiamo quanto dichiarato al 5% di significativith, sapendo che un campione di
5 giorni ha registrato 28, 34, 32, 38 ¢ 22 chip difettosi.

Poiché ogni giorno vengono prodotti un gran numero di circuiti integrati, e cia-
scuno ha una piccola probabilita di risultare difettoso, & naturale supporre che la
distribuzione del numero di pezzi difettosi prodotti ogni giorno sia di Poisson. Sia A
la sua media. Per decidere se I’affermazione del produttore sia credibile, eseguiamo
un test per confrontale le ipotesi

Hy:A<25 e Hy:A>25

Se H, fosse valida, la distribuzione del numero totale di pezzi difettosi nei 5 giorni
sarebbe poissoniana di media non maggiore di 125 (la somma di poissoniane indipen-
denti & una poissoniana). Il numero totale di difetti riscontrati & di 154, e il p-dei-dati
che ne'risulta & dato da

p-dei-dati = Pyps(X > 154)
=1 — Pps(X < 154) ~ 0.0066
dove per I’ultimo passaggio abbiamo utilizzato il Programma 5.2. Percid la tesi so-

stenuta dal produttore va. rifiutata al 5% di significativitd, e in realta sarebbe stata
rifiutata anche all’1%. O

Si tenga sempre presente che, in assenza di un software di calcolo come
il Programma 5.2, una distribuzione di Poisson con media A molto grande, &
approssimativamente normale con media e varianza entrambe pari a A.

8.7.1 Testare la relazione tra i parametri di due popolazioni di Poisson

Siano X| ¢ X3 due variabili aleatorie di Poisson e indipendenti, con medie
rispettivamente ) e Ag; supponiamo di volere vagliare 1'ipotesi

HO T A =ch contro Hy: M 75 cAy



326 . ] Verifica delle ipotesi

per una costante ¢ assegnata. Il test che costruiremo & di tipo condizionale (di spi-
rito simile a quello di Fisher-Trwin della Sezione 8.6.1), ed & basato sul fatto che 1a
distribuzione di X, condizionata al valore della somma di X 1 ¢ X5, & binomiale. In
particolare vale I’enunciato seguente.

Proposizione 8.7.1. Se X 1 € X7 sono due variabili aleatorie di Poisson indipendenti,
con media A e Ay rispettivamente, allora per ogni valore din = 1,2, ..., la distri-
buzione di X condizionata al]’evento {X1 + X3 = n} & binomiale, con paramctn n
e/ ()\1 + Azl :

Dimostrazione. Occore provare che, per ognin = 1,2,... ¢ ogni k = 0, I,...,n,
vale la relazione

P(X; = k|X; + X = n) = C:)( A )k( i )H (8.7.2)

M+ A A+ A
Cid & provato dai semplici passaggi seguenti:

P(X1 = kIXI + Xy = n)
_ P(Xl =k X1 4+X2=mn)
- P(X1 + X3 = n)
_PXy=kXs=n—-k) X1 + X, & di Poisson
Y Az ) O tha) con media A; + ,\2-, per
nl - quanto detto a pagina 158

nlerth
(A + )
’\l A ’\;—k e—"q - nleMth
k! (n—k)! (At + )

_ n! . A] k AZ n—k D
R RN\ + ) \Ar+ A

La Proposizione 8.7.1 afferma che quando I'ipotesi nulla & verificata, la distribuzione
di X condizionata al valore n osservato per X; 4+ X3, & binomiale di parametri n
€ pe = 1/(1 + ¢). Da questo concludiamo che, detto z; il valore di X1, e n quello
assunto da X; + X, si deve rifiutare H|, qualora

=P(X,=k)P(Xa=n—k) per I'indipendenza

PY 2 3) < - oppure P(Y <o) <3 (8.7.3)

dove Y ha distribuzione binomiale di parametri n e p,..
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Esempio 8.7.2. Un’azienda manifammeralposswde due grossi stabilimenti. Se gl
incidenti nel primo di essi per le ultime 8 séttimane sono stati 16, 18, 9, 22, 17, 19,
24 e 8, mentre quelli dell’altro impianto nelle ultime 6 settimane sono stati 22, 18,
26, 30, 25 e 28, possiamo concludere al 5% di sxgmﬁcat:vuﬁ che le condizioni di
sicurezza dei due impianti sono diverse?

Poiché in ogni minuto vi & una piccola probabilita che vi sia un incidente, sembra
plausibile che il numero di incidenti settimanali possa essere descritto da una popola-
zione di Poisson. Dette quindi X e X3 le due variabili aleatorie indicanti il numero
complessivo di incidenti dei periodi considerati nei due stabilimenti, e indicate con
A1 € Az le relative medie, si potra dire che e condizioni di sicurezza sono le stesse se

/\2 = %Al
dove si & tenuto conto della diversa lunghezza dei periodi in esame. Di conseguenza,
vogliamo verificare I"ipotesi nulla +

: : g -
HO Ay = i—)q contro Hy: M 75 Z)q

Essendo X; = 133 e Xz = 149, si pone n ‘= 133 + 149 = 282; essendo ¢ = ,
si pone p. = W = 7, detta quindi Y una variabile aleatoria con dlstnbuzmne
binomiale di parametri (282,4/7), il p-dei- dau del test risulta dato da

p-dei-dati = 2min{P(Y > 133), P(Y <'133)}

= 2min{1 — 0.00072, 000047} usando il Programma 5.1
= 0.00094 :
Concludiamo che si pud senz’altro escludere che le condizioni di sicurezza dei due
impianti siano le stesse. O
Problemi

1. Inun processo il giudice (0 una ginria) deve decide se 1'imputato & innocente o colpevole.

{a) Nell’'ambito della verifica delle ipotes:i, e per un sistema giuridico che sostenga
I'innocenza dell’imputato fino a che non sia stato dimostrato il contrario, quale
dovrebbe essere I'ipotesi nulla?

(b) Quale pensi sarebbe un livello di significativith appropriato?

2. Un laboratorio di analisi possiede una colonia di diverse migliaia di topi, usate come
cavie. E noto che il peso medio dei topi & di 32 grammi, con wna deviazione standard di
4 grammi. Uno scienziato chiede ad un assistente di selézionare un campione casuale di
25 cavie; decide poi di pesarle, per controllare che la casualith della scelta dell’ assistente



328 Verifica delle ipotesi

non sia stata falsata da qualche criterio inconscio (se ad esempio i topi scelti fossero
quelli pid lenti nell’evitare la mano dell’assistente, questo potrebbe indicare una céria
inferiorita fisica di questo gruppo). Se le 25 cavie risultano in in peso medio di 30.4
gramumi, si pud dire che questo-evidenzi al 5% di significativita che il campione non &
stato scelto in maniera casuale?

3. Una distribuzione di popolazione ha deviazione standard 20, Calcola il p-dei-dati per

il test dell’ipotesi che la media sia 50, supponendo che la media campionaria su 64
osservazioni sia stata di (a) 52.5; (b) 55.0; (¢) 57.5.

4. Tn un certo procedimento chimico, & di fondamentale importanza che il pH di uno dei
reagenti sia esattamente 8.20. Si sa che il metodo usato per misurare tale pH fomisce
valori con distribuzione normale con media pari al valore autentico e deviazione standard
0.02. Supponiamo che 10 misurazioni indipendenti abbiano dato i seguenti valori:

8.18 816 %17 822 8.1% 8.17 815 821 8.16 8.18

Che conclusioni si possono trérrc con livello di significativith pari ad (a) @ = 0.10 e (b}
a=0.057
" 8, Sirichiede che la pressione di rottura media di un certo tipo di fibra sia almeno pari a 200

psi. La nostra esperienza passata ci dice che la deviazione standard per questo genere di
fibre & di 5 psi. Un campione di 8 esemplari ha fomnito i valori seguenti:

210 195 1974 199 198 202 196 1955
Concluderesti (a) al 5% o (b) al 10% di significativiti che la fibra non 2 accettabile?

6. Supponiamo di sapere che negli Stati Uniti la statura media di un maschio adulto & di 70
pollici, con una deviazione standard di 3 pollici. Per verificare che gli vomini di una citth
sono “nella media”, si sceglie un campione di 20 maschi adulti e se ne misura la statura,
ottenendo i risultati seguenti: :

72 63.1 69.2 728 712 722 -708 74 66 70.3
704 76 725 74 718 696 756 706 762 17
Cosa concludi? Spiega quali assunzioni stai facendo.

7. Supponiamo di volere auovamente affrontare il Problema 4, con le richieste seguenti:
se il pH & realmente pari a 8.20, il test deve affermarlo con probabilith del 95%; d’alira
parte, se il pH vero differisce da 8.20 di 0.03 (in una direzione qualsiasi}, tale differenza
deve essere evidenziata nel 95% almeno dei casi. '

{a) Come si pud realizzare una verifica di questo tipo?
(b} Quamo numeroso dovrd essere il campione scelto?
(c) Se I = 8.31, che conclusioni trai?

{d) Se il pH vero fosse 8.32; quale sarcbbe la probabilith di concludere che esso &
diverso da 8.20, usando la proqedura precedente?

8. Verifica che l’Eqnazione (8.3.7) resti valida anche quando g < .

X
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9. Una comlpagnia farmaceutica vuole mettere in commercio un nuovo farmaco per la cura
sintomatica d;elle emicranie, basato su un principio attivo particolarmente rapido a entrare
in cnfcolo. Pet convincere 1’ente preposto al contrgllo dei nuovi medicinali che il tempo
rl?edxo che il farmaco impiega a raggiungere il sangue & inferiore ai 10 minuti, questa
ditta raduna un campione di persone soggette ad emicranie e conduce un esperimento
Come vanno scelte I'ipotesi nullz ¢ quella alternativa? '

10. 1 sa}moni cresciuti ogni anno in un allevamento commerciale hanno dei pesi con distri-
bu‘zmné normale di deviazione standard 1.2 libbre. La ditta dichiara che il peso medio
dei suoi pescl quest’anno & superiore alle 7.6 libbre. Supponi che un campione casuale di
16 pesci sia risultato in un peso medio di 7.2 libbre. Si pud dire che questo dato sia abba-
stanza forte da farci respingere I'affermazione deil’azienda (a) al 5% di significativita?
(b) All’ 1% di significativita? (c) Quanto vale il p-dei-dati di questo test? .

11, Si vut.:le Vcltiﬁca.l'e {fo' : ¢ < 100 contro Palternativa H; : 4 > 100. Supponiamo che un
campione di 20 dati abbia dato una media campionaria pari a 105. Determina il p-dei-

cllgti(ng.llc;aso in cui la deviazione standard della popolazione sia nota e pari a (a) 5; ()
; () 15. '

12, T messaggio pubblicitario di un nuovo dentifricio afferma che esso & in grado di ridurre
!a fnaqnenzz_;. delle carie dei bambini negli anni in cui ne sono soggetti. Supponiamo che
il numero di carie all’anno per un bambino di quell’eta abbia distribuzione con media 3 e
venianza 1 ¢ che uno studio dell’efficacia del nuovo prodotto, condotto su 2 500 bambini
abbia rivelato un numero medio di carie all’anno pari a 2.95. Ipotizziamo che la varianza
usando il dentifricio reclamizzato non sia diversa da queila naturale.

(@) Questi dati sono abbastanza forti da convalidare al 5% di significativitd 1’annuncio
pubblicitario?

(1) Ti convincono a cambiare dentifricio?

13. La guantith di fenobarbitale contenuta nelle pillole vendute da una ditta farmaceutica
pud avere una certa variabilith, comunque il suo valore medio & dichiarato in 20.0 mg
Per c_:onvnhd:are questa affermazione, si analizza un campione di 25 pillole, trovando unz;
media c‘ampu.maria di 19.7 mg e una deviazione standard campionaria di 1.3 mg. Che
concl'usmm §1 possono trarre dai dati? Si pud dire in particolare che i risultati di questo
esperimento dimostrino che I’affermazione della ditta non era vera? Usa un livello di
significativity del 5%. '

14. Ventf' anni fa i maschi del primo anno di una certa scuola superiore erano in grado di
fa,re in mledia 24 fessioni in 60 secondi. Per vedere se questo sia ancora vero al giormo
d oggl, si s.ceg¥ie un campione casuale di 36 maschi del primo anno, e si trova una media
cmlmma di 22.5, con una deviazione standard di 3.1. Possiamo concludere che 1a
media non & pidl pari a 247 Usa un livello di significativita del 5%.

15. 1 temgo n_mdio di risposta per una varieti di suini ad un particolare stimolo & di 0.8
s?condl. Si somministrano 2 once di soluzicne alcolica ad un campione di 28 suini e‘]j
5 sottopone.al medesimo stimolo, registrando un tempo medio di risposta di 1.0 secondi
con una deviazione standard campionaria di 0.3 secondi. Si pud concludere che 1’alcool
ha avuto un qualche effetto sui tempi di risposta dei suini? Usa il 5% di significativita.
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Un medico ricercatore & convinto che la temperatura basale media delle persone (este-
riormente) sane sia cresciuta nel tempo, € non sia pill pari a 98.6 gradi Fahrenheit. Per
dimostrarlo, egli misura la temperatura di 100 soggetti sani selezionati a caso, trovando
una temperatura media di 98,74 gradi e una deviazione standard campionaria di 1.1 gradi.
E vero che questi dati provano la sua congettura al 5% di significativita? E all' 1%?

La pubblicita di una nuova auto afferma che essa & in grado di fare 30 miglia di guida
in autostrada con un gallone di benzina. Volendo verificare questo fatto, si fanno 10
esperimenti indipendenti, ¢ con quella quantita di carburante I' automobile copre 26, 24,
20, 25, 27, 25, 28, 30, 26 e 33 miglia. Si pud credere all’annuncio? Che ipotesi stai
facendo?

Un produttore afferma che la carica media di un certo tipo di batterie & di almeno 240
ampere-ora. Un campione di 18 batterie di questo tipo che & stato analizzato ha fornito i
dati valori seguenti.

237 242 244 262 225 218 242 248 243
234 236 228 232 230 254 220 232 240

Assumendo che la distribuzione della carica sia approssimativamente normale, si pud
dire che i dati conraddicono le specifiche delle batterie? '

Usa i dati dell’Esempio 2.3.9 di pagina 29 per verificare 1'ipotesi nulla che il livello di
rumore medio in prossimiti della stazione centrale di Manhattan sia minore o uguale a
80 dB.

. Una compagnia petrolifera dichiara che il contenuto di zolfo del suo carburante diesel

non supera lo 0.15%. Per verificare questa ipotesi se ne analizzano 40 campioni, trovando
un contenuto medio di 0.162% con deviazione standard campionaria di 0.40%. Usando
il 5% di significativitd possiamo confutare le affermazioni della compagnia?

Una azienda produce laminati plastici per uso indusuiale. Viene sviluppato nun nuovo
tipo di materiale, e si vorrebbe poterlo pubblicizzare dicendo che la resistenza media alla
rottura del nuovo prodotto non & inferiore a 30.0 psi. I dati seguenti sono le pressioni
di rottura di esemplari presi dalla linea di produzione. Si pubd dire basandosi su questi
valori che tale dichiarazione sarebbe chiaramente ingiustificata?

30.1 27.7 312 291 327 298 243 334
225 289 264 325 275 314 228 21.7

Assumi che la popolazione sia normate e usa il 5% di signiﬁcaﬁvith.

. B stato affermato che un certo tipo di transistor bipolare ha un valore medio del guadagno

di 210 almeno. Si prova un campione di questi transistor trovando una media campio-
naria di 200 ¢ una deviazione standard campionaria di 35. Al 5% di significativita si
dovrebbe rifiutare quanto affermato, (a) se |’ampiezza del campmne era 257 (b)Ese era
647

Un produttore di condensatori afferma che la tensione di breakdown di un certo modello
& mediamente superiore a 100 volt. Provando 12 di questi elementi si sono trovate le
seguenti tensioni di breakdown,
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96 98 105 92 111 11499 103 95 101 106 97
Si puod dire che questi dati confermino Oppﬁh; che c-onful.ino quanto detto?

Si & pescato un campione di 10 pesci del lago A, misurandone la concentrazione di PCB
con una certa tecnica. I valor trovati (in parti per rmhone) sono riportati nella tabella
qui sotio, assieme a quelli di 8 pesci presi ne] lago B, e il coi contenuto di PCB & stato
misurato con una tecnica differente.

LagoA | 115 108 116 94 124 114 122 110 106 108
LagoB | 118 126 122 125 117 121 104 126

Sapendo che i due metodi di misurazione pértano ad erroni siaumm di varianza 0.09 e
0.16 nispettivamente, si pud concludere ad un livello di significativita del 5% che i due
laghi sono ugnalmente inguinati? - .

Uno scienziato che si occupa di inquiuameﬁto ambientale vuole verificare se due cam-
pioni di soluzioni in suo possesso possono provenire dalla stessa sorgente. Se fosse cosi,
i pH delle due soluzioni dovrebbero coincidere, e per stabilire se questo sia vero, vengo-
no fatte 10 misurazioni indipendenti per ciascuna soluzione. 1t metodo usato garantisce
chie i valori misurati hanno distribuzione normale con media pari al pH vero e deviazione
standard di 0.05. I dati ottenuti sono i seguenti. )

Soluzione A | 624 631 628 630 635 626 624 629 622 628
Soluzione B | 627 625 633 627 624 631 628 629 634 627

(a) Tali dati mostrano una apprezzabile diﬁérenza nei pH al 5% di significativita?
- (b} Quanto vale il p-dei-dati di questo test?"
Quelli che seguono sono due campioni mdipendenn di due popolazioni diverse.

Campione] |. 122 114 130 165 144 133 139 142 150
Campione2 | 108 125 122 140 132 120 137 128 138

Denota con g1 € y; le medie di popolazione }ispettive, € determina il p-dei-dati del test
di H : py < i rispetto ad Hy : iy > pr, quando Je deviazioni standard di popolazione
sono rispettivamente o; = 10e (@) 03 = 5; (b) 02 = 10; (¢} 72 =

I dati presentati qui softo costitniscono i terapi di-vita (in centinaia di ore) di due tipi
di valvole termoioniche. Lo studio passato’di questo tipo di dati ci permette di dire
che ia loro distribuzione deve essere lognormale, ovvero i logaritmi dei tempi di vita
hanno distribuzione normale. Assumendo che le varianze dei logaritmi siano ugnali per

1 due campioni, verifica al 5% di mgmﬁcahvnti Fipotesi che le distribuzioni coincidano
intcramente. S .

Tipol | 32 84 3 & B & T4
Tipo2 | 39 111 55 106 90 87 85

Si misurano le viscosita di due dlverse marche di olio per macchine, ottenendo i dati
seguenti:

s

il

T
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Marcal | 1062 1058 1033 1072 1044 1074 .
Marca2 | 1050 1052 1058 1062 1055 1051  10.53

Controlla l’ipqtesi che la viscositi meilia delle due marche sia la stessa, assumendo che
le popolazioni abbiano distribuzione normale con identica varianza.

Si suppone che la tesistenza del cavo A sia maggiore di quella del cavo B. Dopo avere
fatto varie prove su entrambi, trovi guesti risultati (in ohm):

Cavo A | 0.140 0138 0143 0.142 0.144 0.137
Cavo B | 0.135 0.140 0.136 0.142 0.138 0.140
Che conclusioni puoi trarre ad un livello di significativita del 10%? Spiega quali
assunzioni stai facendo. .

Nei Problemi dal 30 al 37 puoi assumere che le distribuzioni delle popolazioni siano hormali
con la medesima vartanza. :

30.

Un greppo di 25 vomini di etd compresa fra i 25 e i 30 anni, & stato selezionato per
partecipare ad uno studio sul cuore. Di questi 11 erano fumatori e 14 no. [ dati seguenti
si riferiscono alla misurazione della loro pressione sistolica.

Non fumatori

Fumatori .

124 130
134 122
136 128
125 129
133 ' 118
127 . 122
135 116
131 127
133 . 135
125 ’ . ’ 120
118 122
: 120

115

123

Usa questi dati per verificare I'ipotesi che la pressione sanguigna dei fumatori e dei non
fumatori sia la stessa.

31. Inun esperimento® del 1943, 10 ratti albini farono usati per stdiare I’efficacia del tetra-

cloruro di carbonio ne! trattamento dei vermi. Le cavie furono infettate con larve, e dopo
dieci giorni divise a caso in due gruppi di 5: il primo venne trattato con 0.032 cc della

5

Whitlock and Bliss, “A bioassay technique for antihelminthics”, Journal of Parasitology, vol. 29,
pp. 48-58, 1943, . .

C el
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sostanza e il secondo con 0.063 cc. Due giomi dope i ratti furone soppressi e venne con-
tato il mumero di vermi adulti formatisi nei loro corpi. Il gruppo con dosaggio inferiore
ne aveva - ;

; 421 462 400 37};' 413
mentre ]’allré ne aveva' |
207 17 412 74 116
Questi dati dimostrano che il desaggio superiore & stato pii efficace?

_Un doc.entc & convinto che 1o stipendio iniziale medio di un neolaureato in ingegneria
industriale sia superiore a quello di un neclaursato in ingegneria civile. Per studiare
quests ipotesi si intervista wn campione di 16 elementi di entrambe le categorie, scelti
a caso tra i laureati del 1993. I rsultati dell’inchiesta sono wna media campionaria di
4?' 700 dollari con una deviazione standard campionaria di 2 400 per i primi, e 46400
di media con 2200 di deviazione standard per i secondi. Confermeresti I"opinione del
docente? Quanto vale il p-dei-dati?

Ifl un laboratorio sperimetale si sta studiando un metodo {A) per produrre benzina a par-
tire dal petrolio greggio. Prima di completare Ia sperimentazione, viene individuato un
Duovo metodo di produzione B. Essendo comparabili tutti gli altri fattori, si decide che
si abbandonerebbe il metodo A in favore del metodo B solo se il réndimento medio si
d.}mt?stra_sse chiaramente piii alto. Si suppone che il rendimento dei due metodi abbia
distribuzione normale; le deviazioni standard vere non sono state ancora ottenute per
mancanza di tempo, ma non sembra ci siano motivi particolari per non assumerle uguali.
Gli a?tl costi impongono limiti severi all’ampiczza dei campioni che POSSONO essere ot-
tenuti. Se non ci si pud permettere un livello di significativiti meno stringente dell’ 1%,
f:he cosa consiglieresti, basandoti sui campioni aleatori seguenti? Le cifre rappresentang
il rendimento in percentuale di petrolio greggio.

A I 232 266 244 235 226 257 255
B I 257 277 262 2719 250 214 261

E.stato condotto uno studio su come le abitudini alimentari delle donne si modifichino tra
I'inverno ¢ ["estate. Si & tenuto sotto osservazione un campione aleatorio di 12 fermmine
durante il mese di lugtio, misurando tra le altre cose quale percentuale deile calorie da
loro assunte provenisse dai grassi. Successivamente, osservazioni del tutto analoghe
sono state co¥npiute su un altro campione di 12 donne, nel mese di gennaio. I rsultati
50no riassunti gui sotto.

Luglio [32.2 274 286 324 405 262 294 258 36.6 303 285 320

Gennai0|30.5 284 402 376 365 388 347 295 297 372 415 370

Verifica _l‘_ipote.si che la percentuale media di calorie ricavate dai grassi sia la stessa in
emmmb; 1mesi. Usa (a} il 5% di significadvita e (b) I’ 1% di significativita.
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35, Per studiare le abitudini di caccia dei pipistrelli, 22 esemplari sono stati muniti di un
segnalatore, e monitorati via radio. Di questi 22 pipistrelli, 12 erano femmine e 10 erano
maschi. Nell’esperimento sono state misurate le distanze percorse (in metri) tra un pasto
e il successivo, ottenendo 1 dati riassunti nella tabella seguente,

Pipistrelli fernmine Pipistrelli maschi
n=12 m=10
X =180 Y =136
Sy =92 7 ) S, = 86

Verifica con un livello di significativita del 5%, 'ipotesi che la distanza media percorsa
tra i pasti sia la stessa per maschi ¢ femmine. '

36. 1 dati seguenti sono stati ottennti da una comparazione tra le tracce di piombo contenute
nei capelli presi da individui morti tra il 1880 e il 1920 e il contenuto di piombo negli
adulti di oggi. T dati sono espressi in microgrammi (10~% g).

1880-1920 Oggi
Ampiezza del campione 30 - 100
Media campionaria 48.5 : _ 26.6
Deviazione standard campionaria 14.5 12.3

(a) ¥ vero che questi dati provano all’ 1% di significativita, che il contenuto medio di
piombo nei capelli dell'uomo & oggi minore di guanto fosse negli anni tra il 1880
eil 19207 Chiarisci bene quali sono I'ipotesi nulla e quella alternativa.

(b) Qual & il p-dei-dati di questo test?

37. I pesi in libbre per dei campioni di neonati appartenenti a due contee adiacenti nella
Western Pennsylvania hanno fornito i seguenti valori: :

n=2353 21,...44
X =69 ¥=12
§2=52 5t =49

Costruisci un test per verificare I'ipotesi che il peso medio dei neonati delle due contee
sia lo stesso. Quanto vale il p-dei-dati?

38. Risolvi nuovamente il Problema 34, questa volta con 1" assunzione che le 12 donne mo-
nitorate fossero le stesse in entrambi i mesi, e che i due dati di ciascuna colonna si

riferiscanc alla stessa donna.

39, A 10 donne incinte & stata somministrata una iniezione di pitocina (una forma sin-
tetica dell’ossitocing) per stimolamme il travaglio. Le pressioni sanguigne sistoliche
immediatamente prima e dopo la somministrazione sono state: ’

A
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Paiete | 1 2 3 4 5 § 71 § 9 19
Prima 134 122 132 130 128 140 118 127 125 142
Dopo 140 130 135 126 134 138 124 126 132 144

Ti senlnbra che i dati indichino che I’iniezione provochi un cambiamento della pressione
sanguigna? ' '

40, Una questioye di interesse medico & se fare jogging porti a un miglioramento della fre-
quenza cardiaca a riposo. Per verificare questa ipotesi, 8 volontari che non hanno mai
fzft'to questo tipo di esercizio fisico hanno accettato di iniziare un programma di un mese
di jOgnglg. Alla fine si & stati in grado di confrontare la frequenza cardiaca a riposo prima
e dopo il mese di pratica. Se i dati sono quelli riportati qui softo, possiamo concludere -
che questo tipo di esercizio abbia modificato ls frequenza cardiaca media a riposo”?

Sopgéto _ | 1+ 2 3 4 5 6 7 38
Frequenza cardiaca precedente 4 B6 98 102 78 84 79 70
Frequenza cardiaca successiva 70 85 90 110 71 30 69 74

41. Sia X B .:Xg_, s X un campione provcnientc;. da una popolazione normale di parametri
Incogniti 4 e o, Costruisci un test ad un livelio o di significativit per verificare Vipotesi -

Hy: 0 < a?
in alternativa a .

H:0*>a}
per un valore positivo assegnato 0. - .

42, Con 'rifc:.ﬁmento al Problema 41, spiega come andrebbe modificato it procedimento se la
media di popolazione p fosse nota.

43. E stata di recente sviluppata una “pistola” senza aghi che dovrebbe sostituire le siringhe
nel sqmm*nistrare I vaccini. Questo strumento pud essere settato per iniettare diverse
qqanut.i di liquido, ma a causa delle fluttuazioni casuali, il valore esatto & una variabile
aleatoria con media pari al valore stabilito ¢ varianza o incognita. B stato deciso che lo
strumento sarebbe da considerarsi troppo pericoloso se o fosse pit grande di 0.10, e si &
‘r)n:)s{;lrato un campione di 50 iniezioni, trovando una deviazione standard campionaria di

(@) Al10% di significativiti cosa si deciderebbe?

(b), Spiega secondo te quale sarebbe it livello di significativita piti indicato per questo
problema, e quale dovrebbe essere I'ipotesi nulla.

- 44, I{ua casa farmaceutica produce un certo farmaco in dosi che risultano avere una devia-
Zione standard di 0.5 mg. 1 settore di ricerca’e sviluppo dell’azienda ha sviluppato un
nuovo metodo che, con un costo maggiore, dovrebbe permettere di diminuire tale valore
Cn?ns1derati i pro e i contro si decide di adottare'il nuovo metodo solo se vi sard una forte;
ewdcpza che la deviazione standard di una dgse sia divenuta minore di 0.4 mg. Se un
campione di 10 dosi mostra i pesi seguenti, 2 if caso di adottare il nuovo metodo?
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572.8 5722 5727 571.8 5723 573.1 5717.9 5724 572.6 5722

45, La produzione di grossi trasformatori eletirici e condensatori richiede I'impiego di so-
stanze tossiche (e PCB), molto pericolose quando vengono disperse nell’ambiente. Si
vogliono confrontare due metodi per misurare il livello di PCB nel pesce di . lago .

nelle cni prossimith vi & un impianto di grande dimensioni. Si pensa che ciascun me-
todo produca misurazioni con una sua propria distribuzione normale. Verifica al 10%

di significativita I'ipotesi che le relative varianze siano uguali, avendo a disposizione 8

misuraziont eseguite con ciascun metodo su uno stesso pesce:

Metodo1} 62 58 57 63 59 61 62 57
Metodo2|-63. 5.7. 59 64 58 62 63 55

46, Nel Problema 28, verifica se le popolazioni possono avere la stessa varianza.

47, Siano X, X5,..., Xn e Y1, 15,..., ¥ c'ampioni indipendenti- provenienti da due po-

polazioni normali con varianze o2 e o

verificare I’ ipotesi

2

y Tispetiivamente, Costruisci un test statistico per

Hy:ol < 03 contro Hy :al> o‘i

48. Lo spessore del rivestimento superficiale (interno ed esterno) per dei sacchetti di carta

cerata, ha distribuzione normale. -Vi sono ragioni per credere che vi sia una maggiore

. variabilitd nel rivestimento interno che in quello esterno. Si realizzano 75 osservazioni

raccogliendo i dati seguenti (in unita di peso su unit di superficie),

Superficie esterna Superficie interna
T == 0.948 7= 0652
> a?=91 Y =82

Costruisci un test al 5% di significativitd per stabilire se la variabilitd dello spessore
interno possa ritenersi maggiore di quella dello spessore esterno.

49. In un celebre esperimento per determinare I’efficacia dell”acido acetilsalicilico nella pre-

venzione degli infarti, 22 000 vomini di mezza etd vennero divisi casualmente in due
gruppi, e fu loro somministrata una dose giornaliera del farmaco o di un placebo. Quan-
do I'esperimento venne concluso erano stati colpiti da infarto 104 uomini nel grappo
principale ¢ 189 in quelio di controllo. Usa questi dati per vagliare I"ipotesi che I'as-
sunzione preventiva di questo principio attive non modifichi la probabilita di subire un
infarto.

50, Nello studio svolto nel Problema 49 risultd che 119 uomini del gruppo principale e 98 di

quello di controllo subirono un ictus celebrale durante lo stesso periodo. Questi valori so-
no abbastanza diversi-da mostrare un’influenza dell’ acido acetilsalicilico sull’ occorrenza
degli ictms?

51. Tre agenzie di stampa indipendenti stanno conducendo sondaggi per determinare se pill

della meth della popolazione sia favorevole alla proposta di limitare il traffico veicolare

N T
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52

53.

55

56.

7.

nel centro cittadino. Tutte e tre desiderano scoprire se vi sono elementi a sufficienza per
poter dire che i favorevoli sono pill della meti. Di conseguenza le ipotesi scelte sono in
ogni caso .

Hy:p<05 contro H :p>05
dove p indica la percentuale di cittadinanza favorevole all'iniziativa.

{a) La prima agenzia ottiene 100 risposte, 56 delle quali sono favorevoli. Si pud
rifintare al 5% di significativith I'ipotesi che i favorevoli non siano pit della meta?

{b) La seconda agenzia ottiene 120 risposte, 68 delle quali sono favorevoli. Si pud
rifiutare al 5% di significativita I'ipotesi nulla?

(c) La terza agenzia ottiene 110 risposte, 62;delle quali sono favorevoli. Si pud
rifintare al 5% di significativita I'ipotesi nulla?

(d) Se le agenzie mettessero in comune i loro dati, avrebbero un campione di 330

intervistati, 186 dei quali favorevoli all'iniziativa. Si potrebbe rifiutare al 5% di
significativita I’ipotesi nulla?

Secondo dati ufficiali del governo, nel 1990 il 25.5% della popolazione adulta americana
era composto da fumatori. Una ricercatrice ha di recente sostenuto che questo dato &
in crescita, e per supportare le sue affermazioni ha campionato 500 individui da questa
popolazione, scoprendo che tra loro i fumatori erano 138. Si pud confermare la sua

- convinzione al 5% di significativita?

Un servizio di ambulanze sostiene che almeno il 43% delle chiamate che riceve riguar-
da casi di vita o di morte. Per verificare questa ipotesi, si seleziona un campione di
200 chiamate tra quelle in archivio e si trova che 70 di esse riguardavano emergenze
possibilmente mortali. Decidi se 1'ipotesi fatta & confermata dai dati ad un livello di
significativitd (a) del 5% e (b) dell’ 1%.

. Si sa che un certo farmaco molto usato & efficace nel 72% dei casi in cui viene impiegato

per curare delle infezioni. E stato ora sviluppato un farmaco alternativo che si 2 mostrato
efficace in 42 casi su 50. Questi dati sono abbastanza rilevanti da dimostrare con il 5%
di significativitd che la nuova sostanza sia piu efficace di quella vecchia? Calcola il
p-dei-dati. :

Risolvi il Problema 54 con un test basato sull’approssimazione normale della distribu-

. zione binomiale,

11.1 un sondéggio effettuato recentemente negli Stati Uniti, 54 intervistati su 200 hanno
dichiarato di possedere un’arma da fuoco. In una indagine molto similé condotta in pre-
cedenza erano invece stati 30 su 150, E possibile che non vi sia differenza neila percen-

tuale della popolazione che possiede un’arma e che questo risultato sia esclusivamente
dovuto ad oscillazioni casuali?

Siano X e Xz due variabili aleatorie binomiali indipendenti, con parametri (n;,p;) e
(2, p2). Costruisci un test statistico con lo stesso approceio di quello di Fisher-Irwin,
per le ipotesi o

contro

Hy:p<m H:pm>p
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58. Verifica i passaggi che portano all'Equazione (8.6.8).

59. Siapo X ¢ X due variabili aleatorie binomjali indipendenti, con parametri (n;,p)

e (nz, ;). Mostra che quando-n; en, sono grandi e si & interessati allipotesi nulla

Hy : p1 = po, si pud ottenere un test approssimato ad un livello di significativita o nel
modo seguente:

|25'.L
> zg
J n|+n1 m-]—nz )(

si rifiuta H, se

Suggerimento:

(a) Chiarisci perché quando n; e nz sono grandi, la variabile aleatoria

- % —(p—p)
pr(l—p1) nll-p)
m + iz

ha distribuzione approssimativamente normale standard.

{b) Mostra che quando H;, & valida, e quindi p; = p,, il loro comune valore pud essere
stimato in maniera ottimale con la statistica

X+ X,
m+n

&

Risolvi il Problema 56 impiegando il test approssimato del Problema 59.

Molti malati di cancro devono confrontarsi con la decisione se ricorrere alta chirurgia o
alla redioterapia per carare il loro male. Un’informazione che pubd aiutarli a decidere 2 la
percentuale di sopravvivenza dopo cinque anni per i due tipi di trattamenti. Si & perd sco-
perto che — sorprendentemente — la decisione presa sembra essere influenzata a seconda
se viene comunicata la percentuale di sopravvissuti o guella di deceduti (anche se il si-
gnificato delle cifre  Jo stesso). Ad esempio, in un esperimento un gruppo di 200 malati
di tumore alla prostata & stato diviso in due gruppi di 100. Ai primi ¢ stato comunicato
che con un intervento chirurgico la percentuale di sopravvivenza dopo cinque anni era
del 77%; ai secondi che la percentuale di decessi era del 23%. Le informazioni date sulla
radioterapia sono invece state Je stesse. Sapendo che 24 pazienti del primo gruppo e 12
del secondo hanno deciso di sottoporsi all’intervento chirurgico, che conclusioni trai?

61

62. Verifica I'ipotesi che il numero medio di terremoti all’anno su una certa isola sia 52,
sapendo che negli nitimi 8 anni ve ne sono stati

46 62 60 58 47 50 59 49

Usa il 5% di significativita, supponi che la distribuzione sia di Poisson.e spiega il perché
di tale assunzione.

63. La Tabella 2.6 di pagina 44 riporta il mumerc di incidenti aerei mortali all’anno e il

numero dells vittime, per i voli commerciali effettuati negli Stati Uniti nei 16 anni che

b3
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vanno dal 1980 al 1995. Determina se al: 5% di significativitd questi dati confutano
Vipotesi che il numero medic di incidenti all’anno sia maggiore o uguale al 4.5%, Qual

:uil p-dei-dati? (Suggerimento: Prima fonnula un modello per il numero di incidenti
anno.) - ' :

64. I due campioni seguentl provengono da popolamom di Poisson di media A, e Az Verifica
Yipotesi che A; =

Campionel |24 32 29 33 40 28 34 36
Campione 2 | 42 36 41
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9.1 Introduzione

Mol problemi dell’ingegneria e della scienza hanno a che fare con la determinazione
delle relazjoni tra due o piit insiemi di varjabili. In un processo chimico, per esem-
pio, 2 interessante studiare le dipendenze tra la quantiti di catalizzatore impiegato,
la temperatura e il rendimento. La conoscenza di queste relazioni ci consentireb-
be di (predire)il rendimento per dmm di
catalizzatore. :

Le situazioni pit comumni prevedono una singola variabi@: lil risposta, ¢ un
“certo numero di variabili z;, 3, . . . , z, dififigressa (o difinpuf). I! modello suppone
che la risposta sia in funzione degli ingressi; per ques “anche detta variabile
dipendente, mentre le @sono le variabili indipendenti. La pid semplice relazione che
& possibile immaginare & quella lineare; essa si presenta quando per delle opportune
costanti F, 81, . . ., G vale I'equaZzione

| Y=o+ hmi++ Bz | ©.L1)
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Se la relazione che lega le variabili fosse questa sarebbe possibile (una volta scoperte
le 3;), predire esattamente la risposta per qualunque combinazione delle variabili di
ingresso. In pratica comunque questo livello di precisione non pud essere raggiunto,
e il massimo che ci si pud aspettare & che I’'Equazione (9.1.1) sia valida salvo per un
errore casuale. Con questo intendiamo che la relazione concreta &

Y=0G+/ho1+ -+ 5z +e (9.1.2)

dove e, che rappresenta I’errore casuale, si suppone essere una variabile aleatoria
di media nulta. In effetti un secondo modo per esprimere I'Equazione (9.1.2) & il
seguente:

EY|z] = fo+ frzy + - - + Brzs _ (9.1.3)

dove © = (x1,%2,..., %) & il vettore delle variabili indipendenti, e E[Y|x] denota
il valore atteso della risposta, condizionato all'ingresso . -

L'Equazione (3.1.2) & chiamata equazione di regressione lineare; diciamo che
essa esprime la regressione di Y rispetto alle variabili indipendenti xy, zs, ..., z,.
Lecostanti So, 51, . . - , By sono dette coefficienti di regressione, e vanno normalmente
stimati a partire da un campione di dati. Un’equazione di regressione si dice semplice
se r = 1, e quindi vi & una sola variabile indipendente; negli altri casi si parla di
regressione multipla.

Un modello lineare semplice presuppone quindi una relazione lineare tra la ri-

sposta media e il valore di una singola variabile indipendehtg . L’eq_u.z;zione di
regressione diviene percid v e
Y=a+p8zx+e (9.1.4)

Esempio 9.1.1. Per¢ = 1,2,..., 10, consideriamo le 10 coppie di valori (z;, ;),
che legano ¥ (il rendimento percentvale di un esperimento di laboratorio), a = (la
temperatura a cui & stato condotto I'esperimento):

i | 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
5 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190
% 45 . 52 54 63 62 .68 15 16 92 @SQQ

Quello rappresentato in Figura 9.1 & un diagramma di dispersione delle coppie di
dati raccolti. In pratica, si tratta di tracciare un segno per ogni coppia, con le due
coordinate pari ai valori di z e y rispettivamente (si veda anche guanto detto a pro-
posito di statistica descrittiva nella Sezione 2.6). Poiché il grafico mostra, a meno di
errori casuali, una relazione lineare tra ¢ e x, sembra che la scelta di un modello di
regressione lineare sia in questo caso appropriata. g
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Figura 9.1  Diagramina di dispersione.
9.2 Stima dei parametri di regressione

Suppf)niamo di osservare, periche vadalan, le risposte Y; corrispondenti a certi
valori di ingresso z;, e di volerle usare per stimare ¢ e 3 in un modello di regressione

7 lineare semplice. Se A e B sono gli stimatori cercati, allora A + Bz; & lo stimatore

della risposta comispondente all’ingresso z;. Poiché 1a risposta realmente ottenuta
con quel livello di ingresso & ¥, la quantita (Y: ~ A — Bx;)? rappresenta il quadrato
della differenza tra predizione ¢ valore osservato, e quindi dovrebbe idealmente es-
sere res pid piccola possibile. Denotiamo con@a somma dei quadrati degli scarti
tra risposte stimate ¢ reali: S T

88:= 3 (Yi— A- Bz;)? . (921
0

1 me.todo deifminimi quadmu}/ consiste nello sccglierc come stimatori di € /3 i due
valori A e B che minimizzano SS. Per calcolarli, deriviamo S rispetto ad A e B:

ass n '
2L =-—2Z|3(Y.--—f4—3xi)

-n i
= —22:1:;(}?.— A-— Bti) )

=1

858
dB
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Per cercare i punti critici di 55, ed in particolare il minimo, occorte uguaghare a zerd
le due espressioni, ottenendo il sistérna -

ZY —nA—l-BZ:x:t

=t n 9.2.2)

Zmi}’:; = AZCC,‘ +BZw3
i=1 Ci=d i=1
Le (9.2.2) sono dette equazioni normali. Se si pone
= 1 .1
= E ; Y; e . I .= E Z Ty

la prima equazione normale diventa

A=Y -~ B%

Sostituendo questa formula al posto di A nella seconda otteniamo
Y ¥ =(Y - B#)nz+ B o}
i : i

ovvero :
B(Z:r% - n:T:z) = Za:,-}’,- —niY

da cui si ricava che

Quanto detto prova |’ enunciato seguente.

Proposizione 9.2.1. Gli stimatori dei minimi quadrati di 3 ¢ corrispondenti alle

variabili z; e ¥;, 4 = 1,2, ..., n sono rispettivamente,
B = D m.Y. IE Y;
P : 9.2.3)
A=Y - Bz

Larettay = A + Bz & la stima della retta di regressione, ovvero la retta che
interpola' meglio i dati. 1 Programma 9.2 calcola gli stimatori dei minimi quadrati
A e B, e fomisce altre statistiche la cui utilita sara chiara nelle prossime seziomi.

U Un termine di derivazione inglese usato anche in italiano & fif, che pud essere tradotto con intet-
polazione. Possiamo dire ad esempio che larettay = A + Bz 21l migliore fit lineare dei dati.
[N.4T]

L .‘t}':'w, ;.
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Stima delia retta
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Figura 9.2 Diagramma di dispersione dei dati dell’Esempio 9.2.1.

Esempio 9.2.1. 1l materiale grezzo usato per la produzione di una particolare fibra
sintetica & immagazzinato in un ambiente che non dispone di controllo dell’umi-
dith. Per 15 giorni vengono prese misurazioni abbinate defl’'umiditd atmosferica e
dell’acqua assorbita dal materiale, ottenendo i risultati segnenti (in punti percentuali),

Umidith atmosferica |46 53 29 61 36 39 47 49 52 38 55 32 57 54 44
Acqua assorbita |12 15 7 17 10 11 11 12 14 9 16 8 18 14 12

Questi dati sono rappresentati neila Fignra 9.2. Per calcolare gli stimatori dei
minimi quadrati e la stima della retta di regressione utilizziamo il Programma 9.2,
ottenendo la schermata che compare in Figura 9.3. a

9.3 Distribuzione degli stimatori

Se fino ad ora & stato sufficiente supporre che gli errori casuali avessero media nulla,
per ottenere la distribuzione degli stimatori A e B & necessario fare delle assunzioni
ulteriori. 11 punto di vista comune & di ipotizzare che essi siano normali indipendenti
di media nuila e varianza costante o2. Di conseguenza, se peri = 1,2,...,n,Y;¢la
risposta data ail’ingresso x;, supporremo che Y, ¥;, . .., ¥}, siano indipendenti e che

Y ~ N (o + Bzi,0%) | , (9.3.1)
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The least squares estimators are as follows:
a= -251 Average x value = 46.13

h= 032 Sum of squares of the x values = 332120

The estmatod vegression Bineis Y = -2.51 + 0.32x

100
80
| sev1= m6.2

60 Slvx) = 1287.73
o ,.-/ S[Y.Y] = 147.6

/f S5 = 13.08
2t L ®
. e
. EE E I E

Figura9.3  Regressione lineare semplice per 1’Esempio 9.2.1.

Si noti che stiamo confidando in particolare nel fatto che la varianza dell’errore ca-
suale non dipenda dal livelio di ingresso. 1l valore di ¢? non si assume noto e pud
anzi essere stimato a partire dai dati.

Possiamo riscrivere B, lo stimatore dei minimi quadrati di /3, come

B— >ilzi —E)Y;
SR - ni?
it
scoprendo cosi che esso & in effetti una combinazione lineare delle variabili aleatorie

normali € indipendenti Y}, ¥3, ..., Y;, e quindi ha anch’esso distribuzione normale.
Ne calcoliamo i parametri.

pi) - Ziw — BV

{9.3.2)

s usando la (9.3.2) e la linearith
_L (“"Z‘_:)_(‘i;ﬁm‘) - per 1a (93.1)

9.3 Distribuzione degli stimatort = 34;

_ay(z-2)+BY, m,(m,—m)

21 -Tf - ﬂ"""-"2
0 xi — BEY ;% ' ; _
== ﬁ)%:iml - f;zzi ==5 perché 3 (z; — £) =

Quindi E[B] = 3, e di conseguenza B & ung stimatore non distorto.

Vi {z; — E)Y; i
- Z.( (Em';zjlz :;(ZY‘) per I'indipendenza
— a* Yilzi ~ 8)? |
B (2 zf ~ nz?)?

a2

per la (9.3.2)

,? — nE?
dove I"ultimo passaggio segue dall’identita -

n .

Z(m,- — ) :Z z? —nz’

che abbiamo usato piti volte ed & oggetto della Proposizione 2.3.1 di pagina 26.

Passando alla distribuzione di A, visto che B & una combmazmne lineare d
n.yv,.. Y,e A si pud scrivere come

A= H,ZY}—B:T:
T

segue che anche A & una combinazione lineare di variabili aleatorie normali e
indipendenti, e quindi ha distribuzione normale. Quali sono i suoi parametri?

E[A) = ZE[Y] ZE[B]

= HZ(ﬂH—ﬁxi) —-zf

=a+pE-Ef=a

Percid anche A & uno stimatore corretto. La varianza pud essere ottenuta esprimen-
do A come combinazione lineare di ¥, Yz, ..., Yy, applicando le proprieta dell:
varianza. Il risultato (i-cui dettagli sono lasciati come esercizio) & che

Vgr(A) =- (Z, o _2) (933
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Volgiamo ora la nostra attenziohe alle quantitd Y; - A— Bx;, peri = 1,2,...,n,
che rappresentano le differenze tra le risposte osservate (le Y;) e i loro stimatori dei
minimi quadrati (ovvero, A4 Bx;), e sono chiamate i residui. La somma dej quadrati

dei residui
n

SSk = S (Y A— Bzt 039

i=l1

pud essere usata per stimare la varianza degli errori, 0. Si pud in effetti dimostrare
che i
S5
— 9.3.5
) X;r".—z ( )

¢ inoltre SSp & indipendente da A e B. 1l fatto che SS'R/02 abbia distribuzione
chi-quadro con n — 2 gradi di libertd implica tra le altre cose che

E[gf] =n—2  equindiche E{Sg“]z'az
o n—e

Cosi che SSg/ (n.. —2)e uno stimatore non distorto del parametro incognito o?.

Osservazione 9.3.1. Anche se non dimostreremo che SSp/o? @ una chi-guadro
con n — 2 gradi di libertd indipendente da A e B, vogliamo giustificarne bre-
vemente la plausibilitA. Siccome le ¥; sono normali indipendenti, si ha che le
(Yi — E[Yi])/+/ Var(Y:) sono normali standard indipendenti, e quindi la somma dei
loro quadrati ha distribuzione x2:

Z": (Yi—a—Ba)? _ Z": i B)® o (93.6)

2 3

=1 o o Var(Yy)
Se in tale espressione sostituiamo a e 3 con i rispettivi stimatori A e B, si ha un
tisultato analogo a quanto accadeva sostituendo nell’equazione

s (X — p)? 2
> o2 T Xn
=1 .

lo stimatore X al posto di u. In quel caso si perdeva un grado di liberta, ottenendo
che

S? (X -X)?

;(n—1)=z(~—;2—)—~x3._1
. . i=1 )

valeva inoltre I'indipendenza di 5% e X. Qui 552 /o2 si ottiene sostituendo due sti-

matori nell’Equazione (9.3.6), non stupisce quindi che si perdano due gradi di libert3

¢ che S5, A e B siano indipendenti.
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Dovendo trattare con diverse somimatorie, @ di grande utilitd sviluppare una
notazione sintetica. Poniamo allora (Lo _studen_gq giustifichi le uguaglianze.)

et '»
’ T

Sy = Y@ — D)(Gi-T) = 3 ek - na¥

i=l i=l1

Seg 1= i(m; -z = i z? — nz? (9.3.7)

i=1 =1

Syy = Zn:(yi —¥)P= in —n¥’

i=l . i=1
Gli stimatori dei minimi quadrati possono essere sinteticamente espressi tramite
B A=YV -Bz (9.3.8)
Izz
Si pud ottenere anche una formulazione compatta per SSg, la somma dei quadrati dei
residui. Vale infatti I'equazione:

o
59 = S ~ By ©39)
rr

La seguente proposizione riassume i risultati della sezione.

Proposizione 9.3.1. Nell'ipotesi che le risposte ¥;, i = 1,2,...,n siano normali
indipendenti con media o + Az; e varianza o2, gli stimatori dei minimi quadrati per
B e a sono

Sey = -
== A=Y - Bz
B 5.,
e hanno distribuzione ,
: o? 022@?)
BN (057) A (g

Se inoltre denotiamo con

S5k 1= ) (Yi— A— Bz}’

i=1
la somma dei quadrati dei residui, essa pud essere calcolata tramite la formula

S:r:a: SYY ™ Hay

= =g~
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] 1 I ] ] l I
12 14 16 .18 20
X

hu'!
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=t

Figura94  Interpolazione lineare dei dati dell’Esempio 9.3.1.

ha distribuzione
$R 2

—
a2 Xn—2

¢ infine 5SSk, A e B sono indipendenti.

Il Programma 9.2 del software abbinato al libro permette di calcolare A, B come
anche %, 3. 22, S22, Syy, Syy e SSg.

Esempio 9.3.1. I dati seguenti mettono in relazione %, la percentuale d’acqua durante
la lavorazione di un certo materiale, con Y, la densita del prodotto finito.

% | 5 6 7 10 12 15 18 20
% | 74 93 106 154 181 222 241 248

Si trovi una retta che interpoli questi dati e si determini il valore di SSg.

Un grafico dei dati con la stima della retta di regressione compare in Figura 9.4.
I coefficienti di .quest’uitima sono stati trovati eseguendo il Programma 9.2, che
fornisce anche il valore di SS. La schermata & riportata in Figura 9.5. ' O

9.4 Inferenza statistica sui parametri di regressione _

Grazie alla Proposizione 9.3.1, costruire test statistici ¢ intervalli di confidenza per i
parametri di regressione diventa una questione relativamente semplice. '
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The loast squarns sstimatoss ase as follows:
a= 2486 Avaiage x value = 11.63

b= 121 Sum of squares of the x vakues = 1303.0

The utlnaled requession Bneis YW = 2.46 + 1.21x

200 —
150 / SixY) = 267.66
// Sixx}= 221.88
100 SIY.¥)= 33237
/ S§5_ = 9.47
.50 /"‘ R
I 100 W

Figura9.5  Regressione lineare semplice per I’Esempio 9.3.1.

9.4.1 Inferenzasu 3

Una ipotesi che & molto importante verificare, riguardo il modello di regressione
lineare semplice

i

Y =a+pX +e
& I'ipotesi che 3 sia pari a zero. Questo rolo privilegiato & dovuto al fatto che se

B = 0 la risposta nen dipende da]l"ingressor,_ ovvero non vi & correlazione tra le due
variabili. Per verificare

Hy:8=0 contro Hi:p#0
notiamo dalla Proposizione 9.3.1 che
B-EBl _ B—p
VVar(B)  0/vS.

~ N (0,1) ' (94.1)
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e inoltre tale variabile aleatoria & indipendente da
, SSe

- ~ Xi-—z
Percid dalla definizione di distribuzione t segue che
B-g [o¥n—-2) [(n-=2)
U/V S:1::::: SSR S5g

Abbiamo in tal modo individuato una statistica per il test che ci interessa; essa ha
distribuzione ¢ con n — 2 gradi di libertd. Quando I'ipotesi nulla & valida, 5 = O e
quindi

St B _Bmtas  (942)

(-~ 2)8z
S5r

Questo ci porta a definire la seguente regola che permette di verificare le ipotesi di
nostro interesse ad un livello di significativita ~y:

. 7. (n —2)Sus
si rifiuta Hy se ”_S_S'E—IBI >txna (9.4.3)

si accetta H,, negli altri casi

Si pud anche procedere calcolando il valore v assunto da +/(n ~ 2)5,,/55|B|, e
rifiutando quindi #, se il livello di significativith & maggiore o uguale a

Bty 2 -

p-dei-dati = P(|T, | > v)
' = 2P(Tn_2 > ‘U) A (9.4.4)

dove T}, ha distribuzione £ con . — 2 gradi di libertd. Questa probabilita pud essere
ottenuta impiegando il Programma 5.8.2a del software del libro.

Esempio 9.4.1. Un tale 2 convinto che il consumo di carburante della sua vettura
non dipenda dalla velocita di guida, ma solo dalla distanza percorsa. Per verificare se
questa ipotesi sia plausibile, si misurano i consumi delI’automobile a diverse velociti

tra le 45 e le 70 miglia orarie. Le miglia percorse con un gallone di carburante sono
state le seguenti, ‘ '

Velocita | 45 50 55 60 65 075

Miglia con un gallone I 242 25.0 233 220 215 20.6 19.8

Questi dati confermano 1I'idea che 1a velocita non influenzi il consumo di carburante?
Supponende che un modello di regressione lineare semplice

Y=a+pPz+e
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leghi le miglia ¥, percorse con un gallone di carburante, alla velocita di percorrenza
z, Uipotesi fatta che z ¢ ¥ non siano legate & equivalente a dire che 5 = 0. Per
stabilire se i dati sono abbastanza forti da negaré questa ipotesi, occorre sceglierta
come ipotesi nulla. Verifichiamo percid

Hy: =0 contro H:8#£0

Per valutare la statistica del test, calcoliamo Szz, Syy € Syy. Un rapido conto
manuale stabilisce che

Szz = 700, Syy = 21.757, Sey = —119
1 valore di 55 pud essere determinato usando 1’Equazione (9.3.9),

_ 1102
SS'Rﬁ7OOXZ1'7S7 119 ~ 1.527

700 ' ——

mentre per B, si trova
B = 8oy /Sex = —119/700 = —0.17
int modo tale che il valore della statistica di questo test &

| — 0.17|+/5 x 700/1.527 ~ 8.139

Dalla Tabella A.3 dell’ Appendice, si ricava che tpo0ss ~ 4.032, quindi l’ipotes‘%
nulla va rifiutata all’1% significativitd. Concladendo, I’affermazione che i consumi

* della vettura non dipendano dalla velocitd & decisamente confutata dai dati, vi sono

anzi prove a sufficienza per stabilire che i consumi aumentano con la velocita. O
Dall’Equazione (9.4.2) si possono anche ricavare gli intervalli di confidenza per
3. 1nfatti, per ogni v appartenente ail’intervallo (0, 1), si ha che

n—2}8
P(—-t%’nuz < L—S'S,"r'){‘—mi(B - ﬁ) < t%,n—l) =1-7

o equivalentemente,

- [ S8 ' | S5k )
P(B—-t:{_"ﬂ_z. ﬁg;<ﬁ<.8+t%’n_2' m =1‘_7

in tal modo un intervallo che contiene 3 con livello di confidenza 1 — -y & dato da

| (B"t*'"‘z' m-28n DthHe2 oo, 043
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Osservazione 9.4.1. £ bepe notare che anche se abbiamo dimostrato che

con ni — 2 pradi dj liberts,

 Esempio 94,2, Con riferimento all’Esempio 9.4.1, s calcoli un intervallo di
confidenza al 95% per i1 parametro 3.

Siccome tooass = 2.571, si deduce dai calcoli fatti in quell’esempio che
Pintervallo cercato & dato da

1.527
—~0.170 £ 2.571 3500 ~ —0.170 £ 0.054

E quindi abbiamo il 95% d; confidenza che 3 sia compreso fra ~0.224 & —0;116, O

94.1.1 Regressione alla media

con questo che i figli di individui cop caratteristiche eccezionalmente alte o basse
tendono ad essere piit neila media dei loro genitori, '

Se assumiamo che vi sia una relazione lineare tra jj valore della caratteristica in
esame per il figlio (V) e per il genitore (z), si avrl una regressione verso la media
ogni volta che che il Parametro 5 & compreso tra e |, Ovvero, se

Y=o+ gz e y==x

che mostrano chiaramente come 1a prima stia sopra la seconda per valori piccoli di z
mentre accade il contrario per valori grandi di . :
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_ : 68. 0 T 74
‘Padre | 60 62 64 65 66 &7

7
x *®
0
x —
3 —_
E L
8 65 )
x
60 4
55 T : —T g T 7r5
5 60 : 65 70
5 -
Statura padre
Figura 9.6 Diagr:;nima di dispersione delle stature dei figli rispetto a quelle dei
padri. : .

;- 674 683 701 70
Figlio | 636 652 66 655 669 -67.1

i a di dispersi esti dati. Si noti che
i 9.6 mostra un diagramma di dispersione per qu st d
ancfrl_;aszlflmgiaﬁco mostra che padri alti tendono ad avere figli alti, sembf; 3,11:11;:
i i figli di i “alti o bassi tendano a essere piti “n
i e come i figli di padri estremamente: al _ \« _
$:ld(1::f’ dei loro giniton'. sembra quindi esserci davvero una “regressione verso la

odia”. ' o N
i Se questo sia confermato anche quantitativamente dai dati sara chiaro verificando
Hy:82>1 coniro H:8<1

0, in maniera equivalente, _

Hy:8=1 contro H:g<1
Procediamo come in precedenza notando che per 1’Equazione (9,4.‘2), quando 8 = 1,
la statistica del test, che denotiamo con D.;,!'

Dy = AY SS:na:/'SS'R(B - 1)
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y :
72 T N | i L
70 — x -J

o B : / * =

E" x

g 66 x m

E * ;

3
64 —
62 [~ -
60 I | { 1 L | N

60 6 64 6 6 70 12 74
Statura padre '

Figura 9.7  La regressione verso 1a media di Galton. Per x piccolo, y > . Perz
grande, y < z.

ha distribuzione ¢ con 8 pradi di liberta. Fissato percid un livello -y di significativita,
il test. dovrebbe rifiutare H,, quando il valore di Dy & abbastanza piccolo (infatti cid si
verifica quando B, lo stimatore di 3, & sufficientemente minore di 1). In particolare,
rifiuteremo I'ipotesi nulla se '

Dy < 1,8

i} Programmé 9.2 fomisce i sq:gucnti valori,
A Ssz/ESR(B - 1) /S 30.3 x (0.46 - 1) ~ '-"16.4

Siccome ty.01,3 = 2.896, otteniamo subito che Dyy < —#0.01,3 € quindi I'ipotesi nulla
che 3 fosse maggiore o uguale a 1 viene rifiutata con 1" 1% di significativitd. In effett,
il p-dei-dati & cireca nullo:

p-dei-dati ~ P(Tg < —16.4) = 0

per cui H; varifintata ad ogni livello di signiﬁcaﬁvitﬁ ragionevole, provando cosi-che
la regressione verso la media & un fenomeno reale (si veda la Figura 9.7).

Una giustificazione biologica moderna del fenomeno della regressione alla media -

dovrebbe basarsi sul fatto che ogni figlio ottiene una selezione casuale di meta dei
geni di ciascuno dei genitori; banalizzando un poco potremmo dire che in questo
modo, il figlio di un individuo molto alto avrd tipicamente meno geni “della statura”
di suo padre. ‘ i
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Figura 98 - Diagramma di dispersione delle vittime nel 1989 rispetto a quelle nel
1988. '

Anche se il principale campo di applicazione della regressione alla media & si-
CHral_nente quello biologico, e in particolare nell’ambito della relazione tra le carat-
teristiche mostrate da genitori e figli, questo fenomeno compare anche in altre situa-
zioi, in particolare quando abbiamo due insiemi di dati che si riferiscono alle stesse
variabili. '

Esempio 9.4.4. I dati della tabella seguente mostrano il numero di vittime di incidenti
stradali in 12 contee degli Stati Uniti nordoccidentali, per gli anni 1988 e 1989.

Contea | t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vittime nel 1988 121 96 85 113 102 118 90 84 107 112 95 101
Vittime nel 1989 | 106 91 101 110 117 108 96 102 114 96. 88 106

Un'occhiata alla Figura 9.8 indica che nel 1989 vi fu nella gran parte dei casi
una riduzione nel numero di vittime per le contee che ne ebbero molte net 1988, e
un aumento in quelle che ne avevano avute di meno. Per verificare se sia in atto un
fenomeno di regressione alla media, eseguiamo il Programma 9.2 ottendo I"equazione
di regressione stimata

y=74.5940.28z
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la quale mostra un valore stimato per  che & effettivamente molto minore di 1.

Occorre essere prudenti nel considerare la ragioni che stanno dietro al fenomeno
di regressione in questo caso, Certamente sembra naturale immaginare che le contee
che ebbero un elevato numero di incidenti nel 1988 siano corse ai ripari con miglio-
ramenti nella sicurezza delle strade e campagne di sensibilizzazione ai pericoli di una
guida imprudente. Si pud pure ipotizzare che le contee che avévano avuto pochi in-
cidenti si siano “adagiate sugli allori” e non si siano sforzate attivamente di tenere
basso il numero di vitiime, ottenendone anzi un certo aumento nell’anno seguente.

Anche se & del tutto possibile che le ragioni espresse siano corrette e che abbiano
giocato un ruolo nei dati in nostro possesso, ¢ importante rendersi conto che si sareb-
be probabilmente notata una regressione verso la media anche sé nessuna delle contee
avesse fatto niente di particolare. Infatti pud accadere che le contee che ebbero un
elevato numero di vittiie nel 1988, attraversassero semplicemente un anno sfortuna-
to. In questo caso una diminuzione per il 1989 indicherebbe solo che vi fu un ritorno
ad un risultato pil normalte. (Per avere una analogia, si pensi di avere ottenuto 9 teste
lanciando 10 volte una moneta. Se si effettuano altri 10 lanci, & piuttosto probabile
che il numero di teste sia inferiore.) Analogamente, le contee che nel 1988 ebbero
poche vittime potrebbero essere state “fortunate”, e quindi un valore nella media nel
1989 sarebbe risultato in un aumento rispetto all’anno precedente.

L'errata convinzione che la regressione alla media sia sempre dovuta a qualche

fattore estemo quando in realth & spesso opera del “caso”, si incontra abbastanza
spesso che & sembrato opportuno darle un nome: viene detta regression fallacy. 0O

942 Ini_'erenza Su &

La determinazione degli intervalli di cbnﬁdcnza e dei test statistici che riguardano il
parametro o §i ottiene in modo analogo a quanto fatto per 3. In particolare si pud
usare la Proposizione 9.3.1 per mostrare che

n{n — 2)S;;

SR (A—a) ~ g2 (9.4.6)

di cbnseguenza, ad un livello di 1 — ~y, Iintervalio di confidenza bilaterale & dato da

| SSp - ¥, 7
A+ trnz- m @47

I test statistici che riguardano o si ottengono facilmente a partire dall’Equazio-
ne (9.4.6) e la loro costruzione & lasciata come esercizio.
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9.4.3 Inferenza sulla risposta media o + AX

Una questione certamente interessante 2 Mitilizzo delle coppie di dati (2;,Y}), { =
L1,2,...,n per stimare o+ @z, vale a dire l4 risposta media per un livello di ingressc
assegnato zg. Se si desidera uno stimatore puntuale, la scelta naturale & 4 + Bz

che & uno stimatore non distorto, visto che A e B lo sono entrambi: )

E[A + B.’Eo] = E[A] +V.’.L'U.E[B] =a+ Bz a

Se invece vogliamo ottenere degli intervalli di confidenza, oppure verificare delle

ipf)tesi sulla risposta media, & necessario prima determinare la distribuzione delle
stimatore A 4+ Bzg. Procediamo.

Usando V'espressione per B data dal]’Eiluazionc (9.3.2), si ha che

ri—~I
B= * :
2

t=1

dove si & usato che 5;; = 3, 2 ~ 2. Siccome poi
A=Y - Bzi

si pud scrivere A + Bxg come combinazioné,-lineare diY), Y5, ..., ¥

A-!-B.’BQZ?—B(:E—L;JQ-)
Lo o~ (@i 8)(E = o)
.Z:nY' § 8. Y

i=1 T

- [ 1 (z,--—'m)(f—m],,;

B

Nl

i=1 Tz
Poichfé Yl.‘ Ya,..., Y,, sono variabili aleatorie niormali indipendenti, anche ogni loro
combinazione lineare — e in particolare A + Bzg — ha distribuzione normale. Per

determinare 1a legge esatta ci servono la media (che conosciamo gid) ¢ la varianza,
che & data da - '

Var(4 + Bag) = z":[-:: - (i“—%_@rw(m

=] .

"J1 A —3E-=x — B)2(Z -z
o3t ey

I Az—z) S, - E—z 23:7‘
=a[5_%§§(m_—@+(—%m_ﬂ)z@,—-@ﬂ

i=1
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= l—0+(£——:-Ei.5' ] perché E?_,;_l(mi—:i)ﬁﬂ
n '52:1: . . E
1 (2~ 930)2]
oyl | oo Y,
=a [n + sz

dove si & usata la definizione di S ¢ il fatto che Y ,(x; — £) = nZ% —nI = 0.
Abbiamo in tal modo dimostrato che
1 —20)* 1)
A+ Bxyg~N (a + fzg, o [— + (—-5,—]) (9.4.8)
mn T

Non possmmo usare direttamente questa statistica per fare dell’mferenza perché o2 &
incognita. Notiamo perd che A + Bxg & mdlpendente da

T cui ‘
pe A+ Bxo— (a+ ﬂscg (9.4.9)

frirym

Usando I’Equazione precedente & immediato ricavare gli intervalli di confidenza per
a+ Pxo. Se 1 — v &l livello di confidenza richiesto, si ottiene,

1 (:f —-51:0)2 SSr
A+B:I:oit1,n_2' '—+ P

Esempio 9. 4.5. Usando i dati dell’ Esempio 9.4.3, si determi un mte.rvallo che con-
tenga con il 95% di confidenza la statura media di tutti i maschi il cui padre & alto 68

pollici.
1 dati che ci servono sono

(9.4.10)

n =10, g = 68, T =663, Szx = 171.6, SSg = 1.49
Si ha quindi che _
' 1,@-= [ SR g4
n Siz , n—2
Poiché inoltre '

to.ges,s ~ 2.306, A+ .B:l:o =~ 67.3
U'intervallo di confidenza cercato &

o+ Bxg € (669, 67.6) O
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.- 9.4.4 Intervallo di predizione di una risposta futura

" In alcuni casi, E.:pil‘l importante stimai€ il valoré che sard assunto da una risposta

futura che non il suo valore medio (come ci si aspetta e come mostreremo, la diffe-
renza sta nelle stime tramite intervalli e non in quelle puntuali). Ad esempio volendo
realizzare un procedimento chimico ad una temperatura assegnata g, saremmo pil
interessati a predire Y (), il rendimento di questo esperimento, che non il rendimen-
to medio E[Y (2g)] = a+ fzg. Al contrario il rendimento medio potrebbe essere pit
interessante sc si dovessero realizzare una serie di esperimenti alla stessa temperatura
Tg.

Per prima cosa consideriamo cerchiamo un valore singolo (analogo a uno stima-
tore puntuale) che predica fa Tisposta Y(.’Bu) che si ottiene con un livello di ingresso
zo. Il migliore predittore per Y'(xo) & il suo valore medio? ¢ + Bzy. Siccome o e Ji)
sono incognite, il predittore puntuale appropriato sard A + Bz,

Immaginiamo ora di volere non una stima puntuale, ma un intervallo di valori che -
conterra la risposta con un certo livello di confidenza. Denotiamo semplicemente con
Y la risposta futura con un livello di ingresso zg, e consideriamo la distribuzione di
probabilitd di ¥ — A — By, ciot la differenza tra risposta e valore predetto. Sappiamo
per ipotesi che

Y ~ N (a+ fzg, %)

Sappiamo inoltre dalla Sezione 9.4.3 che

1 7 _ pn)2

Y @ indipendente da Y;,Y5,...,Y;, e quindi anche da A + Bxg, che & una loro
combinazione lineare. Di conseguenza
1 = 2
1, (-’c_fg)_])
Smm

N(0,1) ' (9.4.11)

'Y—A~Bzo~N(o, 02[1+

0, equivalentemente,
Y - A-Bx

oyt 4 ozl
rx

® In realtd si potrebbe obiettare che il miglior predittore di una variabile aleatoria pud essere (1) la sua
media — che minimizza il valore atteso del quadrato della differenza tra predizione e osservazione (si
veda I’Osservazione 4.5.1 a pagina 122); o (2) 1a sua mediana - che minimizza la media del valore
assoluto della differenza tra predizione e osservaziore (si veda il Problema 35 a paginz 139); o (3
la sua moda — che rappresenta il valore che ha pid possibilith di essere osservato. Siccome stiamo
supponendo che la risposta abbia distribuzione normale, e per tali variabili aleatorie, media, mediana
e moda coincidono, il problema in questo caso non si pone.
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Usando adesso il fatto che SSg & indipendente da A e B, come pure da Y, e che

Su .2
) n—2

ottentamo, sostituendo o con il suo stimatore, che

Y_-A-B '
T ot (9.4.12)
ntl  (E—zm)? /S5y
n Szx n—2

e quindi per ogni valore v, 0 < -y < 1, si hache

Y — A- Bz |
e [ F
LT
Ve + Bl [

Abbiamo in tal modo dimostrato che se ci si basa sull’ osservazione delle risposte Y;
corrispondenti ai livelli di ingresso #;, coni = 1,2,...,n;allorala risposta ¥ ad un
livello di ingresso zo apparterra con un livello di confidenza di 1 — -y all’intervailo

P =ty p-2 <

n—2 =1-v

= _ g2
A+Bzotity, o \/]:1 + % ‘l‘(—z—s—,’zL)'] nSiR
Esempio 9.4.6. Con riferimento all’Esempio 9.4.3, supponiamo di volere trovare
un intervallo per il quale abbiamo il 95% di fiducia che conterra la statura di un
maschio adulto il cui padre sia alto 68 pollici. Un veloce calcolo fornisce I'intervallo
di predizione
Y(68) € 67.3+ 1.0

quindi con il 95% di confidenza, 1’altezza della persona in questione sara compresa
tra 66.3 e 68.3 (]

Osservazione 9.4.2. Si fa spesso un po’ di confusione tra intervalli di confidenza e
di predizione. Un intervallo di confidenza contiene con un certo livello di confidenza
un parametro di interesse. Un intervallo di predizione invece, contiene con un certo
livello di confidenza il valore di una variabile aleatoria.

Osservazione 9.4.3. Non si dovrebbero fare predizioni su una risposta che corrispon-
de a un livello di ingresso distante da quelli usati per ottenere la retta di regressione
stimata. Non ha ad esempio alcun senso usare i dati dell’Esempio 9.4.3 per predire
1"altezza di un maschio il cui padre & alto 42 pollici (circa 105 cm).

(9.4.13) |

b Lo
4 G
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Coefficiente di determinazione e coefficiente di correlazione campionaria

945 Sommario dei risultati - "

Riassumiamo qui di seguito le dislribuzionia"pttenute nella sezione.

modello: Y = a + fz + e, e~ N(0,0%)
dati: {x;,Y;), i=1,2,...,n
Inferenze su Risultato da utilizzare

‘ (n' - 2)Sm:
s B ) ~ b
* o '\'V! %;%(A — o)~

a+ fxg - A+ Bz — (a + fBzo)
X . : = ~ln-2
. Vi B2t/
 ¥(zo) Y —A— Bz, .

~ip—2

| o+ G [

9.5 Coefficiente di determinazione
e coefficiente di correlazione campionaria

- Supponiamo di volere esprimere la variabiliti o dispersione dell’insieme di ﬁsposte
Y1.13,..., Y, ottenute con livelli di ingresso Zy,22,..

o .y Zn. Una comune mi
statistica della variabilita® & costituita da . misura

n

Syy = Y (% -T) g ©.5.1)

t=1

ua ql;antith che rappresenta, a meno di un fattore moltiplicativo, 1a varianza campio-
naria delle ¥;. Se esse fossero ad esempio tutte uguali indi i
ATIa ¢ tra loro ~ e quindi tutte
a Y- il valore di Syy sarebbe pari a 0. ' ¢ el
La variabilita n_ei valori delle Y; viene perd da due contributi. Per prima cosa,
se le z; non sono t?ltte ‘uguali, le Y; hanno valori attesi diversi, ¢ questo disperdera
le loro mﬂlmom. .Secondariamente, una volta che si tenga conto della variabilita
de!le 4, ogni ¥; ha distribuzione con varianzd o attorno al suo valore atteso € non
coincidera quindi esattamente con le nostre predizioni.

3 ' o
La somma di quadrati che segue, in alcuni contesti prends i i devi i dati
¥ prende il nome di devianza i veda anche
I nota a pagina 417), [N.AT] ] evianza dei dati (1 v
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Cerchiamo di quantificare quale parte della variabilith delle Y; sia dovuta ai di-
versi livelli di ingresso e quale.alla varianza propria delle risposte una volta che si
tenga conto.del valore degli inéréési. Notiamo che la quantita

n

SSpi= Y (i—A- Bx:)?

i=l ’
misura quella parte di variabilit intrinseca nelle risposte quando si tenga conto delle
x;. Di conseguenza

Syy — SSr
rappresenta ’altra parte, ciod quella che si spiega con la diversith dei livelli di
ingresso. La statistica R?, definita da ' :

R = Syy — 5% _ 1— S5 ' (9.5.2)
Syy Syv : :
& la frazione della variabilit totale che & givstificata dalla diversith dei livelli di
ingresso, e prende il nome di coefficiente di determinazione. S
Questo coefficiente & sempre compreso tra0e 1; valori di R? prossimi a 1 indica-
no che la gran parte della variazione nei dati detle risposte si spiega con la dispersione
dei livelli di ingresso, mentre quando R? & prossimo a zero & vero il contrario.

Esempio 9.5.1. Nell’Esempio 9.4.3, I'output del Programma 9.2 aveva fornito i

valori seguenti,

Syy _~ 38.53, 1%']{ =~ 1.49

e quindi 149
2 ol
Rie=1- W53 0.961 |
In altri termini, il 96% circa della variabilith delle allezze dei 10 soggetti si spiega
con le altezze dei loro padri. Il restante 4% (non giustificato) & dovuto alla varianza
propria nella statura dei figli quando anche si sappia quella dei padri. (E quindi
dovuta a o2, 1a varianza-dell’ errore casuale.) O
Tl valore di R? & spesso usato come un indicatore di quanto quanto bene il modello
di regressione interpreti i dati, con valori vicini a 1 che indicano una buona aderenza,
_e valori prossimi a 0 che indicano una cattiva aderenza. In altri termini il modello di
- regressione viene considerato interpretare bene i dati se riesce a spiegare la maggior

parte delia variabilit nelle risposte. ,
Ricordiamo che nella Sezione 2.6 avevamo definito il coefficiente di correlazione

campionaria r, di un insieme di coppie di dati (2, Y;), peri = 1,2,...,n. Lasua
espressione & la seguente:
(z:i —E)(Y;i-Y)

- \/Z{(fﬂi ~ZP - )

Ee>

) 9.6 Analisi dei residui: verifica del modello 365

Ave:vamo .in qgglla sede notato che r fornisce una misura del grado di corrispondenza
tra i valoq estreml t_i1 z ¢ quelli di Y. In particolare un valore prossimo a +1 indica
che valori elevati-di ¢ sono fortemente associati a valori grandi di Y e similmente

. - valori piccoli con valori piccoli; viceversa un valore prossimo a —1 indica che vi 2

corrispondenza tra valori grandi di z e piccoli di ¥ nonché tr i piccoli di

spor a val

Sponds! ort piccoli di x ¢
Con la notazione di questo capitolo possiamo scrivere che

S:r:Y
\Y SzmSYY
e usando I'identita dell’Equazione (9.3.9),

Sk = ————SWS? ~ Say
zx
otteniamo che
L Sy
Sn:xSY‘Y
— Sz.zSYY - SS’RSI.::
S::::z:SYY

=122 .
Syy

Quindi
Ir| = VR? (9.5.4)

e Cl:.)Si, eccetto al piu per il segno, il coefficiente di correlazione lincare & uguale alla
;ld}l;oe quadrata del coefficiente di determinazione. 11 segno di r coincide con quello
" Quanto detto arri.ochispe di un signiﬁcatp ulteriore il coefficiente di correlazione

eare. Se a'fl esempio un campicne di dati ha r = 0.9 cid significa che il modetlo di
regressione lineare semplice giustifica 1'81% (visto che 0.9? = 0.81) della variabilita

. nei valori delle risposte.

9.6 Analisi dei residui: verifica del modello
1I primo passo per chiarire se un modello di regressione lineare semﬁ]jcc quale
e~ N (0, 0'2)

si aflatti 0 meno .ai dati, consiste nello studio del diagramma di dispersione: spesso
anzi esso & sui"ﬁcnente a convincerci in un senso o nell’altro. Quando perd il diagram-
ma di dispersione non & tale da escludere il modello suddetto, & bene calcolare ghi

Y=oa+fzx+4e,
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Figura 99  (continua)

stimatori dei minimi quadrati A ¢ B e quindi analizzare i residui, Y; — (A+ Bz;), per -
1=1,2,...,n. Per prima cosa essi vanno normalizzati, dividendoli per lo stimatore -
v/ SSr/(n — 2) della deviazione standard delle Y. Le quantita risnltanti,

Yi~(A+Bz) ¢
SRR =1,2,..., 9.6.1
’___H“SS'R/(TL—-_Z), | 7' ‘r 1 n - . | ( ) )

sono chiamate residui standardizzati.

Quando il modello di regressione lineare semplice & comretto, i residui standar-
dizzati sono approssimativamente variabili aleatorie normali standard indipententi,
essendo quindi distribuiti attomo allo zero, con il 95% circa dei valori compresi tra
—2 € 42 (pii precisamente, P(—1.96 < Z < 1.96) =~ 0.95). Inoltre, un grafico
di questi valori non deve mostrare alcuna regolarita geometrica, perché esse sono un
forte indizio che il modello lineare semplice non & valido.

La Figura 9.9 presenta tre diversi diagrammi di dispersione, con i loro corrispon-
denti residui standardizzati. Il primo diagramma sembra adattarsi piuttosto bene alla
stima della retta di regressione e questo si evince sia dalla dispersione casuale dei
residui, sia da quella dei dati. La seconda coppia di grafici mostra una forte regola-
rith nei residui, che sono prima decrescenti e poi crescenti all’aumentare del livello
di ingresso. Questo di solito significa che pcr' descrivere la relazione tra ingresso e
risposta si rendono necessari termini di grado pill elevato (rispetto a quelli lineari}, e
¢i in questo caso & ben visibile anche dal diagramma di dispersione dei dati (i quali,
pid che una retta, sembrano seguire nna parabola). Anche il terzo diagramma dei
residui standardizzati mostra una certa regolarita; in questo caso il loro valore asso-
luto sembra crescere con il livello di ingresso; ¢ib pud voler dire ad'escmpio che la
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varianza delle Y; non & costante, ma cresce con z; € anche in questo caso il modello
di regressione lineare semplicé non interpreta correttamente i dati.

9.7 Linearizzazione

In certe situazioni pud essere evidente che la risposta media non sia una funzione
lineare del livello di ingresso. Se la forma di questa relazione pus essere determinata
si pud a volte riportarsi al caso lineare con un cambiamento di variabili. Ad esempio
in certi ambiti I’intensita. W (f) di un segnale dopo un tempo ¢ dall’emissione si sa
seguire un decadimento approssimativemente esponenziale,

W(t) = ce %
Se prendiamo i logaritmi naturali, ¢id pud c3sere espresse come
log W(t) = logc—di

se ora poniamo

a=logc
f=—d

la relazione iniziale pud essere modellizzata da
Y=c+pftte

permettendoci di stimare c e 7 con 1'usuale metodo dei minimi quadrati. Si possono
percid fare predizioni sulla relazione studiata tramite

W(t) o eA-i-Bt

Esempio 9.7.1. B stato dimostrato che-la probabilitd che un quarantenne che fuma
da dieci anni si ammali di tumore ai polmoni entro i venti anni successivi & una
funzione del numero medio di sigaretie che consuma. Quelli riportati in Tabella 9.1
sono i risultati di uno studio estensivo (fatto sui topi ed estrapolato agli esseri umani).
Usando questi dati vorremmo stimare-la probabilita di contrarre il cancro per una
persona che consumi 35 sigarette al giormo.

Denotiamo con P; la probabilith di contrarre il cancro ai polmoni nei prossimi
venti anni, nell’ipotesi che continuiamo a fumare ¢ sigarette al giorno. Nonostante un
grafico di P; possa sembrare grosso modo lineare (si veda la Figura 9.10), possiamo
oftenere una corrispondenza migliore considerando una relazione nonlineare. Per
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. Tabella 9.1

Numero medio di sigarette al giorno Probability di contrarre il cancro ai polmoni
s B ) 0.061
- 10 : 0.113
20 0.192
30 0.259
40 : 0.339
50 : 0.401
60 0.461
80 0.551
0.6
T T T T
05— -
) *
04 » -
»
P 03 —
*
0.2} % _
ol .
*
0.0 I | !
0 20 40 60 80

Figura 9.10 ~ Esempio 9.7.1.

trovare un modello che descriva come F; ¢ legato a 4, ragioniamo come segue (anche

- se potrd sembrare unc schema superficiale e semplificato sard alla fine giustificato se

troveremo una buona corrispondenza con i dati in nostro possesso).

Slfpponiamo che ogni sigaretta fumata — indipendentemente dalle altre — abbia
una piccola probabilit} fissata di causare la malattia {ad esempio danneggiando il
DNA di una cellula polmonare). Fumando ¢ sigarette al giorno, ta probabilita di non
contrarre il cancro con nessuna di queste & it prodotto delle probabilita che ciascuna
df:lle z x 365 % 20 sigarette fumate in vent’anni non abbia avuto conseguenze. Ag-
glungiamo anche un fattore incognito ¢ per la probabilitd di ammalarsi per ragioni
indipendenti dal fumo, ottenendo che

} — P; = P(niente tamore fumando ¢ sigaretie al giorno)
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= ¢ - P(una sigaretta fumata non causa il tun:m:'e)m'%s'i

Questa relazione pud essere scritta come
1-P=cd®

ovvero
log(i — P} =~ loge+zlogd
Da cui, ponendo
Y = —log(l — P), a=—loge, B =—logd
otteniamo 1’equazione di regressione '

Y=a+fzx+te

Per vedere se i dati confermano questo modello, tracciamo il diagramma di di-
spersione di — log(1 — P) rispetto a . I dati trasformati sono riportati in Tabella 9.2,
e il grafico & rappresentato in Figura 9.11. '

Eseguendo il Programma 9.2 o facendo i calcoli a mano, troviamo che

A =~ 0.0154 B = 0.00989

Ritornando alle variabili originali con la trasformazione inversa otteniamo poi che le
stime di ¢ e d sono - :

E=e1 ~0.9847
d=e"5 ~ 09901
e quindi Ja relazione nonlineare stimata &

P~ 1 —0.9847 - (0.9901)°

I residui P — P sono presentati nella Tabella 9.3 0
Tabella 9.2 :
Numero medio di sigarette al giorno —log(1 — P)
5 0.063
10 0.120
20 0213
0 0.300
40 G414
50 0.512
60 - 0.618 .
80 0.801
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Figura 9.11

Osservazione 9.7.1. Quando P 2 la frazione di una popolazione che contrae un male,

¢ il livello di esposizione & indicato da z, possiamo, come nell’Esempio 9.7.1, usare
il modello

~log(l-P)=a+pz+e o (9.7.1)

Un secondo modello frequentemente utilizato e detto modello logistico & basato
sulla relazione : ‘ '

i-P

La quantita ITPP & detta odds-ratio. 11 suo senso & questo: se un evento ha probabilita

P = 3 di verificarsi, allora il suo odds-ratio & £ = 3/1, ovvero un bookmaker
onesto lo dovrebbe “dare 3217, .

p ,
log( ' )=a+ﬂcc+e 9.7.2)

Tabella 9.3
z P . B P-P
5 0.061 - 0.063 S 0002
10 0.113 0109 0.040
20 0.192 . 0193 0001
30 0250 L0260 . 0.010
40 0.339 0339 0.000
50 0.401 " 0401 0.000
60 _ 0461 . 0458 0.003

80 "0.551 . 0.556 : -0.005
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9.8 Minimi quadrati pesati

Nel modello di regressione :
Y=a+pzr+e

puo. capitare che la varianza della risposte non sia costante ma dipenda dal livello
di ingresso. Se queste dipendenze sono note — oppure s¢ Sono note a meno di un
fattore moltiplicativo — i parametri di regressione si possono stimare minimizzando
una somma pesata dei residui al quadrato. In particolare, se

Var(Y;) = il (9.8.1)

w;

con le w; note € g2 eventualmente ignota, allora ghi stimatori A e B vanno scelti in
modo da minimizzare :

Bi—(A+Bz). 1<
Z[ ( $)] zgzwi(Yi_A_Bmi)z
i=1 : }

Var(Y;)

i=1

Calcolando le derivate parziali rispetto ad A e a B e ponendole uguali a zero, si trova
il sistema seguente, per i parametri A e B cercati. '

n n n .
. Zw.-}’} =AZ'HJ;' +BZ'HJ"$;‘
i=1 =1

i=1

n n n
Z wirY; = A z wyzi + B z 'Wi‘l’:g
i=l1

9.8.2)

=1 i=1

Queste equazioni possono’ gssere facilmente risolte per trovare gli stimatori dei
minimi quadrati. ‘

Esempio 9.8.1. Per maturare una comprensione del perché gli stimatori giusti si tro-
vino minimizzando la somma pesata dei quadrati, anziché la somma semplice, cosi-
deriamo Ia seguente situazione. Siano Xy, X3,..., X, variabili aleatorie N (u, 02) e
indipendenti. Supponiamo inoltre che le X; non siano osservabili, e che disponiamo

solo del valore di Y] e Y3, definite da
ﬁ:=X1+---+Xk, Y = Xpp1 + -+ X k<n

Basandoci solo su Y] ¢ Y3, come poésiamo stimare p?
Anche se sappiamo che il miglior stimatore per 1 ¢ la media campionaria

= Ll Y1+ Y,
X == ;=
ngx' n

~4
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vedllamo di calcolare quale stimatore si otterrebbe usando metodo dei minimi quadrati
ordinario. Siccome

BlYi|=ks,  E]=(n—ku

lo stimatore dei minimi quadrati per p si trova minimizzando al variare di g
I’espressione

(Vi — ku) + (Y2 = (n = k)p)’
Derivando rispetto a 1 e uguagliando a zero, troviamo che lo stimatore cercato deve
soddisfare
—2k(Y1 — ki) —2(n - k)(Y2 — (n — K)f) = 0
OovVVEro
I+ n—kE=kYi+(n—k)Y;
e quindi
' kYy + (n - k)Y
k2 + (n — k)?
Quello che abbiamo costruito & uno stimatore non distorto, infatti
_ REM] + (n — K)E[Y]
k% + (n — k)2
_FButin—k2p _
ke F

fi =

Ela]

e tuttavia non & lo stimatore ottimale X .

Proviailmo ora a calcolare lo stimatore che si ottiene minimizzando la somma
pesata dei quadrati. Cerchiamo quindi il valore ., che rende minima la seguente
espressione al variare di yu:

(Yi— k) | (= (n— k)u)?
Var(Y}) Var(Yz)
Siccome
Var(Y) =ko?,  Var(¥s) = (n — k)o?

- ¢id & equivalente a minimizzare

(¥~ k) | (Y~ (n— K
- k n—k

Calcoliamo la derivata rispetto a i+ e poniamola pari a zero; ottendo che p,, deve
soddisfare

Y — kpy

. PYRS - o ) LV

n—=k

-2k
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OVVEro
YI+Yo=npu,
e ciod
_n+h
7

Percid lo stimatore dei minimi quadrati pesati coincide con la media campionaria,
che & ottimale tra tutti gli stimatori possibili. O

Osservazione 9.8.1.

(a) La somma pesata dei quadrati pud anche essere vista come la naturale quantiti
da minimizzare quando 1’equazione di regressione

Y=a+Pzx+e¢
viene moltipicata per /. Infatti nell’equazione

YVw = avw + fzvw + evw

il termine di errore e+/w, ha media nulla ¢ varianza costante fu;w,- = g2, per cui
gli stimatori det minimi quadrati di o« ¢ B sono quei valori A e B che rendono
minima I’espressione ’

i(y,-,/a- ~ AV ~ Bzi/w)* = Zn:w_,-(y.- ~ A— Bx;)?

i=1 =l

(b) L’approccid dei minimi quadrati pesati da grande rilevanza ai dati con i pesi
maggiori (ovvero quelli con la minore varianza nel termine di errore).

Potrebbe sembrare che il metodo dei minimi quadrati pesati non sia utile nella
pratica, visto che richiede (a meno di una costante) la conoscenza della varianza
delle risposte a livelli di ingresso arbitrari. Tuttavia, analizzando il modello che ha
generato i dati & spesso possibile determinare questi valori, come sar evidenziato dai
prossimi due esempi.

Esempio 9.8.2. I dati seguenti rappresentano dei tempi di percorrenza in una zona
centrale di una grande citth. La variabile indipendente & la distanza percorsa.

Distanza (mighia) | 05 1t 15 2 3 4 5 6 8 10
Tempo (minuti) | 150 151 165 199 277 297 267 359 420 494

9.8 Minimi quadrati pesati 37

Assumendo vna relazione lineare del tipo l‘-;:. :
Y=a+pPz+4e

!:ra i_.I tempo di percorrenza Y e la distanza z, come possiamo stimare @ ¢ 87 Pe
impiegare il metodo dei minimi quadrati pesati dovremmo conoscere la varianza d
Y in funzione di z, a meno di una costante di proporzionalith, Siamo convinti.che I
varianza sia proporzionale a z, e di seguito fie diamo una argomentazione.

Sia d la lunghezza di un isolato del centro. Uno spostamento di una distanza z
consiste allora di z/d isolati, e se denotiamo con Y;, peri=1,2,...,z/di tempi di
percorrenza dei singoli isolati attraversati, allora vale la relazione

Y=Yi+Yst- -+ Yy

Sen‘lbra ragionevole per molte applicazioni’jsupporre che le ¥; siano indipendenti e
abbiano varianza comune. In questo modo '

Var(Y) = Var(Vi) + - - + Var(¥;4)

£Ir
== Var(Y}) - perché le varianze sono uguali
= z0” . ponendo o= Var(¥)/d .

Percifb non sembra azzardate prendere come stimatori dei parameiri di regressione i
valori A e B che rendono minima Pespressione

Xy

| _il (Yi-A — Ba)’

Usando i dati precedenti con ipesiw; = 1/z;, le Equazioni (9.8.2) divengono

104.22 = 5.344 + 10B
277.9 = 104 4 41B

che hanno come soluzione -
AR 12.56, B =371

Un grafico della reita di regressione stimata 12.56 + 3.71z, unitamente ai punti os-
servati ¢ illustrato in Figera 9.12. Come verifica qualitativa della soluzione trovata,
si noti che la linea di regressione interpola bene i dati con livello di ingresso piccolo,
.che & quello che ci si aspetta, visto che i peéi ‘sono inversamente proporzionali agli
ingressi. o L
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Figura 9.12 Retta di regressione € dati dell’Esempio 9.8.2

Esempio 9.8.3. Consideriamo la relazione tra il numero x delle vetture che percorro-
no un tratto autostradale molto trafficato in un certo intervallo di tempo, e il numero
Y degli incidenti che hanno luogo nello stesso periodo. Dopo un po’ di riflessione
potremmmo essere d’accordo che il modello lineare

Y=a+PBzx+te

sia appropriato alla circostanza. Non sembra perd esserci alcuna ragione a priori
perché Var(Y") non dipenda dal livello di ingresso z, ¢ quindi non & chiaro se siamo
givstificati nello stimare o e A con il metodo dei minimi quadrati ordinario. In effetti,

proveremo ora a giustificare 1'approccic dei minimi quadrati pesati, con scelta dej '

pesi 1/, ovvero A e B andranno presi in modo da rendere minima I’espressione

i Y;—A"'-BZiz
Z(. )

e
i=l ¢

La ragione per questa scelta va cercata nel fatto che Y ha approssimativamente
distribuzione di Poisson. Infatti possiamo pensare che vi sia un grande numerc di
automobili z, ciascuna delle quali con una piccola probabilita di essere coinvolta in
un incidente. Siccome la varianza di una poissoniana coincide con la sua media,
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otteniamo che

Va.r(Y)_fA_‘s ElY] perchéY & appf&ssimativamente di Poisson
=a+ 0z 7
= Az perz grande [OJ

Osservazione 9.8.2.

(a} Un’altra tecnica impiegata spesso quando la varianza della risposta dipende dal
livello di ingresso consiste nel tentare di stabilizzare la prima con un’opportuna
trasformazione. Ad esempio, se Y & di Poisson con media ), si pud dimostrare
che /Y ha approssimativamente varianza 1/4, indipendentemente dal valore di
A (si veda la parte (b) pil avanti). Basandoci su questo fatto, potremmo cercare
ragionamenti che giustifichino una relazione lineare tra il livello di ingresso e
E[VY], considerando poi un modello di regressione del tipo

\/?=a+ﬁ:z:+e

Il problema di questo approccio & che nelle situazioni in cui & ragionevole imma-
ginare una relazione approssimativamente lineare tra ingresso e risposta media,
non ¢ assolutamente chiaro perché dovrebbe esistere una simile relazione anche
tra la media della radice quadrata della risposta ¢ il livello di ingresso. Per questa
ragione I’autore predilige P’approccio dei minimi quadrati pesati.

(b) Se Y ha distribuzione di Poisson di media A, ailora Var(vY) ~ 025, e

I"approssimazione & tanto migliore quanto pitt grande & A. Abbozziamo una
dimostrazione di questo fatto®.

Sia g(y} := /¥, e consideriamo 1’espansione in serie di Taylor di g nel punto A,
Ignorando i termini successivi a quello del secondo ordine otteniamo che

50) = 90+ () = N) + 38" Ny = A7

da cui, sostituendo g'(A) = 1A"Y2 e g”(A) = —1A~3/2 otteniamo, valutando
I’espressione nel punto casuale ¥ (che cadri perd vicino a A = E[Y]),

VY mVX+ %X“/Z(Y -2~ %/\‘3/2(}’ ~ A
Prendendo quindi i valori attesi e ricordando che
BlY -2 =0, E[(Y-X?=Var(Y)=A

4 Il lettore tenga presente che i passaggi seguenti possono essere resi rigorosi.
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si ha che .
E[VY} =~ VX - "5
e quindi
Oy U U BN |
4 64 4
dacw

Var(vY) = E[Y] - EVY)?

1 1
NA—(X—Z)—Z

9.9 Regressione polinomiale

Nei casi in cui la relazione che lega la variabile di risposta Y con quella indipendente
T DOn possa essere approssimata adeguatamente con modelli lineari, si pud a volte
ottenere un buon fit, prendendo in considerazione anche le relazioni polinomiali. In
particolare, possiamo studiare se si adatti bene ai dati un modellp come il seguente,

Y=0%+hz+fat+ -+ 82" +e (9.9.1)

dove 3, 51, .., O sono i coefficienti di regressione che & necessario stimare. Sup-
ponendo che i dati consistano di n coppie di valor, (z;,Yi), i = 1,2,...,n, gli
stimatori dei minimi quadrati di 3, 51, - .., G, che denotiamo con By, By,..., B:
sono quei valori che rendono minima I'espressione séguente,

Z(Y By— Bizi— - — Ba)?

f==]

Per determinarli calcoliamo le derivate parziali rispetto a Bp, By,. .., B, delia
somma di quadrati precedente, € le poniamo uguali a zero. Riarrangiando le equa-
zioni che si ottengono, arriviamo al seguente sistema di r + 1 equazioni lineari®, che

5 Sono lineari rispetto alle B; che sono le incognite.

9.9 Regressione polinomiale o n

sono dette equazioni normali. v

[ n n . n n
ZYi=Bon+B|Z$i+Bzzﬂf3+---+Brziﬂf
i=1

i=1 i=1 i=]

n n n n n
Z-Tiyi = Bozme +B;Zx§ +BZZ.1:§ +---+B,Zm;'+1
1 =1 . i=1 ‘ i=] ) i=l1 i=1 (99-2),_1

Zm Y; = BOZ:L' + By Z:z:"“ +B Zm"+2+ ‘+ B, Za:z’"
| i=1 .

Nel cercare il polinomio che meglio interpola i dati, la scelta del grado necessa-
rio va ponderata studiando il diagramma di dispersione, che spesso ce ne pud dare
un’idea (ad esempio la Figura 9.9 (b) mostra dei dati che suggeriscono di usare po-
linomi di secondo grado). E bene sottolineare che si deve sempre scegliere il grada
pill basso® tra quelli che permettono di descrivere adeguatamente i dati.

Ancora di pili che nel caso lineare, & estremamente rischioso usare un fit potino-
miale per predire il valore della risposta corvispondente ad un livello di ingresso xg
che non sia molto vicino ai livelli 2y, z3,. . ., z,,, usati per ottenere il fit stesso. (B
addirittura possibile che il fit polinomiale sia vahdo solo in una regione ristretta, ch
contiene , Tz, .. ., Fy Ma DO Ty.)

Esemplo 9.9.1. Sitroviun po]momlo che mtcrpoh i dati seguenti.

z | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Y | 206 308 55 714 973 1318 1565 1973 2387 2917.

Un grafico di questi dati (come quello in Figura 9.13), suggerisce che potrebbe
valere una relazione quadratica del tipo

Y=F+pz+hr*+e
.

Possiamo a questo punto calcolare le somme di prodotti che ci occorrono:
n n A n
D m=55 > a7 =385, zz?=3025, D af=125333
i=I i=1 = i=1

n n
Y Yi=12911, Z:c..-—95493 > Y =777589

=1 ) i=1

5 Si noti infatti che se r & troppo alto (pari-al numero 7 di dati o pidl), esiste tn polinomio di grado r

che passa esattamente per mtti i punti del dmgramma, tutiavia non si pubd dare molta fiducia ad una
tale “interpolazione”. . v

+
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Figura 9.13

gli stimatori dei minimi quadrati sono 1e soluzioni del seguente sistema lineare,

1291.1 = 108y + 558, + 3858,

9549.3 = 558, + 3858, + 30258, 99.3)

77758.9 = 3858, + 30258, + 25333B;

Risolvendo ciueste equazioni (si veda eventualmente I’ Osservazione 9.9.1 di seguilo),

si trova che ‘
By == 12.593, By == 6.326,

Quindi I’equazione di regressione quadratica stimata &
Y = 1259 + 6.33z + 2.122

By~ 2123

Essa & rappresentata, in sovrapposizione ai dati, in Figura 9.14 O

Osservazione 9.9.1. In notazioné matriciale I’ Equazione (9.9.3) 51 pud scrivere come

- [ 12911 10 55 385 By
95493 | = | 55 385 3025 iB
77758.9 385 3025 25333} |B:

che ha per soluzione

By 10 55 385 |7 [12911
B, =55 385 3025 9549.3
B,| 385 3025 25333) [777589
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Figura 9.14
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Nella gran parte delle applicazioni la riSposta di un esperimento pud essere pre&etta
N n.lodelhzzata pill accuratamente se invece di basarsi su di una singola variabile
indipendente se ne utilizzano diverse. Studiamo il modello di regressione in cui vi

_sono k variabili indipendenti, e 1a risposta & legata loro tramite una relazione lineare:

Y=p+0x+ -+ 5z te (9.10.1)

dove per j che vada 1 a k, z; 2 il livello della j-esima variabile di ingresso ed e &
un efrore casuale che noi assumeremo abbia distribuzione normale con media nulla
€ varianza o2 costante. I parametri Bo, B, - - ., P, cosi come o? si suppongono inco-
gniti e devono essere stimati dai dati. Questi ultimi consisteranno di n osservazioni
di risposte Y1, Y2, .., Yy, unitamente ai rispettivi livelli di ingresso, infatti per ogni
i =1,2,...,n larisposta ¥; corrisponde a & livelli di ingresso, che denotiamo con
i1, Zi2, - - - , Tik. Le variabili ¥; sono legate agli ingressi tramite ‘

EfY}] = Bo+ frzar + -+ + PrTik (9.10.2)
Se denotiamo con By, By, .. ., Bk gli stimatori di B, 51, -+ . , B, allora la somma dei
residui al quadrato &

™

> (Y — Bo — Biza — Bagiz — - — Brawik)’

i=1
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ed & precisamente I’espressione che deve essere minimizzata dagli stimatori dei
minimi quadrati, By, By, ..., By.

Per determinarli calcoliamo le derivate parziali rispetto a By, By, ..., By della
somma di quadrati precedente, e le poniamo uguali a zero. Le r 4 1 equazioni che si
Ottengono sono ‘

n

> (Y; - By— Bizis — Baziz — - — Brzax) = 0
=1
n | |
Y " (Yi — Bo— Biziy — Bagiy — -+~ — Brzan) = 0
i=1
Y k(Y — Bo - Bizi — Bazip — -+ — Brzix) = 0

i=1

Riarrangiando queste equazioni si trova che gli stimatori dei minimi quadrati
By, B,,..., By devono soddisfare il seguente sistema di equazioni normali:

ZY- —nBo+B,Za:,l +BzZ:r:,2+ +BkZm,k

=1

) Zmﬂ}’ Bgz:m +Blz.7:,l +Bzzsc,1:c,g+ +B;¢Zx,1m.k

i=1 i=1

-

.
Z zwY; = By Z:ﬂﬂs + By Z Tpxil + Ba Z Lipliz + -+ Bk_z z2

| i=1 i=1 =] . i=1

9.10.3)
Prima di rivolvere le equazioni normali, conviene introdurre una notazione matriciate
sintetica. Poniamo allora

¥ - 1 zn z2 ... Tw| - Bo ]
Ya 11 zn 2 ... Tn ] e
Y = Lo X = |. . . . ' ﬁ = e €=
Yo 1 Tp1 Tm2 ... Znk ﬁk En
(9.10.4)

Sinoti che ¥ & una matricen x 1, X 2dunan xp, Sunap x 1 edeunan x 1, dove
ovviamente si 2 postop =k + 1.
Con questa notazione il modello di regressione multipla pud essere scritto nella
forma
Y=XA+e (9.10.5)
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Se inolire denotiamo con o
By
B

B:= : : - (9.10.6
By

' la matrice n x 1 degli stimatori di muurm quadrati, allora le equazioni norma

li (9.10.3) prendono la forma

X'XB=X'Y . (9.10.7

dove X’ &la trasposta di X .
Per vedere che 'Equazione (9.10.7) & equivalente alla (9.10.3), si noti che
I 1 1 Caa 1 l Ty ... D1k
X’X — !L‘.u ﬂ??] :l'-. 1 Ty ... Eag
_.'J:ik Tk o Ipk|. |l Tmp ... Zng
n Ei‘:[:,-l Z Tiz Ve Z,— Tik
_ E i1 ] 5'»',?1 E TitTi2 ... Z; TilTik
_E‘ Tik E, TikTil Z, TikTiz .. gy :t:f,c
¢ anche che .
Za Y:
X'y — 2Ty
i‘xikYi

da qui & facile convincersi che la (9.10.7) & proprio la versione matriciale delle Equa-
zioni (9.10.3). Se poi X'X & invertibile, cosa che accade quasi sempre, si possonc
ricavare gli stimatori dei minimi quadrati B, moltiplicando  sinistra ambo i membri
dell’equazione precedente per la matrice invérsa (X' X)~!

B=(X'X)"'X'Y L @108

Il Programma 9.10 del software abbinato al libro permette dei calcolare gl
stimatori dei minimi quadrati, la matrice inversa (X'X), e 8k.

Esempio 9,10.1. I dati nella Tabella 9.4 me&‘o‘no in relazione il tasso di suicidi cor
I'ampiezza della popolazione e il tasso di divrzi in 8 posti diversi.
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Vogliamo individuare un m!g__dlgl'l,o _,dri,rre_:greséio'ne lineare multipla che interpoli
questi dati; usiamo in particolate uni‘modello della forma

Y=ﬁ0+ﬁ|m-1+ﬁzm2+e ) <7

dove Y & il tasso di suicidi, z; & la popolazione e z; & il tasso dirdivorzi._
Eseguiamo il Programma 9. 10, ottenendo le schermate riportate nelle Figure 9.15.
1 equazione di regressionc stimata & percid

Y = 3.507 — 0.2477 : 10~ - 21 + 0.2609 - z;

1 valore di B indica che la popolazione non gioca un ruolo essenziale nel predire il
tasso di suicidi (almeno nel caso in cui sia dato il tasso di divorzi). Magari la densita
di popolazione avrebbe potuto rivelarsi un’ informazione pib utile. , O

Osservando 1"Equazione .(5.10.8) si puéi notare che gli stimatori By, B1,. .., B
(che compaiono come elementi della matrice B), sonc combinazioni lineari delle
Y1, Y3,..., Yy, che stiamo supponendo essere variabili aleatorie normali ¢ indipen-
denti. Di conseguenza anche ciascuno di tali stimatori ha distribuzione normale,
¢, considerati nel loro insieme costitniscono una variabile aleatoria normale multi-
variata. -Cerchiamo di ricavare i loro para:ﬁeu-i. Per quanto riguarda le medie, si
dimostra che gli stimatori dei minimi quadrati sono corretti:

E[B] = E[(X'X)"' X'Y]
= E[(X'X)' X' (XB +e)] ~ per P'Equazione (9.10.5)
= E[(X'X)" ' X’ XB+(X'X)"' X'e]
=E[f+(X'X)"'X'e]

9.10 * Regressione lineare multipla
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=8+(X'X)'X'Ele] =8 - (9.109)

Tabella 9.4
Popolazione in ‘

Luoge migliaia Divorzi su 100000 Suicidi su 100000
Akron, Ohio 679 30.4 11.6
Anaheim, California 1420 341 16.1
Baffalo, New York 1349 17.2 93
Austin, Texas 296 268 .91
Chicago, Illinois 6975 291 34
Columbia, South Carolina 323 18.7 1.7
Detroit, Michigan 4200 32.6 11.3

Gary, Indiana ) 633 C 325 ' 84

s Multipli: Linear Hegiession

- Enter the numbes of
du:xm - fows

Enter the number of columns
of the X-matrix

s Hulbiple Lincar Hegeession

Estimates of the Invorse Mabix POKH

[276312 |0.00002
0.00002__|2.70E-08
-9.73E-02 |-2 55E 06 [0.0037 %

Thunofthemare:nlﬂnluidluhitssn = MI212

(c)
Figura 9.15
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Per quanto riguarda le varianze, o meglio le covarianze delle B;, mostreremo che
esse possono essere ottenute dalla matrice (X' X)~'. In particolare I'elemento che
si trova nella riga i 4+ 1 ¢ nella colonna § + 1 di tale matrice vale Cov(B;, B;}/o?.

Per dimostrarlo, poniamo

C=(X'X)'x' (9.10.10)
Siccome X enxp, X' 2p xn, quindi (X'X)'epxpecosiCepxn Se

denotiamo con Cj; 'elemento che si trova nella riga ¢ e nella colonna j di questa
matrice, possiamo riscrive B3 neila forma

By Cu ... Cwl[n

Bi|=B=CY=|Cyq ... Cin
By, Co1 .. Cpn Yr

Si ha quindi che
n
B = ECHYI

= (9.10.11)
Bjo = E CirYr .

r=1

La covarianza di questi due stimatori & data da

Cov(B;-1, Bj—1) = Cov (E CuY:,ZerYr)

l=1 r=1
n n
=3 CaCyr Cov(¥,, )
i=1 r=1 :
Siccome quando [ # r, Y] e Y, sono indipendenti,

0 I
Cov(¥, Y;) = selr

Var(Y;) sel=r
visto inoltre che Var(Y;) = 2, otteniamo che

Cov(Bi-1,Bj-1} = 6% Y _ CinCir

r=1

= o2(CC') (9.10.12)

(visto che anche X’X 1o &), Di conseguenza .
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#

dove si intende che (C'C’);; & I'elemento della riga i, colonna j, di CC”. Se &
denota con Cov{B) la matrice delle covarianze, vale a dire, |

Cov(Bg, By) .. : " Cov(Bo, Bk)
Cov(B) := : ; : (9.10.13)
Cov(Bg, By) ... Cov(By, By)
I'Equazione (9.10.12) si riscrive come
Cov(B) = aglcc (9.10.14)

Questa espressione pud essere semplificata, Calcolia.mo la trasposta di C:
o= ((X'X)"'x")
= X((x'x)~"y
= X(x'x)™!

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che (X'x) e una matrice simmetrica

N

CC’ — (X,X)—'IXIX(X’X)_I

=(X'X)™! -
e quindi I'Equazione (9.10.14) diventa -
Cov(B) = crz_(X’X)" 9.10.15)

che era cid che ci eravamo proposti di dimostrare. Si noti in particolare che, siccome
CovgB,-, B.,-) = Var(B;), le varianze degli stimatori dei minimi quadrati sono date
da o° moltiplicato per gli elementi sulla diagonale di (X' Xy, .

La quantitd o? pud essere stimata usando la somma dej quadrati dei residui
Infatti se poniamo S .

n

S5g = Z(Y, = Bo — Bitit — Bagiy — - - - — Byy ) (9.10.16)
=1
& possibile dimostrare che
S 2
7 ™ Xne(kt1) (9.10.17)
da cui deriva che
S5 : V :
E[—;z—]=n—k—1 e anche E{%}:az

per cui. S8/(n — k — 1) & uno stimatore corré;to di o2. Come nel caso della regres-
Jsan; lineare Bsemphce, SSg risulta indipendente dagli stimatori dei minimi quadrati
0y 431y ..., Dg. ' -
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Osservazione 9.10.1. Denotiamo conrj _il residuo-i—esimo; vale a dire
ri =Y, — By— Bizit — Bagiz — -+ — Bazigs  i=1,-..,n  (9.10.18)

e sia r la matrice (o vettore colonna) di questi residui,

™
T2
ri=|. (9.10.19)
n
in modo che ] )
r=Y~-XB ‘ (9.10.20)

Questa notazione consente di scrivers SSk in una nuova forma.

SSR = Zn:'r%

i=1
=v'r
=(Y - XB)(Y - XB)
=(Y' -B'X"(Y - XB)
=Y'Y -Y'XB - B'(X'Y - X'XB) _
=Y'Y-Y'XB per la (9.10.7)

dove I'ultima uguaglianza segue daila forma matriciale delle equazioni normali. Co-
me SSg, anche Y’ X B & uno scalare (anche perché visto che Y & una matrice 1 x n,
X enxpeBepx l,illoro prodotto & una matrice 1 x 1), ed & quindi uguale alla

sua trasposta:
Y'XB=(Y'xBY
=BX'Y
Abbiamo quindi dimostrato I’identitd seguente:
| S =Y'Y - B'X'Y ' (9.10.21)

Questa & una formula per il calcolo di SSg di una certa utilita (anche se occotre fare
atienzione ai possibili problemi di instabilith numerica).

Esempio 9.10.2. Usando i dati dell’Esempio 9.10.1 avevamo calcolato che 55 ~
" 34.12. Siccome n = 8 e k = 2, la stima per 0'_2 34.12/5=6824. (R
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Tabella 9.5 ‘
> - - Altitudine  Precipitazioni© Densita Diametro massimo
Albero Eth (1 000 piedi) (pollici} del legno {pollici)
1 44 1.3 250 0.63 18.1
2 33 2.2 115 0.59 : 19.6
3 33 22 75 0.56 16.6
4 32 2.6 85 0.55 16.4
5 34 2.0 100 0.54 16.9
6 31 1.8 75 0.59 17.0
7 33 22 85 0.56 20.0
8 30 36 75 0.46 16.6
9 34 1.6 225 0.63 16.2
10 34 1.5 250 0.60 18.5
11 33 22 255 0.63 18.7
12 36 1.7 175 0.58 194
13 33 2.2 75 0.55 17.6
14 34 1.3 85 0.57 18.3
15 37 2.6 S0 0.62 18.8

Fomte: 3 “Shri ion o
te: R, G. Skolmuen, “Shrinkage and specific gravity variation in Robusta Eucalypius wood grown in Hawail”, USDA Forest Service PSW-298, 1975,

Fsem_pio 9.1_0.3. Il diametro massimo del tronco di un albero & influenzato da niolti
fafttorl. I‘datl della Tabella 9.5 mettono in relazione quello di una particolare varieta
di eucalipto con la sua etd, 1'altitudine a cui cresce, la piovositd media annvale e 1a
densita del legno. :

Supponiamo che sussista un modello di regressione lineare delta forma

Y = B+ Bixi + Bawa + Pazs + Paza + €

flmte ) indica I'etd, z; I'altitudine, x4 le precipitazioni, z4 la densita del legnoeY &
il diametro del tronco. Verifichiamo 1"ipotesi che 3, = 0, ovvero che conoscendo gli
altri tre fattori, 1'altitudine a cui 1’albero cresce non influisca sul diametro del tronco.

Per verificare tale ipotesi eseguiamo il Programma 9.10 che fornisce, tra le altre
le statistiche seguenti, ,

(X'X);1~ 0379, SSp~1934, B~ 00744
Dall’Equazione (9.10.15) segue allora che
Var(B;) = 0.379q7
e quindi

B -5

ovors N1



390 Regressione

Sostituendo o col suo stimatore S5k /10, la variabile aleatoria precedente divicne
una t di Student con 10 (vale a dire n — k — 1) gradi di liberta:

B - p ¢
/0.379 - S5 /10

per cui, supponendo vera H);, e quindi che 3, = 0, si avrebbe che

B;v/10 .
/0370 3%, 1O

Siccome il valore assunto da questa statistica & 0.0744+/10/1/0379 x 19.34 =~
0.087, il p-dei-dati del test dell’ipotesi che 3; = 0 vale

p-dei-dati = P(|Tio} > 0.087)
= 2P(Ty > 0.087)
r= 0,932 grazie al Programma 5.8.2a

L’ipotesi viene quindi accettata a qualunque livello di significativitd inferiore 2 0.932,
e in particolare a qualunque livello di significativita ragionevole. , O

Osservazione 9.10.2. La quantita

R=1- ﬁs_sf__ﬁ ' (9.10.22)

che misura la diminuzione di variabilith nelle risposte quando si tenga conto del.

valore degli ingressi, usando un modello del tipo
Y=Pp+pw+---+ Bezk + e

é détta coefficiente di determinazione mullipld.

9.10.1 Predizione di risposte future

Supponiamo di essere prossimi a realizzare una serie di esperimenti, tutti con livel-
li di ingresso fissati, x1,%2,...,Zx. Basandoci su dati precedenti, che consistono
nelle risposte ¥1,Y2,..., Y, vorremmo stimare la risposta media di questi nuovi
esperimenti. Siccome tale parametro incognito & dato da . :

ElY |z} = Bo + iz + -+ - + Bran (9.10.23)

il naturale stimatore puntuale & Ef:o B;z; (da qui in pot si intende che 2o = 1).
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Per ottenere gli intervalli di confide +dobbi i
nza_dobb istribuzi
delta statistion 3k B ! iamo deterfml?are la distribuzion
( Li=0 JiTi, Chic notiamo subjto essere una variabile aleatoria normal
in c_luanto es.pnnuhllc come combinazione lineare delle variabili aleatorie normali .
indipendenti ¥1,Y5,..., Y;. Resta solo da calcolarne media e varianza:

3 i -
3 [2 :c,-B,-J - Z wBB)
e pr

k
=Y mip; : perché E[B;] = 5;-
= E[Y|x] (9.10.24)

Si Frat_ta percid fii uno stimatore corretto. Ricordando poi che Ia varianza di une
variabile aleatoria coincide con 1a sua covarianza con sé stessa, si ha che

k E k
Var (Z xiB,-) = Cov (Z xi B, Z 2:iBJF)
| 3=

i=0 i=0
L
=D mz; Cov(B;, B;)
i=0 j=0.
=o'd'(X'X) 'z (9.10.25)

‘dove si & posto

T = : = |, (9.10.26)

¢ si & usato il fatto che I’elemento di coofdinate' i+1ej+1 della matrice (X’ X)~!

é va(B,-, B;)/a?. Con i risultati (9.10.24) & (9.10.25), che forniscono 1a media ¢ la
vananzz della statistica studiata, otteniamo che '

2B -3, fﬂiﬁ;-
oE xR O

ovvero, sostituendo o2 con il suo stimatore S5
: R/(n — k — 1) analogamente
fatto in precedenza, otteniamo che : ’ o

i 2iBi = 2 -Tn@r .
— ~in—f- 9.10.
S XX ©1027)
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Questo risultato ci consente di formulare ghi intervalli di confidenza per la nsposta
media. In particolare si pud affermare con livello di conﬁdenza | Y che 21—0 zif;
appartiene all’intervallo bilaterale

Z:ﬂ,B ttyn kot ﬁ/ = _1\/:c'(X’X) e (9.10.28)

i=0

Esemplo 9.10.4. Una acciaieria sta valutando Ia produzione di lamine ridotte a fred-
do con lo 0.15% di carbonio per una temperatura di ricottura di 1150 gradi Fahren-
heit. Se ne vuole stimare la durezza media (metodo Rockwell 30 T). Per riuscirci si
dispone dei dati mostrati nella Tabella 9.6, ottenuti da 10 differenti esemplari, ottenuti
con percentuali di carbonio e temperatute di ricottura diverse.

Tabella 2.6
Temperatura di ricottura
Durezza Percentuale di carbonio (1000 F)
79.2 0.02 1.05
640 - - 0.03 1.20
55.7 0.03 _ 1.25
56.3 _ 0.04 1.30
58.6 0.10 o 1.30
84.3 0.15 : 1.00
704 0.15 1.10
61.3 0.09 1.20
513 0.13 ' 1.40
498 0.09 : 1.40

Si stimi 1a durezza media delle lamine che si progetta di realizzare, tramite un
intervallo di confidenza al 95%.

Per prima cosa eseguiamo il Programma 9 10, che fornisce i risultati mostrati nel-
le Figure 9.16, 9.17 ¢ 9.18. Ne deduciamo che la stitna puntuale della durezza media

L] Hliltlplr lmr ar f.z (EESSION
1 002 1.05
1 0.03 1.20
1 0.03 1.25
1 0.04 1.3
1 0.10 1.30
1 0.15 1.00
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Estimates of the ) Inverse Matiix £X]-1

segression coefficients: __
Blﬂ] = 1m‘29mn‘ . 9."2764 1-5.22E+00 -1.29E i
-5.22E+00} 43.74856 |1_30478!

Bft) = 16.6528513
B{Z) = -80.6074236 -7_29E +00;1.30478

Figura 9.17

l Hlll!lplP Llneal anﬂlE..,} n o

Enter in the 3 input levels lo estimate
futura responzes for this expesiwent

i Response
vector

Data value = @

The value Sq{x'PCX)"-1x] = 055946
X =BG = 69.86226
The vale SqSS5t/nk-1]) = 10859

Figura 9.18
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per delle lamine con lo 0.15% di carbonio e una temperatura di ricottura di | 150 &

di 69.86. Secondariamente, visto che to.025,7 = 2.365, un intervallo di confidenza al

95% & dato da ' '
60.86+4.08 O

Nel caso si voglia realizzare un singolo espetimento ai livelli di ingresso '

Ty, T2,...,Zk (e nOn tutta una serie di prove), & solitamente pit utile ottenere un
predittore della risposta, piuttosto uno stimatore della risposta media. Siamo quin-
di interessati a utilizzare il campione di dati Y1,Ya,...,Y, per predire nel modo
migliore il valore che verri assunto dalla variabile aleatoria

k
Y(z) = Eﬁ,—:ﬂi +e, dove g =1
£=0

Un predittore puntuale & dato da Y% Biz;, dove B; peri = 0,1,... Lk, & lo
stimatore dei minimi quadrati di 3;. Per determinare un intervallo di predizione per
Y (z), notiamo intanto che tale risposta & indipendente da By, By, ..., By, che sono
basate su risposte precedenti. Quindi Y (z) —~ ZLD B;z; & normale con media nulla
e varianza data da

k k
Var [Y(m) - Z Bi:c,-] = Var[Y(z)] + Var (Z B,-:c,-) per 'indipendenza
i=0 i) ' .
=+ (X' X) 'z per 1a (9.10.25)

motivo per cuj
Yz} - Zi B;x;
oy/1+ 2/ (X' X) 1z
ovvero, tramite la solita sostituzione di o con il relativo stimatore,
| Y(=)— T, Bix;

= I (9.10.29)
VgV + 2 (X'X) 1z _ 7

Conciudendo, con livello di confidenza 1 — 4, Ia risposta Y{(x} cadr entro

. _
| S5 —
;Bmit%’"'k‘l'\/: T\/ 1+ 2(X'X) 1z (9.10.39)

Esempio 9.10.5. Torniamo all’Esempio 9.10.4 e immaginiamo di essere interessati a
determinare un intervatlo di valori che contenga con i1.95% di confidenza la durezza
di un singolo esemplare di lamina d’accigio con lo 0.15% di carbonio e una tempe-
ratura di ricottura di 1150 gradi Fahrenheit. 11 puntc medio di tale intervallo & lo

~N(0,1)
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T

stesso trovato nell’Esempio 9.10.4, mentre il suo raggio differisce da quello usato ]
precedenza per un fatiore - '

VIt 2 (X'X) Tz _ V1313
Ve (X' X) e v0.313

quindi Iintervallo di predizione cercato & dato da

69.86 +836 [I

Problemi

1. I dati segnenti mettono in relazione la percentuale di acqua z, contenuta in un certo
materiale in ung delle fasi di lavorazione, con la densita Y del prodotto finito.

x | 5 6 7 10 12 15 18 20
Y [ 74 93 106 154 181 222 24.1 2438

() Traccia il diagramma di dispersione.
@) Trova laretta di regressione che interpola questi dati,

2, Tdati seguenti illustrano la relazione esistente tra it prezzo unitario di un certo bene in ~
luoghi differenti e il numero di vniti dello stesso bene che sono state ordinate.

Pezziordinati | 88 112 123 136 158 172
Prezzo | 50 40 35 30 20 15

Secondo te quante unita verrebbero ordinate se il prezzo fosse 257

3. Si studia il livello di corrosione di vna certa sostanza metallica esponendola ad una at-
mosfera di ossigeno puro, ad una temperatura di 500 gradi Celsius. L’aumento relativ
di massa della sostanza viene utilizzato coime indicatore della quantita di ossigeno ch
ha reagito, I dati raccolti sono i seguenti: L

Ore di esposizione | 10 20 25 30 3.5 4.0
Incrementopercentuale | 002 003 0035 0042 005 0.054

(a) Traccia il diagramma di dispersione. .

(b} Trovala relazione lineare che interpola meglio i dati.

(c) Fornisci una previsione dell’increhleliio di massa dopo 3.2 ore di esposizione.,
4, I dati che seguono mostrano 1z relazione tra Ia densith x di certi campioni di legname

Y, la massima resistenza alla compressione opposta dal legno nella direzione della fibr:
{misvrata in psi). )

z | 041 046 044 047 - 047, 039 041 044 043 044
Y | 1850 2620 2340 2690 2160, 1760 2500 2750 2730 3120
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(a} Traccia il diagramma di dispersione. Pensi che sussista una relazione lineare?
(b) Stima i coefficiend di regressmne

(¢) Predicila resistenza alla compressione per un campione di legname con una densith
di0.43.

5. 1 dati seguenti mostrano I’ incremento nella velocit di lettura (misurata in parole al mi-
nuto} dopo un numero diverso di settimane per 10 individui iscritti ad un corso di lettura
veloce.

Numero di settimane | 2 3 8§ 1 4 . 5 9 7 5 7
Aumento di velociti l21 42 102 130 - 52 57 105 85 62 90

(a) Traccia il diagramma di dispersione per capire se pud sussistere una relazione
lineare.

(b) Trova le stime dei minimi quadrati dei coefficienti di regressione.
{¢) Stima il guadagno nel quale pud mediamente sperare un iscritto che intenda seguire
il corso per 7 settimane.

. La spettroscopia infrarossa & spesso 1inp1egata per determinare la percentuale di gomma
naturale in misture di gomma naturale e sintetica. Per esemplari di composizione nota,
lo strumento ha fornito le letture seguenti:

Percentuale | 0 20 40 60 80 100
Lettura | 0734 o885 1050 1191 1314 1432

Se una nova miscela d una lettura di 1.15 allo spettroscopio, qual 2 la percentuale di
gomma naturale stimata?

. La tabella che segue fornisce i punteggi medi per le parti linguistica ¢ matematica del
SAT? del 1996, in ciascuno degli stati americani. Viene anche riportata la percenmale di
studenti diplomati che hanno sostenuto il test.

{a) Usa i dati dei primi 20 stati (da Alabama a Maine) per ottenere una predizione
del punteggio medio in matematica in funzione della percentuale di studenti che
sostengono il test.

(b Confronta i valori predétﬁ con quelli riscontrati nei 5 stati successivi.

! Scholastic Aptitude Test. Si tratta di un esame pubblico che devono saperare gli studenti che finite le
scuole secondarie desiderano iscriversi alla gran parte dei college americani, [N.d.T]

“ELL
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= Punteggi medi del SAT, ordinati per stato, 1996 (scala ricentrata)

o Percentnale di
. Linguistico, ~ -Matematico partecipazione
Alabama ’ 565 558 8
Alaska 521 513 47
Arizona 525 521 28
Arkansas . 566 550 6
California 495 511 45
Colorado 536 538 30
Connecticat 507 504 79
Delaware - 508 495 66
Dist. of Columbia 489 473 : 50
Florida 498 496 48
Georgia 484 477 63
Hawaii 485 510 54
Idaho 543 536 15
Titinois 564 ' 575 14
Indiana 494 494 57
Towa 590 600 5
Kansas 579 571 9
Kentucky 549 544 12
Louisiana- 559 550 9
Maine 504 498 68
Maryland 507 . 504 - 64
Massachusetts 507 504 80
. Michigan - 557 565 11
Minnesota . 582 593 9
- Mississipi 569 557 4
Missouri 570 569 9
Montana 546 547 21
Nebraska 567 568 9
Nevada 508 507 31
New Hampshire 520 514 70
New Jersey . 498 505 69
New Mexico 554 548 ’ 12
New York 497 499 73
North Carolina - 490 486 59
North Dakota 596 599 5
Ohio . 536 535 24
Oklahoma 566 557 8
Oregon © 523 521 50
Pennsylvania 498 492 71
Rhode Island 501 491 69
South Carolina ) 480 474 57
South Dakota 574 566 5
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Tennessee . 563 552 14
Texas 495 500 48
Utah 583 - 575 4
Vermont 506 500 70
Virginia 507 496 68
‘Washington 519 : 519 47
West Virginia s 526 506 17
‘Wisconsin 577 586 . 8
Wyoming 544 544 11

Media Nazionale 505 508 41

Fonte: The College Board

8. Verifica 'Equazione (9.3.3) che afferma che

nY (el 2

i=1

Var(A)

9. Considera nuovamente il Problema 4.

(a) Stima la varianza di una singola risposta.
(b) Determina un intervallo di confidenza al 90% per tale parametra,

10. Verifica I'identith seguente.

SS'R — SzstY - Siy
S:l:n:

11. I dati seguenti rignardano 12 studenti di uno stesso corso di studi in legge. Tutti ripor-
tarono punteggi simili nella prova finale, inoltre ciascuno di essi entrd a lavorare in uno
studio legale. La tabella mette a confronto i loro redditi in migliaia di dollari con le loro
stature in pollici,

Stawra | 64 65 66 67 69 0 72 72 4 M4 75 7T6
Reddito | O1 94 88 103 77 96 105 88 122 102 90 114

(a) Adun livello di significativiti del 5%, questi dati confermano che vi sta un legame
tra salario e altezza?

(b} Qual & stata Ia tua scelta per I'ipotesi nulla nel punto (a)? Motiva la risposta.
12. T dati che seguono rappresentano il nomero di macchie solari apparse e il numero di

vittime di incidenti stradali che si sono verificati negli anni dal 1970 al 1983, Verifica
I'ipotesi che il numero delle vittime della strada non sia influenzato dalle macchie solari.
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T Vittime di incidenti stradali
Anno Macchie sols_u"i (1000)
1970 : 165 54.6
1971 8 533
1972 55 56.3
1973 - T34 49.6
1974 9 47.1
1975 30 . 459
1976 50 48.5
1977 : 83 50.1
1978 ‘ 109 - 524
1979 127 : 52.5
1980 153 53.2
1981 . ' 2 - 51.4
1982 ) ‘80 ) 46.0
1983 45 - 44.6
Fanﬁ:p:rl:nmchiewlcrihmwmdmompmnFmdnmmkmdﬁ_mﬁmnf . per gii incidenri, Geseral Statistics of the U.S. /985,

13. Considera il modello di regressione lineare semplice

_ Y=a+fz+e

esupponiche 0 < 3 < 1. —
~ (a) Dimostra che se z < 7-g- allora

o

1 —

$<E[Y]<—|8

(b) Dimostra che se x > ﬁ, allora

m>E[Y}>ﬁ

E concludi che E[Y] & sempre compresa tra z e 125.

14. B stato affermato, da istrutturi di volo con grande esperienzz, che gli apprezzamen
per un atterraggio particolarnente ben rivscito portano tipicamente ad un attemraggi
immediatamente successivo che si rivela peggiore, mentre le critiche per un pessim
atterraggio spesso sono seguite da una prestazione migliore. Dobbiamo concludeme ck
i complimenti tendono ad abbassare il livello dell’esecuzione, mentre le critiche tendor
ad elevarlo? Esiste qualche altra spiegazione?

15. Verifica la correttezza dell’Equazione (9.4.6):

n{n — 2)8,s -
{ s g Ao

!
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16.

17.

I dati scgﬁenti rappresentano la relazione esistente tra il numero di errori di allineamento
Y & numero di rivetti mancanti :'i;-,‘ﬁer 10 differenti aeromobili. E :

Rivetti mancanti |13 15 10 22 30 7 25 16 20 13
Ercori di allineamento | 7 7 5 12 15 2 13 9 11 3

{a) Disegna il diagramma di dispersione.

(b) Stima i coefficienti di regressione.

{¢) Verifica Iipotesi che oo = 1. - ]

{(d) Stima il numero medio di ertori di allineamento per un aeroplano cui manchino 24
tivetii. .

{e) Calcola un intervallo di confidenza al 90% per la quantita del punto (d).

Le cife che seguono sono le medic annuati dei prezzi di tutti i ibri recensiti dalla rivista

Science, dal 1990 al 1996. Dai un intervallo che con il 95% di confidenza contenga la
media dei prezzi di tutti i libri che sono stati recensiti nel 1997,

Anno Prezzo medio (dollari)’
1990 : 54,43

1991 . 54.08

1992. © 57.58

1993 51.21

1994 59.96

1995 - 60.52

1996 62.13

I Problemi dal 18 al 22 si riferiscono alla tabella di pagina seguente, che metie in relazione
il livello di fumo con i tassi di morte per 4 tipi di tumore in 14 stati americani.

18. (a) Disegna il diagramma di dispersione dei decessi per tumore alla vescica rispeito ai

13.

constumi di sigarette.

(b) Diresti che & possibile che vi sia una relazione lineare?

(¢) Trova il miglior fit lineare.

(d) Se il consumo medio pro capite in un certo stato fosse di 2 500 sigaretie, quale
sarebbe la tua previsione di decessi per questo tipo di cancro? :

(a) Disegna il diagramma di dispersione dei decessi per cancro ai polmoni, in funzione
del consuimo di sigaretie.
(b) Stima i parametri di regressione e . ]

(¢) Verifica al 5% di significativith I'ipotesi che il consumo di sigarette non infinisca

sulla frequenza dei decessi per cancro ai polmoni.
(d) Qual & il p-dei-dati del test del punto (c)?

20. (a) Disegna il diagramma di dispersione dei decessi per cancro ai reni rispetto al

consumo di sigarette.

T E R TR
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21.

22,

(b} Stima la retta di regressione.

(©) Qual & il p-dei-dati del test che tale retta abbia pendenza nulla?

(d) Determina un intervallo di confidenza al 90% per il tasso medio di morte per cancro
ai reni per gli stati in cui il consumo medio di sigarette per cittadino sia di 3400
all’anno, )

"(a) Disegna il diagramma di dispersione dei decessi per leucemia rispetto al consumo

di sigarette,

(b) Stima i coefficienti di regressione.

(¢) Verifica I'ipotesi che non vi sia correlazione tra il tasso di morti per leucemia e il
numero di sigarette fumate, ovvero che 7 = 0.

(d) Determina un intervallo di predizione al 90% per il tasso di morte pér lencemia in
uno stato in cui il consumo medio di sigarette per cittadino sia di 2 500 all’anno.

(a) Stima la varianza delle variabili dipendenti nei Problemi dal 18 al 21.

(b) Determina un intervallo di confidenza al 95% per la varianza nei dati sul cancro ai
polmoni.

(¢) Dividi i dati sul cancro ai polmoni in due parti, a seconda se il consumo di sigarette
sia inferiore o superiore alle 2 300 uniti. Assumi che per entrambi i gruppi di dati
sussista un modello di regressione lineare. Come verificheresti I'ipotesi che nei
due gruppi la varianza delle risposte sia la stessa?

(d) Effettua il test del punto (c} al 5% di significativita.

Fumo di sigarette e tassi di morte per cancro

Decessi all’anno su 100 000 persone

Sigarette Cancroalla Cancroai Cancro ai
Stato pro capite vescica polmoni reni Leucemia
California 2860 446 22.07 2.66 7.06
Idz_l.ho 2010 3.08 13.58 . 2.46 6.62
inois . 2791 4.75 22,80 2.95 7.27
Indiana 2618 4.09 20.30 2.81 7.00
Iowa 2212 423 16.59 2.90 7.69
Kansas 2184 291 16.84 2.88 742
Kentucky 2344 2.86 17.71 213 6.41
Massachusetis 2692 4.69 22.04 - 303 6.89
Minnesota 2206 - 372 14.20 3.54 8.28
New York 2914 5.30 25.02 3.10 7.23
Alaska 3034 3.46 25.88 432 4.90
Nevada 4240 6.54 23.03 2.85 6.67
Utah 1400 331 12.01 2.20 6.71
Texas 2257 321 20.74 2.69 7.02
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23. Disegna i residwi standardizzati per i dati del Problema 1. Cosa indica tale grafico {f) Traccia il grafico dei residui standardizzati.

riguardo alla nostra assunzione che sia valido un modello di regressione lineare? (&) 11 grafico ottenuto al punto () & in accordo con le assunzioni del modello?

24. Misurare direttamente il contenuto di proteine nei campioni di fegato richiede un proce-

dimento lungo e difficile. Per questo motivo i laboratori di medicina fanno spesso uso 26. Un produttore di viti vuole fornire ai swoi clienti dei dati sulla relazione tra lunghezze
della spettrofotometria, grazie al fatto che la Juce assorbita dal campione & legata alla nominali ed effettive dei suoi prodotti. Vengono osservati i dati (in pollici) che sono
quantita di proteine presenti. La procedura di misurazione consiste nel preparare una _ riportati nella tabella alla fine del problema.
sospensione del campione in acqua e registrarne 1’assorbimento luminoso tramite uno ’ o o '
spettrofotometro; essa & stata effettuata su 5 campioni con un contenuto di proteine noto, . (@) Stima i coefficienti di regressione., _
ottenendo i risultati seguenti. (b) Stima la varianza che risulta nella fabbricazione di una vite.
Luce assorbita |0.44 0.82 120 1.61 1.83 (c) Trova un intervalle di confidenza al 90% per la lunghezza media di un elevato
Contenuto di proteine | 2 16 30 46 55 numero di viti di 1 pollice nominale.

(d) Detemina un intervallo di predizione al 90% per la longhezza di una singola vite

Calcola il coefficiente di determinazione.
(a) cola il coefficiente rminazione di 1 pollice nominale.

(b) ‘Ti sembra che questo sia un modo ragionevole di misurare le proteine nei campioni

di fegato? (e) Traccia il grafico dei residui standardizzati.
(¢) Qual 2 la stima del contenuto di proteine se 1'assorbimento di luce & 1.5? : (f) I grafico ottenuto al punto (e} fa sorgere qualche dubbio sul modello di
(d) Determina un intervalio di predizione al 90% per la stima del punto (c). . regressione?

‘ Caleola il coefficiente di ione lineare.
25. Determinare la sollecitazione di taglio di un punto di saldatura & relativamente difficile: ® cliciente comelazione lgem

misurarne il diametro & molto pill semplice. Sarebbe molto vantaggioso percid se Ia

prima grandezza pqtcssc esse're predet?a da una misurazione della seconda. I dati trovati - Lunghezza nomin ale o ' i Lungh effettiva y
in una sperimentazione sono i seguenti. ) :

— - — o i 0.262 0.262 0.245
Sollecitazione di taglio (psi) Diametro della saldatura. (10~* pollic) i 0496 0512 0.450
370 400 ' 3 . 0.743 0.744 0751
| "2"133 : | g‘s’g 1 0.976 1.010 1.004
1560 1 600 13 " 1.265 1.25¢ - 1252
1980 2000 13 ©1.498 1.518 1.504
2450 2500 13 1.738 1.759 1.750
3070 3100 2 - 2,005 1.992 1992
3550 : 3600 ‘ ‘
3940 - 4000 . _ :
3050 : 4000 _ 27. 1 vetro gioca un ruolo importante nelle indagini criminali, infatti I'attivith criminale

finisce spesso col causare la rottura di finestie ¢ altri oggetti di vetro, e siccome piccoli
frammenti tendono a rimanere attaccati ai vestiti del colpevole, & fondamentale riuscire a
identificare i diversi tipi di vetro e collegarli con il lInogo del delitto. Drue proprieth fisiche
del vetro che sono utili per I'identificazione sono I'indice di rifrazione € la densith, 1

() Traccia il diagramma di dispersione.
(b) Determina gli stimatori dei minimi quadrati dei coefficienti di regressione.

(¢) Verifica al 5% di significativith V'ipotesi che il coefficiente angolare dellarettadi - primo 2 di facile misurazione, mentre il secondo & molto pid complicato; siccome inoltre
regressione sia 1. . ) . la misurazione esatta della densita & molto facilitata se si possiede almeno una sua buona

(d) Stima il valore atteso della sollecitazione di taglio quando il diametro & di 0.25 stima prima di approntare Iesperimento, sarebbe piuttosto utile se si potesse impiegare
pollici. I"indice di rifrazione per stimare I'altro parametro.

(e} Trova un intervallo di predizione che contenga con il 95% di confidenza la 1 dati seguenti mettono in relazione 1'indice di rifrazione di 18 tipi di vetro con la loro

sollecitazione di taglio di un punto di saldatura del diametro di 0.225 pollici. _ densitd.
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Indice di rifrazione Densita " Indice di rifrazione Densita
1.5139 - 2.4801 ‘ 1.5161 E 2.4843
1.5153 24819 - . 1.5165 .. 24858
1.5155 24791 1.5178 24950
1.5155 2.4796 . 1.5181 24922
1.5156 24773 1.5191 2.5035
1.5157 2.4811 : 1.5227 2.5086
1.5158 2.4765 1.5227 25117
1.5159 24781 ' 1.5232 2.5146

1.5160 24909 1.5233 25187

() Predici la densiti di un frammento di vetro che abbia un indice di rifraziong di
1.52.

{b) Determina un intervallo che con il 95% di confidenza contenga la densita cercata

al punto (a).

28. 1l modello di regressione
Y=08z+e, BNN(O,O’Z)

& detto regressione attraverso 1'origine, perché suppbne che la risposta media quando il
livello di ingresso & z = 0 sia nulla. Supponi che (z;,Y;), peri = 1,2,...,n siaun
campione di coppie di dati provenienti da questo modello.

(a) Determina lo stimatore dei minimi quadrati B, di 5.

(b) Qual & la distribuzione di B?

(¢) Definisci SSk e trova la sua distribuzione.

{d) Costruisci un testi:erveriﬁcare Hy:3=pfydicontroa Hy : § # Po.

(¢) Determina un intervallo di predizione con un livello di confidenza di 1 — ~y per
Y (zo). la riposta al Livello di ingresso xg.

29, Dimostra I'identita seguente:

52
2z . zY
R 5 zz SYY

30. La tabella che segue riporta il peso € la pressione sistolica per un campione casuale di 20
womini americani di eth compresa tra i 25 e 30 anni.
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Soggetto  Peso (libbre) Pressione Soggeito  Peso (libbre) Pressione
1 165 130 -1 172 153
2 167 ;e 12 159 128
3 180 150 13 168 132
4 155 128 14 174 149
5 212 151 15 183 158
6 175 146 16 215 150
7 190 150 17 195 163
8 210 140 18 180 156
9 200 148 19 143 124
10 . lag 125 20 240 170

(a) Stima i coefficienti di regressione.

() Tisembra che i dati supportino la tesi che la pressione del sangue non dipenda dal
peso corporeo?

(¢) Scelto un campione numeroso di soggetti del peso di 182 libbre, trova un intervallo
che con il 95% di confidenza contenga la media delle loro pressioni sistoliche,

(d} Analizza i residui standardizzati.

() Determina il coefficiente di correlazione campionaria.

31. Si & determinato che la relazione tra la tensione T e il numero di cicli N prima di una
rottura, per una particolare lega metallica & dato da ’

A
T—-’I—v—;

dove A e tn sono costanti da determinare. Stimale, sapendo che una spetimentazione
che & stata effettuata ha ottenuto i dati segnenti.

Tensione(lOOGpsi)'SS.O 505 435 425 420 41.0 357 3435 330 320
N {milioni di cicli) |.223 925 675 181 291 505 126 215 445 420

32. Nel 1957 I'ingegnere olandese J. R. DeJong propose un modello per il tempo necessario
per svolgere una semplice operazione manuale, in funzione del numero di volte che era
stata praticata. La formula era

Tets™™

dove T & il tempo necessario, .2 il numero di volte che si & praticata I'operazione e i e
s sono parametri che dipendono dal tipo di lavoro ¢ dalla persona coinvolta. Stima t e &
per il campione di dati seguente.

T|224 213 197 156 152 139 137
n|] 06 1 2 3 4 5 6

33. 1l residuo di cloro in una piscina in diversi momenti successivi alla pulitura pil recente &
il seguente:
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Tempo (ore) l 2 4 6 8 10 12
Cloro (ppm) | 18 15 145 142 138 136

(a) Intcrpolé una relazione del tipo ¥ ~2 ae‘bz‘

(b) Che residuo di cloro prevedi si avra 15 ore dopo la pulitura?

34, La frazione di eccedenza termica che viene dissipata da un corpo dopo un tempo ¢ da
quando si rimuove la sorgente di calore, segue la legge

P =1- e—rlt
per una opportuna costante «v. Avendo a disposizione i dati

Ploo7 021 032 038 04 045 051
t | 01 02 03 04 05 06 07

(a) stima il valore di ox;
(b) stima il valore di t al quale risulta dissipata la meta dell’eccedenza termica.

35, I dati seguenti rappresentano la conta batterica nei campioni di sangue di 5 cavie in
momenti diversi dopo un'inoculazione con batteri vitali.

Giomni | 3 6 7 8 9
Conta batterica (migliaia) | 121 134 147 210 330

(a) Interpola una curva. 7
(b) Stima la conta batterica per un’altra cavia dopo 8 giorni.

36. I dati seguenti rappresentanc I ammontare di idrogeno (in parti per milione) presente in
trapanature del nucleo di una colata metallica sotto vuoto, a varie distanze dalla base.

Distanza | 1 2 3 4 5 6 1 & 9 10
Idrogeno | 128 150 112 094 082 075 060 072 095 120

(a) Disegna il diagramma di dispersione.
(b) Interpola questi dati con una curva della forma

Y=c+pr+rr’+e

37. Un nuovo farmaco per la cura dei tumori viene sperimentato su 10 topi da laboratorio,

ciascuno dei quali presentava inizialmente una massa tumorale di 4 grammi. Dopo un
trattamento a dosaggi differenti, si riscontrano le seguenti riduzioni delle masse turnorali:

Dosedifamaco | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Riduzione tumore.(g) I 05 09 12 135 15 16 153 138 121 065
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39. Affronta nuovamente il Problema 5 ‘sotto 1'ipotesi che la varianza dell’incremento nelia
velocith di lettura sia proporzionale alle settimane di preparazione.

40, 1dati che seguono sono stati gcnemu con il modcllo

Usa un modello di regressione quadratico de) tipo ‘

Y=F3+Piz+ Pz’ +e

per stimare la massima riduzione mediamente ottenibile, e il dosaggio di farmaco che k ]
raggiunge,

Nella tabella seguente & riportato il numero di fusti trasportati in container che sonc‘
risultati danneggiati in occasione di i 1mpatu a diverse velocita.

Velocith |333555677

dove e & normale con media 0 e varianza 15/(5 + z):

Fusti danneggiati | 54 62 - 65 94 122 84 142 139 184 254

(a) Analizza i dati con un modelio di regressione lineare semplice. J
(b) Disegna il grafico dei residui standardizzati,
(&) Tisembra che cid che hai ottenuto al punto (b) indichi qualche difetto ne! modello?:

(d} Se la risposta a! punto (c) & posmva, “individua un modello migliore ¢ stima 1.
parametri cortispondenti.

'Y=20+_,4z+e

| 1 2 3 4 5. 6 17 8 9 10

T
y | 239 279 31 368 418 . 436 48 499 56 597

(a) Traccia un grafico dei dat. -

(b). Interpola i dati con una retta usando il metodo dei minimi quadrati ordinario. K
(c) Interpola i dati con il metodo dei minimi quadrati pesati. |

(@) Traccia le due rette dei punti (b) e (c) in':sovrapposizione ai dati. I

41. 1 dati seguentisi riferiscono all’Esempio 9.8.3;. : ]
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Autovetture (al giorno) . Incidenti (al mese)
2000 =15
2300 27
2 500 20
2600 21
2800 31
3000 16
3100 22
3400 23
3700 40
3800 39
4000 27
4600 43
4 800 53

*42. La portata massima dei fiumi & un parametro importante per molti problemi di progetta-
zione. Per ottenere delle stime di tale.valore, si possono utilizzare dati quali I"estensione
(x1) e la pendenza media () del bacino jdrografico. Stima la relazione tra queste gran-
dezze usando i dati seguenti (1’area del bacino & espressa in miglia quadrate, e la portata
in piedi cubi al secondo).

(a) Stirna il numero di incidenti al mese in un tratio di autostrada percorso da 3500

autoveicoli al giorno.

(b) Usa il modello

VY =a+fz+e
e rispondi nuovamente al punto (a).

550 1200 4000

kol 36 37 45 450
a 0.005 004 0004 0002 0004 0001 0002 0.0005
Portatamassima | 50 40 45 490 400 650 1550
#43. 1 sedimenti trasportati dai corsi d’acqua dipendono dalle dimensioni del bacino idro-
grafico e dalla portata media. Stima la relazione esistente, usando i dati seguenti.
Bacino Portata media Sedimentl
(x 1000 mi%) (piedi cubi al secondo)  (milioni di tonnellate alPanno)
8 65 ‘ 1.8
19 625 6.4
31 1450 33
16 2400 14
41 6700 10.8
24 8 500 150
3 1550 1.7
3 3500 08
3 4300 04
7 12100 1.6
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.+. "4, Stima i coefficienti di regressione lineare multipla per i dati seguenti.

.-‘3V

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
) 11 10 9 8 7 6 5 . 4 3 2
I3 16 9 4 1 2 1 4 9 16 25
I 4 3 2 1 1 -1 —2 -3 -4 -5
Y | 275 183 140 82 . 97 122 146 246 359 482

*45. Idati che seguono si riferiscono ad alcuni trapianti di cuore eseguiti a Stanford. In par-

tlcclare vi compatono il tempo di sopravvivenza (in giorni), it mismatch score, che & un
indicatore dell’incompatibilita fisiologica tra donatore e ricevente, e I'eti del ricevente.

Giorni di sopravvivenza Mismatch score Eta
624 1.32 51.0
46 0.61 : 42.5
64 1.89 . 54.6
1350 0.87 54.1
280 1.12 49.5
10 2.76 553
1024 1.13 434
39 1.38 428
730 0.96 584
136 1.62 52.0
836 1.58 . 45.0
-60 0.69 64.5

*46.

(a) Usando come variabile dipendente il logaritmo del tempo di sopravvivenza, in-
terpola un modello di regressione lineare multipla suile variabili indipendenti
costitnite dal mismatch score e dall’eta.

(b) Stima la varianza del termine di errore.

{(a) Stima 1'equazione di regressione lineare multipla per i dati seguenti.
{b) Verifica I'ipotesi che 8y = 0.
(€) Verifica I'ipotesi che §; = 0.

(@) Verifica I'ipotesi che sia di 8.5 Ia risposta media ai livelli di ingresso 21 = & =
=1
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x ) ) ¥

7.1 0.68 4 " 41.53
9.9 0.64 1 63.75
3.6 0.58 1 16.38
93 0.21 3 45.54
23 0.89 5 15.52
4.6 0.00 8 28.55
0.2 0.37 5 5.65
5.4 0.11 3 25.02
82 0.37 4 52.49
7.1 0.00 6 38.05
4.7 0.76 0 30.76
54 0.87 8 39.69
1.7 0.52 1 17.59
19 0.31 3 1322
9.2 0.19 5 50.98

*47. La resistenza alla wrazione riscontrata in un certo tipo di fibra sintetica sembra essere
legata alla percentuale di cotone nella fibra e al temmpo di ascingatura della fibra stessa.
Una sperimentazione su 10 esemplari prodotti in condizioni differenti ha dato i risultati
qui sotto:

Resistenza alla trazione ' 213 220 216 225 235 218 239 243 233 240

Percentuale di cotone 13 15 14 18 19 20 22 17 6 18

Tempo di ascingatura 21 23 22 25 32 24 34 41 20 43

{a) Interpolai dati con una equazione di regressione multipla.

(b) Determina un intervallo di confidenza al 90% per la resistenza media alla trazione
di una fibra sintetica con il 21% di cotone & il cui tempo di asciugatura sia stato
pari a 3.6. ) :

*48. 1minuti di funzionamento senza guasti y di un componente di una macchina sono legati
al voltaggio di funzicnamento z,, alla velocith del motoré (in giri al minuto) x,, e alla
temperatura di funzionamento x4. Nel reparto di ricerca e sviluppo si realizzano una
serie di esperimenti, ottenendo i dati seguenti.

2145 2155 2220 2225 2260 2266 2334 2340 2212 2180
S 110 110 . 110 110 120 120 120 130 115 115
750 850 1000 1100 750 850 1000 1000 B4 880
140 180 140 180 140 180 - 140 180 150 150

& 8§ B=

{a) Trova il fit lineare multiplo per questi dati,
{b) Stima la varianza dell’errore.

(c) Determina un intervallo di confidenza al 95% per la media del tempo di funzio-
namento ad una tensione di 125 volt, una velocith di 900 giti al minuto ¢ una
temperatura di 160 gradi Fahrenheit.
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49. Spiega perché, mantenendo gli stessi dati, ogm intervallo di predizione di una risposts
futura contiene il corrispondente intervallo di confidenza della risposta media.

*50. Considera il seguente campione di dati.

o o Y
5.1 2 5542
5.4 8 10021
59 -2 27.07
6.6 12 169.95
7.5 -6 —17.93
8.6 1% 197.77
99 -10 —25.66
114 20 264.18
13.1 -4 —53.88
15.0 24 . 317.84
17.1 —18 —72.53

19.4 28 385.53

(a) Interpola una relazione lineare tra y & ;.
(b) Calcola Ia varianza del termine di errore.

{c) Determina un intervatlo che con il 95% di confidenza contenga 1a risposta che si
otterrebbe con ingressi z; = 10.2 e 2= 17.

.*51. 1 costo di produzione energetica per kilowatt-ora & una funzione del fattore di carico

e del costo del carbone in centesimi di doflato per milione di Btu. I dati seguenti sono
stati ottenuti da 12 centrali. '

Fattore di carico 84 81 73 74 67 87 77 76 69 82 90 88
Costodelcatbone | 14 16 22 24 20 29 26 15 29 24 25 13

Costoenergetico | 4.1 44 56 51 50 53 54 48 6.1 55 47 39

(a) Stima l‘eqila.zione di regressione.
(b) Verifica I'ipotesi che il coefficiente del fattore di carico sia nullo.

(¢) Determina un intervatlo di predizic;ne al 95% per il costo di produzione
dell’energia quando il fattore di carico sia 85 e il costo del carbone 20.

*52. Idati seguenti mettono in relazione la pressione sistolica di yn gruppo di individui con
la loro et ¢ il loro peso. I soggetti dell’esperimento hanno stili di vita e corporature
Bta 25 25 42 55 30 4 6 60 38
Peso (libbre) 162 184 166 150 192 155 184 202 174
Pressione | 12 144 138 145 152 110 118 160 108
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{a) Verifica I'ipotesi che, conoscendo il peso di un individuo, la sua etd non dia
informazioni ulteriori nel predime la pressione. i

{b) Determina un intervallo che, con il 95% di confidenza, contenga la media delle

pressioni di tutti gli individui (simili ai precedenti) di 45 anni che pesano 180
libbre.

{c) Determina un intervallo che, con il 95% di confidenza, contenga la pressione di
_una persona di 43 anni che pesa 180 libbre.

*53, Uno studio completato di recente ha tentato di mettere in relazione la soddisfazione nel
lavoro con il reddito annuale (in mighaia di dollari) e 1’anzianitd, di un campione di 9
dipendenti municipali. La soddisfazione per il propric impiego (in una scala da | a 10)
& il valore dichiarato dai singoli soggetti:-

Reddito annuale 27 22 34 28 36 39 33 42 46
Anni in quell’impiego 8 4 12 9 16 14 10 15 22
Soddisfazione | 56 63 68 67 70 77 70 80 718

(a) Stima i parametri di regressione.

{b) Che considerazioni qualitative puoi trarre su come cambia il valore di soddisfa-
zione quando si aumentarno gli anni di servizio tenendo fisso il reddito?

{c) Predici la soddisfazione nel suo lavoro di un impiegato assunto da 5 anni con un
reddito di 31 000 dollari.

*54, Considera il Problema 53 senza i dati sul reddito; supponi quitidi che la soddisfazione
nel lavoro sia legata solamente agli anni di servizio.
(a) Stima i parametri di regressione e 3.

{b) Qual & la relazione qualitativa tra le due variabili? In altre parole, come sembra
cambiare Ia soddisfazione all’aumentare dell’ anzianita di servizio?

(¢) Confronta le due risposte date ai punti (b) di guesto problema e del 53.
(d) Commenta il risultato del punto {(c). Che conclusioni se ne devono trarre?
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10.1 Introduzione

‘Una societid molto grande sta valutando 1’acquisto in quantith di un pacchetto soft-

ware per insegnare un nuovo linguaggio di programmazione. Sono disponibili sul
mercato quattro prodotti differenti, che alcuni personaggi influenti all’interno dell’a-
zienda ritengono essere sostanzialmente equivalenti, nel senso che la scelta di uno
piuttosto di un altro non avra una apprezzabile inftuenza sul livello di apprendimen-
to dell’utente. Per verificare questa ipotesi si scelgono 160 ingegneri, che vengono
divisi in 4 gruppi di 40, e si assegna a ogni gruppo un pacchetto differente per impa-
rare il linguaggio di programmazione in questione. Alla fine del periodo di studio, si
sottopongono gli ingegneri ad un esame molto approfondito, e si desidera utilizzare i
risultati ottenuti per stabilire se davvero i pacchetti fossero equivalenti. Come si pud
effettuare questa analisi?

La prima cosa da notare & che quando i punteggi medi dei quattro gruppi di in-
gegneri sono molto simili, & auspicabile concludere che i pacchetti siano interscam-
biabili, mentre quando i quattro valori sono troppo distanti dovra essere possibile
rifiutare questa 1'ipotesi. Affinché questi ragionamenti siano validi & perd necessa-
tio fare molta atterizione al criterio con cui formiamo i gruppi. Infatti nel caso che
i membri di un gruppo realizzino punteggi decisamente pid alti dei colleghi, cosa
abbiamo dimostrato? E il pacchetto software utilizzato a essere migliore, o sono i
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soggetti dell’esperimento che sono pid capaci degli altri? Per escludere la seconda
alternativa occorre che la suddivisione sia fatta in modo tale da rendere estremamen-
te improbabile che si formi una concentrazione di elementi migliori o peggiori in un
gruppo. Il metodo che si & appurato essere pi indicato per queste finalita @ Ia for-
mazione dei gruppi in modo assolutamente casuale, vale a dire scegliendo con pari
probabilitd una qualsiasi suddivisione tra tutte quelle possibili’.

Quando la suddivisione in gruppi sia casvale, & probabilmente raglonevole sup-
porre che (1) i punteggi dei singoli soggetti all’esame finale siano variabili aleatorie
normali e indipendenti; (2) i parametri di tali distribuzioni dipendano solo dal pac-
chetto software utilizzato, e anzi, mentre le medie 1, p2, p3 € p4 possono effet-
tivamente cambiare da un pacchetto all’altro, si pud supporre che la varianza delle

distribuzioni sia dovuta alla variabilitd nell’apprendimento delle persone, e quin-

di sia una costante (incognita) 0. Si denota quindi con X;j, peri = 1,2,3,4 ¢
4=1,2,...,40 il punteggio totalizzato dal membro j-esimo del gruppo i, ¢ le Xj; si
suppongono essere indipendenti e avere distribuzione normale di parametri incogniti
4 € o2, Lipotesi in esame, che i pacchetti siano equivalcnti, si scrive allora come
H1 = 2 = p3 = 4.

In questo capitolo presentiamo una tecnica che pud essere usata per verificare tale
ipotesi. Essa si rivela molto generale, e pud essere impiegata per fare inferenze su un
gran numero di parametri legati alle medie delle popolazioni. Tale tecnica prende il

nome di analisi della varianza®.

10.2 Lo schema generale

La verifica delle ipotesi sulle medie di due distribuzioni normali  stata affrontata nel
Capitolo 8; qui ci occupiamo del caso generale in cui il numero di distribuzioni da
confrontare sia arbitrario. Nella Sezione 10.3 studiamo il caso in cui si dispone di m
campioni provenienti da popolazioni diverse, ciascuno di n elementi, e usiamo questi
dati per verificare I'ipotesi che le m medie di popolazione siano tuite uguali. Poiché
la media di queste variabili aleatorie dipende da un solo fattore, vale a dire 1a popola-
zione 1,2,...,m da cui sono estratte, questo ambito prende il nome di analisi della
varianza a una via (o anche one-way). Nella Sezione 10.3.1 presentiamo una tecnica
per confrontare contemporanemente tutte le (77} coppie (js, 17) di medie delle diver-
se popolazioni, per poter dire qualcosa di pitl, specialmente quando si rifiuta Pipotesi

! Non & affatto ovvio come realizzare una tale scelta casnale, comungque una procedura che si rivela
molto efficiente consiste nel numerare da 1 a 160 i soggetti dell’ esperimento, generare ina permuta-
zione casuale degli interi 1,2, ..., 160, e infine mettere nel primo gruppo gl ingegneri i cui numer
occupano le prime 40 posizioni, nel seconde gruppo quelli delle ulteriori 40 posizioni e cosi vig.

? Ininglese & detta analysis of variance, da cui I’usatissimo acronimo ANOVA, [N.d.T}
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che siano tutte uguali. Nella Sezione 10.3.2: 1]lusmamo come procedere quando gli
m campioni non hanno tutti la stessa numerositd,

Nelle Sezioni 10.4 e 10.5 consideriamo dei modelli in cui vi siano due fattori
che determinano la media delle variabili aleatorie. Queste ultime si mnnaglnano‘
costituire una matrice, e il valore atteso di ogni elemento si assume dipendere sia.
dalla riga sia dalla colonna a cui appartiene. Questo modello prende il nome di enalisi
della varianza a due vie (oppure two-way). Lipotesi di lavoro pii semplice & che la-
media delle variabili aleatorie dipenda dalla riga ¢ dalla colonna in modo additivo,
e quindi che il valore atteso di Xi; assuma la forma p + o + ;. In guesto caso
sviluppiamo stimatori dei parametri {(Sezione 10. 4) e costruiamo i test per verificare
I'ipotesiche o larigaola colonna non influiscanc in realta sulle medie (Sezione 10.5),
Nella Sezione 10.6 abbandoniamo I’assunzione di additivita e ci mettiamo nel casoin -
cui la media delle variabili aleatorie dipenda in maniera anche nonlineare dalla riga
e dalla colonna in cui si trova; si rende possibile cosi la presenza di interazioni tra i
due fattori. Mostriamo come verificare I'ipotesi che non vi siano interazioni, come .
pure quella che non vi sia effetto di riga oppure di colonna.

In tutti i modelli considerati in questo capitolo assumiamo che i dati abbiano
distribuzione normalecon la medesima varianza o2, che non si suppone nota. Per
verificare una ipotesi nulla H, riguardante dei | parametri legati alle medie delle popo-
lazmm I'approccio dell’analisi della varianzg’ si basa sul confronto di dve stimatori
di o%. Tali stimatori sono costruiti in modo che 11 prime sia valido indipendentemente
dalla correttezza di H,), mentre il secondo si comporta bene solo nel caso che H) sia
vera, e altrimenti tende ad errare per eccesso, I test vengono percid costruiti in basc
al principio che I’tpotesi nulla va rifiutata se il rapporto tra il secondo stimatore ¢ il
primo & troppo alto. In altre parole, siccome j.due stimatori dovrebbero essere vicini
quande Hj & valida (infatti in quel caso entrambi stimano ¢2), & naturale rifiutare
Fipotesi nulla quando €851 non sono affatto vicini.

Gli stimatori di o2 che esibiremo fanno uso di un importante propnetﬁ — sulla
quale ora ci soffermiamo — delle distribuzioni chi-quadro. Sianc Xy, X3,..., Xy
delle variabili aleatorie normali mchpendenn con medie eventualmente dlverse
H1, 42, .., iy, € varianza in comune o2, Poiché le variabili aleatorie

Xi — i

Zi="2B 0 i=1,2,...N
a .

sono normali standard, éegue dalla definizione ‘della distribuzione chi-quadro che
2 (Xi — #-;) 2
Z 7=y S Xk
i=l o

& una chi-quadro con V gradi di liberta. Suppb}]iamo ora di non stimare direttamente
le ji;, ma usare il fatto che esse sono combinazioni lineari di k parametri incogniti
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i quali possono essere stimati; costruendo le medesime combinazioni lineari con gli
stimatori dei parametri, si determinano degli stimatori /i; per le medie vere p;, per
i=1,2,..., N. In queste ipoigsj & possibile dimostrare che - "
, N ~ _
Z (X — @y o
—3 "~ XN-k
£ g
i=1
In altre parole, si comincia notando che
N
(X - E [Xi])z 2
Z 3 ~ XN
- a
i=1 . )
Se si scrive ciascuna delle £{X;] come combinazione lineare dei k parametri e quindi
si sostituiscono questi ultimi con gli stimatori (;orrispondenti, I’espressione risultante
ha ancora distribuzione chi-quadro, ma i gradi di libert3 vanno diminuiti di uno per
ogni parametro che viene sostituito col suo stimatore.

Per dare un esempio di questo comportamento, si consideri il caso in cui tutte e

medie sono uguali, ovvero

E[X)=p, -~ i=12,....N

Prendiamo 4 come unico parametro da stimare, cosi che k = 1. Se sostituiamo 4 con
X che 2 il suo stimatore, troviamo quella che era I'espressione di (N — 1)5?/¢%:

N - N '
(x:-X N-1 1 .__2_-,5@ 3
; ol T g2 N-—lg(x' Xy = UZ(N D

che sappiamo dalla Seziope 6.5.2 avere distribuzione chi-qﬁadro con N — 1 gradi di
liberta in accordo con il risultato generale enunciato poco fa.

10.37 Analisi della varianza ad una via

Consideriamo 7 campioni indipendenti, ciascuno formato da n variabili aleatorie
normali con media che dipende dal campione e varianza fissata. Denotiamo tali dati
con Xi;, dove i = 1,...,m indica il campione e j = 1,...,7n indica 1a posizione
all’interno del campione stesso. L’ipotesi di gaussianiti appena espressa si riformula
in questi termini:

Xij~N(pi,az), i=l..,m  j=l..,n
dove i parmﬁetri L1, 42, - - - » lim € @ SONO incogniti. Il nostro obiettivo & la verifica.
dell’ipotesi nulla :

Ho:pi=pa=--+=pm

b
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# «_ di contro all’ipotesi alternativa H che non tutte le medie siano identiche, Una situa-

" zione pratica che pud illustrare questo modello sj ha quando disponiamo di m trat-
tamcnti diversi,"¢ 1l risultato dell’applicazione del'trattamento i ad un oggetto ¢ una
variabile aleatoria A/ (,u.i, 02). Applichiamo ciascun trattamento a n oggetti diversi e
alla fine vogliamo stabilire se & vero o no che tutti i trattamenti hanno (mediamente)
lo stesso effetto.

Siccome vi sono in tutto nm variabili aleatorie normali e indipendenti, la somma
dei quadrati delle loro versioni standardizzate avra distribuzione chi-quadro con nm
gradi di liberta:

mo2 m n ; :

(X ~ E[Xy))? (X — pi)?
ZZ“‘OZ— =22~ Xom (10.3.1)
=1 j=1 i=1 j=I :

Come stimatori degli m parametri incogniti pi5, 42, - - - , fim. Usiamo le medie cam-

pionarie dei singoli campioni di dati; in particolare X, denotera quella del campione
i-esimo:

1 n
X' ==Y Xy
= ;1 i {10.3.2)
Sicfcome Xis & uno stimatore di j4,;, peri = 1,2,...,m, se li sostituiamo tutti al posto
dei parametri nell’Equazione (10.3.1), ’espressione che otteniamo,

i i (Xij — Xis)?  SSw 2
2 = ™ Xnm—

o = e g2 nm—m
rappresc_enta una chi-quadro con nm — m gradi di libertd. (Si ricordi che si perde un
grado di libertd per ogni parametro sostituito da un suo stimatore). Nella precedente

si & posto
m L3
8w = 3 Xy — Xu)?
=1 j=I

Poiché il valore atteso di una variabile aleatoria chi-quadro & il numero dei suoi gradi
di liberta, calcolando la media di SSw si hache -
SSw

E [—'—2 ] =nm-—m ovvero E [—SSW ] = g*
o nm-m

(10.3.3)

(10.3.4)

Abbiamo cosi trovato il primo stimatore di o2, ovvero SSw/(nm — m). Si noti che
fino a qui non abbiamo dovuto supporre che H;, fosse vera o meno.

Deﬁnizion.e 10.3.1. La statistica SSw definita nell’Equazione (10.3.4) & chiamata
somma dei quadrati® entro i campioni (within), perché si ottiene sostituendo al posto

3 ; . . )
Useremo spesso in questo capitolo le somme dei quadrati degli scarti tra un certo numero di valori e la
lora media aritmetica. Queste quantiti, che sono evidentemente molto vicine a varianze campionarie,
vengono a volte dette devianze, [N.d.T]
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delle medie di popolazione gli stimatori calcolati entro ogni camipione. La statistica
: S5
nm—m
& uno stimatore corretto di o2

1l secondo stimatore di o2 deve essere valido solo nel caso che I’ipotesi nulla sia
vera. Assumiamo allora H), e quindi che tutie le medie siano uguali, ovvero p; = p,
per tutti gli indici i. Sotto questa ipotesi tutti gli stimatori X'yy, X24,. .. Xims sono
normali di media j e varianza o /n, quindi la somma dei quadrati delle loro versioni
normalizzate & una chi-quadro con m gradi di liberta:

Xﬁ —E Xu 2 Xa* - .
Z( e )}“) D* _ ;( az/ﬂ ~x% . (10.35)

Ci occorre uno stimatore di 4, ed avendo tutti i dati valere atteso y, la loro media
campionaria costituisce la scelta migliore, percid lo stimatore & dato da

1 A3 L& . -
=33 Xg=—> Xu (1036

i=1 j=1 i=1

Se ora sostituiamo z con X,, nell’Equazione (10.3.5), la quantith ottenuta ha

distribuzione 2, _,, quando Hy & vera:

= X't.— Xt* 2 SS’],
o = -) _ 22 e K (103.7)
=1
dove si & posto
m
55 =1 (Xiw — Xou)? (10.3.8)

i=1
Di conseguenza, quando H; & vera,

E[‘?;‘] =m-1 OVVero E[ 55 ] =g?

m-1

Defintzione 10.3.2. La statistica S5, definita nell’Equazione (10.3.8) & chiamata
somma dei quadrati fra i campioni (between). Quando H), & valida, la statistica

S5y
m—1

& uno stimatore corretto di o2,

“stribuzione F con m — 1 gradi di libertd al numeratore e i — m al denominatore.
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Riassumendo, fino a qui abbiamo provato'che: ' ]
—SSL stima 702- in ogni ¢aso
nm —m ’ J
S5'b

] stima o2 se Hy & vera.
Siccome si pud am:he dimostrare che, quando H, non & vera, il secondo stlmatorej
tende a superare o2, & naturale usare come stahsuca del test I’espressione

8Su/(n — 1)

Du = gy Ttrim —m)

(10.3.9) }

¢ rifiutare ]’ipotesi-nulla guando D,; & abbasta;nza grande.
Per quantificare questo valore sfruttiamo un altro importante risultato che non
dimostriamo: quando H|, & vera, SSw e SS, sono indipendenti, e quindi Dis ha di-

Denotiamo come usuale con Fy; _; nm—m Una variabile aleatoria di questo tipo, e per .
ogni @ € (0, 1) definiamo Fy, g1 pm—m in modo che valga

'P_(Fm—l,nm—m > Fa,;n_—l,nm—m) =

Con questa notazione un test ad un livello @ di significativita deve

, S8/ (m |
. rifiutare HD se W%—)' > F am—1am—m i
. (10.3.10)
accettare H, se 55/ (m — 1)

W%_ Fa,m-—l,nm—m

La Tabella A.4 in Appendice riporta il valore di Fy, , 5, per oo = 0.05 ¢ per diverse
scelte di » e m. Una parte di quei valori & presentata anche nella Tabella 10.1, che
ad esempio ci dice che vi & una probabilith delﬁ% che una F di Fisher con 3 gradi i
liberta al numeratore e 10 al denominatore supéri 3.71.

Tabella 201 Valori di Fpgspm, dove n &il numero di gradi di liberth del numeratore, ¢
m del denominatore :

1 _ 2 i" 3 4 ]
4 7.71 6.94 6.59 6.39
m 5 6.61 579 = 541 5.19

10 4.96 410 371 3.48 i
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Un metodo alternativo per verificare I'ipotesi che tutte le medie siano uguali cor:

siste nel calcolare il p-dei-dati e confrontarlo con it livello di significativith desidera-
to. Se v denota il valore assunto dalla statistica del test, allora il p-dei-dati vale

p-dei-dati = P(F.,_} nin—m = V) ' (103.11)

e pud essere ad esempio calcolato con il ngramma 10.3, che fornisce anche il valore
della statistica Dy.

Esempio 10.3.1. Una azienda di noleggio auto vuole valutare 1'efficienza di 3 tipi
diversi di benzina. Predispone 15 auto identiche per viaggiare a una stessa velocita
fissata, ¢ mette 10 galloni di carburante in ciascun serbatoio, dividendo le auto in 3
gruppi da 5. I dati seguenti sono le miglia percorse fino all’esaurimento di tutto il
carburante. '

Tipo 1 220 251 226 246 . 260
Tipo 2 44 235 32 242 225
Tipo 3 252 272 250 238 256

Si verifichi 1'ipotesi che 1’autonomia media ottenuta non dipenda dal tipo di
carburante. Si usi il 5% di significativiti.

Eseguiamo il Programma 10.3 ottenendo i risultati della Figura 10.1. Siccome il
p-dei-dati & maggiore di 0.05 non possiamo escludere 1’ ipotesi che i tre tipi di benzina
siano equivalenti. [}

Nel caso si svolgano i calcoli a mano, & utile la seguente identita algebrica.

i W | Yalues ina One-way ."'.HU"J'AW
220 244 i
1 2% 272
226 232 50
245 242 238 . -
225 756 ’7 .
_E!. =~ 165.9667 55! = 431.8667
MN*N-1) M-1
The valua of the f-statistic is 2 60M9
The p-value is 0.1124

Figura 10.1
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Proposizione 10.3.1 (Identita delle somme dei quadrati). Siano dati nrn numeri

Xij,i=1,...,mj=1,...,n,esidefiniscanole grandezze SSw, X+ € 59 come
nelle Equazioni (10.3.4), (10.3.6) e (10.3.8) delle pagine precedenti. Allora -

m n R
ZZ X% =nmXZ, + S5 + 55w (10.3.12)
i=] j=1

Nello svolgere i conti a mano, conviene calcolare nell’ordine

1
X“=E_ZXU, i=1,...,m
J=
1>
-Xsu = ;Z-Xu

S5y = ﬂZ(Xit - X**)z
i=1

si deve poi trovare il valore di 3, ) ; X3, e infine

SSw = iix&i —nmxf,, — 55,

i=1 j=1

‘Esempio 10.3.2. Eseguiamo a mano i calcoli del’Esempio 10.3.1. Per prima cosa

notiamo che sottrarre una costante a tutti i dati non cambia il valore della statistica
del test. Decidiamo allorz di sottrarre 220, ottenendo i risultati seguenti:

Tipo Autonomia PP TSI o
1 0 3 6 26 40 103 3273
2 24 15 12 22 - 5 78 1454
3 32 - 52 30 13 36 168 6248
Per cui

Xia = 103/5=206 X2, =78/5=156  Xa. = 168/5 =336
 Xuw = (Xie + Xou + X3.)/3 223267, X2, ~541.334
© 85, 2 5[(20.6 — 23.267)% + (15.6 — 23.267)% + (33.6 — 23.267)%] = 863.33
YT, X% =3273+ 145446248 = 10975
e inﬁl}e
§Sw = 10975 — 15 x 541.334 — 863.33 =~ 1991.6
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Di conseguenza la statistica rilevante risulta pari a

863.33/2
1991.6/12

A questo punto, consultando 1a Tabella A 4 in Append.lce otteniamo che Fy, 052,12 R
3.89, che essendo maggiore di 2.60 non ci autorizza a rifiutare 1’ ipotesi nulla al 5%
di significativita. '

La Tabella 10.2 riassume | risultati di questa sezione.

Tabelia 10.2 ANOVA a una via.

Variazione Somma di quadrati Gradi di liberta
Tra i campioni S5 =13 (X — X, )2 : m—1
Entro i campioni SSw =3, 30:( Xy = Xi)? nm—m

Un test con . p-dei-dati se
Ipotesi nuila Statistica del test significativith cx deve Dy =n»
S5%/(m—1) rifiutare Hy se .

Tutte le I’y uguall Dm = m Du > Fa,";_!’ﬂm_m P(Fm-l.ﬂm—m > 'U)

10.3.1 Confronti multipli delle medle

Quando rifiutamo 'ipotesi nulla che le medle delle popelazioni siano uguali, vor-
remmo spingerci oltre e poter confrontare ), y, . . . , ftm, ad esempic per dire qual
& la popolazione con la media pid elevata. Una procedura che permetie di compie-
re questa analisi & il cosiddetto metodo T di Tukey. Esso, per un qualungue valore

0 < a <1 fornisce intervalli di confidenza congiunti per le (") possibili differenze

#i = pj, con 1 < ¢ < § < m, nel senso che vi & una probabilit di 1 — o che tutte
le differenze contemporaneamente appartengano ai rispettivi intervalli, 1l metodo T
¢ infatti basato sul risultato seguente:

Proposizione 10.3.2. Per ogm scelta degli indici , j diversi tra loro, e per ogni & € .

(0, 1), con probabilita 1 —

Ko — Xj,, -W < - B < Xg — Xj, +W {10.3.13)
dove si & posto
1 |
= —=C(m, —m, - 3.
W Tn (m,nm — m, a}\/8Sw/(nm — m) (103.14)

I valori dei coefficienti C(m, d, o) per & = 0.01 e o = 0.05 sono riportati nella
Tabella A.5 in Appendice.

ey
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Esempio 10.3.3, 1l direttore di un college si domanda se vi sia differenza nel livello di
preparazione degli studenti del primo anno pfovenienti da 3 diverse scuole superiori.
Scelti 4 studenti a caso da ciascuna scuola, sé ne confrontano le medie alla fine del
primo anno di universita (i dati $ono riportati nella tabelta qui sotto). Al 5% di signi-
ficativita si rifiuta o si accetta 1’ipotesi che le tre scuole superiori siano equivalenti?
Nel caso di un rifiuto, si determinino degli intervalli di confidenza al 95% per le
differenze dei punteggi medi degli studenti provenienti dalle diverse scuole.

Scuola 1 32, 3.4, 3.3, 35
Scuola 2 34, 3.0, 37, 33
Scuola 3 2.8, 2.6, 30, 2.7

Notiamo intanto che m = 3 e n = 4; eseguiamo quindi il Programma 10.3, che ci
fornisce i seguenti valori:
SSw/9 = 0.0431, p-dei-dati = 0.0046

quindi I'ipotesi che i punteggi medi degli studentl delle diverse scuole superiori siano
gli stessi va rifiutata decisamente.
Per determinare gli intervalli di confidenza congiunti, notiamo intanto che

Xis 23350, Xy~ 3.:550,

Dalia Tabella A.5 in Appendice ricaviamo che C'(3,9,0.05) = 3.95, ¢ quindi W =
73 .95 4/0.431 = 0.410. Gli intervalli di conﬁdcnza al 95% sono allora

X3, = 2,775

—0.410 < gy — uy < 0.410
0.165 <p,1—_i_i3 < 0.985
0165<p.2—-,u3 < 0.985

Possiamo concludere, con 1] 95% di conﬁdenza che la medxa dei punteggi di fine
anno per le matricole provenienti dalla scuola 3, & inferiore a quella delle altre due
per un ammontare di punti tra 0.165 e 0.985, e che la differenza tra quelle delle scuole
le2e mfenore a0.410 punti. ' ‘,' g

10.3.2 Campioni con numerosita diverse -

Fino a qui abbiamo sempre supposto di disporre di m campioni ciascuno dei quali
con lo stesso numero n di clementi. Anche se questa situazione & certamente prefe-
ribile (si veda I'Osservazione 10.3.1 alla fine della sezione), non & sempre possibile
ottenerla. Vediamo allora come modificare |’ analisi della varianza a uma via nel caso
che gli m campioni abbiano numerosit 71;M2, - .. M. Denotiamo ancora i da-
ti con X;;, questa voltaconi = 1,...,m€ 5 = 1,2,...,n;, e supponiamo che
Xij ~ N (us, 0%). Siamo interessati all’ipotesi H,, che tutte le medie siano ugnali.

|
|

|
1
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In primo luogo notiamo che

m m n
i —E [X ]) (X‘I ’J't)
ZZ By = B2l L3y R G
=1 j=1 1-—[ =l
ha distribuzione chi-quadro con N = E,_l n,; gradi di libertd. Di conseguenza,
sostituendo le medie- ,u. con j rispettivi stlmaton

(10.3.15)

otteniamo che
(10.3.16)

Sy KXl Sy

i=1 _1—1
& una chl-quadro con E:—l n; — n gradi di libertd. Siccome abbiamo posto

SSw = EZ(X‘, Xa)?

1.-—1 i=1

se ne ricava che SSw /(3™ n; — ) & uno stimatore non distorto di 0.
Secondariamente se H,, & vera, ¢ denotiamo con 4 la media comune di tatte le
X;;, allora le medie campionarie X, peri = 1, 2,...,m sono normali indipendenti

con parametri )

a
ElXid=p, Var(X;,) = o~

quindi
m

(Xis — p)? X2
Z b) ~ Am
i=l o /n"

e sostituendo X, la media campionaria di tutte e X,,, al posto d1 i

m .
> (% ;X.‘*) ~ Xt (10.3.18)
i=1 d /ﬂ.,
pe@ ponendo
58y = 3 ni(Xia — Xus)? (10.3.19)

i=1

ricaviamo che quando Hy, & vera, S/ (m 1) 2 un altro stimatore non distorto di o2.
B poss1blle auche dlmoslrare che quando Hﬂ & vera, SSw e S5, sono indipendenti,

(103.17) -

g
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- & che quando H,, & falsa SS, & tendenzialmente pid grande di o?. Quindi, posto
N =357 n,untestper Hy : py = pp =

=.jJum che abbia significativiti o deve

rifiutare M se -S% > Fom—1,N-m
_ . < (10.3.20)
accettare H, se b/(m — 1) '

m_ am—-lN —m-

Osservazione 10.3.1. Quando i campioni hanno ampiezze differenti, si dice che ci
troviamo in un ¢aso non bilanciate. Si tenga presente che quando cid sia possibile,
@ sempre preferibile mettersi in una situazione bilanciata. Uno dei motivi & che un
esperimento bilanciato & pil robusto di uno che non lo sia, nel senso che & meno
sensibile a piccole deviazioni dall’ipotesi (che assumiamo sempre) che la varianza
sia costante.

- 10.4 Analisi della irarianza a due vie:

introduzione e stima parametrica

Il modello introdotio nella Sezione 10.3 ci ha permesso di studiare P'efietto di un
singolo fattore sulla distribuzione dei dati. In questa sezione e nelle successive mo-
striamo come si possa estendere questo tipo di approccio al caso pit generale in cui
-vi siano diversi fattori influenti, e in particolare ci concentriamo sull’ambito a due
fattori, che & I’oggetto di studio dell’ analisi della varianza a due vie.

Esempio 10.4.1. Un gruppo di 5 studenti viene sottoposto a 4 diversi esami scritti,
tutti basati sulla comprensione di un testo, e di difficolta analoga. I risultati sono:

) St_udente
1 2 3 4 5
1 75 7 60 70 36
2 78 7 64 72 90
Esam
© 3 80 69 62 70 85
4 7 67 63 80 92

Ciascun valore in questo cambione di 20 dati & influenzato da due fattori, I’esame e
1o studente. Il fattore-esame ha 4 possibili valori o livelli, mentre il fattore-studente

-neha5. O

Pilt in generale, supponiamo che vi siano m diversi livelli del primo fattore e n
del secondo fattore, € denotiamo con Xj; il valore ottenuto quando il primo faitore ha
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livello i e il secondo j. Una buona abitudine consiste nel rappresentare il campione
di dati in una tabella rettangolare come la seguente,

Xn X oo Xy oo Xin
X Xn - Xz -0 Xom
Xa Xo - Xy - X
Xm] Xml "t Xm_',v: T an

&

Per questo motivo il primo e il secondo fattore vengono detti anche fattori “riga” e
“colonna” rispettivamente. )

Assumiamo come nella Sezione 103 chele X5, i = 1,...,m, j =1,...,n
siano normali indipendent, tutte con la medesima varianza 2. In quel caso la media
dei dati dipendeva da un solo fattore (il campione di appartenenza), invece qui sup-
poiremo che il valore atteso di X;; dipenda in maniera additiva sia dalla riga sia dalla
colonna. Vediamo perché.

Nell’analisi della varianza ad una via, il modello pub essere sintetizzato da

E[Xij]=m, i=l,2,...,m

Se determiniamo la media (aritmetica) delle s, p := L 37, ss;, € poniamo oy =
i — i, il modello si rifermula come

E{Xyj=p+ ay, i=1,2,...,m

e si nota subito che Y2, o; = 0 per come sono definiti ghi scarti o;.

Un modello a due fattori additivo pud similmente essere espresso in termini di
deviazioni di riga e di colonna. Se y;; denota il valore atteso di X5, allora il modello
additivo suppone che esistano delle costanti a;, i = 1,2,...,meb;, j=1,2...,n
tali che

#ng=ﬂ|+bj= i=1=2!"-:m: i=12,...,n
Continvando con la nostra notazione per la media aritmetica, poniamo ™ -

1 I — =
O N L led DI ) DD DI

g=1 i=1 _ i=l j=1

1« 1 ¢
G :=Ezai’ be 1= ;ij

i=1 i=1
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Notiamo subito che

13N
= Z{fli +b)
=1
=a;+ b*'.

e similmente,

i =y +bj, s =ay + by

Allora se poniamo

Bi= e = a5+ by
Qi 1= fhis — =00 — Ox
By = puj — pp=bj — bs

il modello si riformula come
E[Xij]zﬂij=#+ai+ﬁj, i=l,2,...,m, i=12,...,n (1041
¢ abbiamo come in precedenza che
Za, Z 8;=0 (10.4.2
i=1

1 valore g & a volte detto media generale, i)ercib oy & la deviazione dalla medic
generale dovuta alla riga i, mentre 3; & la devmzmne dalla media generale dovute

- alla colonna j.

Gli stimatori dei parametri g, o e Bi. al variare di £ e 7, si ricavano come medic
campionarie di insierni di dati opportuni. Poniamo in particelare

1 n ~ :
Ko 1=~ 2_: Xij 1a media dei valori nella riga i (10.4.3
13 o _ |
Xij 1= p” Z Xi; la media ;dEI valori nella colonna j (1044
1 T . |
Xow = — Z Z Xij  Jamediai tutti i valori . (1045

i=1 j=1 .
"
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Si vede facilmente che o , g

Bl =5 ) B

j=1

= %Z(ﬁ+ai+ﬁj)

=1

. 1 —
=y+a;+EZﬁj=n+ai
i=1

dove Dl'ultimo passaggio & dovuto al fatto che la somma dei §; @ nulla per
1'Equazione (10.4.2). Analogamente si trova che

EXyl=p+8, EX.]=p
1 valori attesi appena calcolati possono alternativamente essere espressi tramite

i E[Xﬂ:] = [
EXu — Xl =0
E[X,.j — X,.] = ﬁj

e in questo modo abbiamo individuato degli stimatori non distorti di z, a; € [3;, vale
a dire

ﬁ = X ' 2 .
(’I‘:i = Xi; - X*g - (10.4.6)
;é;' = X*J - -Xsuv:

Esempio 10.4.2. La tabella che segue riporta gli stessi dati dell’Esempio 10.4.1, con

il valore di alcune statistiche (1480 & il totale generale e 74.0 il valore di X,., ovvero
ii). La si impieghi per stimare i parametri del modelio.-

Studente Totali

1 2 3 4 5 per riga X

1 75 73 60 70 86 . 364 T2.8

Esame 2 78 7 64 72 90 375 75.0
3 80 69 62 70 85 66 - 732

4 73 67 63 80 92 3715 75.0

Totaliper colonna 306 280 249 202 353 1480

Xej o - 76.5 70 6225 73 88.25 7 74.0
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Come giﬁ detto, i = 74. Gli altri stimatori, come risulta dalla tabella, sono

& =728—T4=—12 3, =765-74=25

@=75-7T4=1 B=170-74=—4
&=732-74=-08 fi=6225-74=-1175
&y=75-T4=1 Bi=T3-74=-1

Bs = 88.25 — 74 = 14.25

Questo significa, ad esempio che se si sceglie a caso uno studente e un tipo di esame,

- allora la stima del punteggio medio & 7 =74. Se invece si fissa I'esame < ¢ lo si sotto-

pone ad uno studente scelto a caso, dovremo aumentare la stima del punteggio medio
della quantith &;. Se infine si fissa lo studente j e lo si va]tita in un esame a caso, la
stima del punteggio medio andr anmentata della quantith ;. Quindi, fissati I'esame
di tipo 1 e lo studente 2, stimeremo che il punteggio ottenuto sia il valore assunto da
una variabile aleatoria normale di media fi-+ & + Ez =74 ~-12—-4=06838 O

10.5 Analisi della varianza a due vie: verifica di ipotesi

Consideriamo nuovamente uvn medello a due fattori, in cui i dati sono le variabili

aleatorie normali e indipendenti X;;, peri = 1,...,me j = 1,...,n, tutte con

varianza ¢?, e con ‘
ElXy]=p+ 00+ 5;

* dove

D=3 =0

=1 j=1

In questa sezione siamo interessati a due tipi di test. In primo luogo vogliamo
verificare 1'ipotesi

Hy:0;=0, i=1,...

,m

in alternativa a
Hj : non tutte le o; sono uguali a zero
In altre parole, vogliamo capire se vi sia 0 meno effetto di riga, e se quindi la media
dei dati dipenda dal fattore riga.
In secondo luogo vogliamo verificare I'ipotesi

AHQZBJTEO, j=1,...,n

1n alternativa a
H; : non tutte le 3; sono uguali a zero
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Per capire se vi sia effetto di colonna.

Come nella Sezione 10.3 perrealizzare il test applichiamo I’ analisi della varianza,
esibendo due stimatori di ¢2, il primo dei quali & valido in ogni caso, mentre il secon-
do si comporta bene se I'ipotesi nulla & valida, e tende a sovrastimare o negli altri
casi.

Cominciamo con il notare che

EX, S (X —p—ai — B
I R R

i=1 j=l1 =l j=1

Se in questa espressione sostituiamo i parametri pz, gl,az', cesOm e B, B3, B
con i loro stimatori fi, &1, @2, - - -, &m € B1, 52, . . -, On, 1a statistica ottenuta perde un
grado di liberth per ogni paramctm sostituito con il suo stimatore. Occorre perd fare
grande attenzione al conteggio dei parametri stimati, infatti visto che S o =0,
una volta che siano stati stimate m — 1 delle o4, quella restante pud essere otienuta
per differenza (questo si esprime dicendo che gli m stimatori sono linearmente dipen-
denti). Per questo motivo il numero di stimatori effettivamente utilizzati nel sostituire
glim-+mn+1parametrie dim —1 perle &, din—1 perleﬁ_.,.pxﬁlosumatorep,
sono in tutto m + n — 1. Quindi, visto che nm ~m —n+ 1= (m — 1}(n — l)

T Xy —B-@& =8P
2 P ™~ X{m-1){n—1)

i=1 j=1

Siccome i i= Xw, @ 1= Xiu — Xes, fi; = X¢j — Xes, sihache O+ a; +fi;— =
Xiw + Xuj — Xov, € quindi I'espressione precedente si riformula come

(X — Xis X.. + X _
ZZ 1= K= Xyt X Xfm—1)(n--1) (10.5.)
i=l j=
Definizione 10.5.1. La statistica S5, definita da
o m n
88 i= Y Y (Xijg— Xix = Xoj + Xua)? (10.5.2)
=1 j=1

& chiamata somma dei quadrati degli errori.

Effettivamente, se pensiamo alla differenza tra il valore osservato per X ij- & quel-
lo stimato, fi + &; + ﬁj Xix + Xuj — Xos, come ad un “errore”, S5, risulta la
somma dei quadrati di tali errori. Dall’Equazione (10.5.1) deduciamo che S5, /0 ha
distribuzione chi-quadro con (m — 1)(n — 1) gradi di liberta, e quindi
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Ne segue che §S./(m — 1)(n — 1) & uno stimatore corretto di o2,
Per verificare I'ipotesi nulla che non vi sia effetto di riga:

Hy:05=0, i.=. L....m

abbiamo bisogno di un secondo stimatore di o7 che sia valido solo quando H, & vera.

Consideriamo allora le medie per riga, X;,,% = 1,...,m e notiamo che quando

I’ipotesi nulla & vera, . )
E(X] = _u+ 0 = p

Essendo inoltre X;, 1a media campionaria di n. variabili aleatorie i.i.d. di varianza o2
si ha che

e quindi

(th_E % 2 m Xi#" 2
Z V) D Z( 1) 2

Se si sostituisce 1 con il suo stimatore X, si ottiene una statistica che quando Hye
vera ha percid distribuzione chi-quadro con m — 1 gradi di liberta:

i (Xist — Xn)a 2

T R (10.53) |
i=1

Definizione 10.5.2. La statistica SS;, definita da

m

85 =0 (Xie ~ Xuw)? (10.5.4)

"=t
& chiamata somma dei quadrati delle righe.

Per quanto affermato dall’Equazione '(1(15.3), se H, & vera, 55;/c” & una chi-
guadro con m — 1 gradi di liberti e quindi

E{%]:mnl ‘ ovvero E[ Sg’]:az

m—1

Se ne deduce che, nelle stesse ipotesi, SS;/(m — 1) & uno stimatore di o2, Si pud
anche dimostrare che questo secondo stimatore tende a sovrastimare o2 quando H,
non & soddlsfatta ed & indipendente da S55; in.caso contrario. Avendo ottenutc due
stimatort di o2 con le caratteristiche desiderate; possiamo costruire il test dell’ipotesi
che le a; siano tutte nulle, usando come statistica rilevante il loro rapporto, che grazie
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Tabella 1.3  ANOVA a due fattori.

Sommadiquadrati -~ - Gradidi liberta
Riga 55, =13 [(Xis — Xua)? ' m—1
Colonna 85 =m Y Xy~ Xt n-1
Errore ’ 55, 1= Ei ZJ-(X;J' - Xia — X,J' + X..)z (ﬂ - 1)(m - 1)

SiaN={n—-1)(m-1).

Un test con p-dei-dati se
Ipotesi nulla Statistica del test significativita o deve De=1v
85 . rifiutare Hp se
;== = —(n—- : >
Tutte le a; = 0 Dy : l%ge n—1) Die > Famin P(Fm__LN > v)
o S5, rifiutare Hy se
Tuitele ; =0 Dy = 5, {fm—-1) Dy > Fan_in P(Fn,n 2 1)

all'indipendenza ha distribuzione F° quando H, & vera, e altrimenti tende ad assumere
valori maggiori. '

Dy = 88/ (m —1)
SSe/(n—1)(m — 1)
Allora, ponendo N := (n — 1){m — 1), un test deil"ipotesi Hy, che abbia livello di
significativitd o, deve

S8, .
=z -1 (10.5.5)

rifiutare H, se —Si(n —1)> Fam-1,N
_ SS‘ (10.5.6)
accettare Hy se —-(n — 1) < Fam—1,¥
S5 :

In alternativa, la verifica pud essere effettuata calcolando il p-dei-dati. Se v & il valore
assunto dalla statistica Dy, il suo valore & dato da

p-dei-dati = P(Frp_1, 4 > v) (10.5.7)

Si pud ottenerc un test del tutto analogo per verificare I'ipotesi che tutte le Bj
siano nulle, ovvero che non vi sia effetto di colonmia. 1 risultati sono sintetizzati nella
Tabella 10.3.. Il Programma 10.5 rende automatici i calcoli necessari e fornisce il
p-dei-dati.

Esempio 10.5.1. I dati seguenti* rappresentano il numero di specie di invertebrati
di dimensioni macroscopiche, individuati nei pressi di 6 diversi luoghi con scarichi
termnici, dal 1970 al 1977.

4 Wartz and Skinner, “A 12 year macroinvertebrate study in the vicinity of two thermal discharges to
the Susquehanna River near York, Haven, PA.”, Jour. of Testing and Evaluation, vol. 12, pp. 157163,
Maggio 1984. :
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Stazione

= _1_ . 2 3 s 4 _ 5 6

1970 53 35 3137 40 43

1971 36 34 17 21 30 18

1972 47 37 17 31 45 26

Anno 1973 55 31 o 23 43 37
1974 40 32 19 26 45 37

1975 52 42 20 27 26 32

1976 . 39 28 21 21 36 28

1977 40 32 21 21 36 35

Eseguiamo il Programma 10.5 per verificare se i dati siano influenzati: (1) dall’anno
€ (2) dalla stazione di rilevamento. I risultati sono presentati dalla schermata in Figu-
ra 10.2, che fornisce due p-dei-dati cosi piccoli che sia I'ipotesi che la distribuzione

- mon dipenda dall’anno, sia quella che non dipenda dalla stazione vengono rifiutate a

quatunque livello di significativita ragionevole. O

10.6 Analisi della varianza a due vie con interazioni

Nelle Sezioni 10.4 e 10.5 abbiamo sempre supposto che I'influenza del fattore riga e
del fattore colonna fosse di tipo additivo, ovvero che X;; fosse normale di varianza
o? fissata e media g + o + f; costituita da una parte di rmedia generale p, e da due

i n e wo Way Anova

] 3 17 21 g
7 T 17 3
55 3 23
40 32 %

The value of the F-statistic for testing that thove iz no row offect is 3.72905

Thp-vﬂlnlﬁtuﬁmﬂlum&mmeﬁecticu.m

The value of the F-statistic for ing that theve i ¥
247 ‘ tecting numcﬁmaﬂeﬂu

gmv&nfum that there is no column effect is less than

Figura 10.2
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contributi, dovuti ai due fattori (la riga { e la colonna j) che venivano semplicemente
sommati. Il punto debole di questo modello & che supponendo i contributi additivi,
non contempla casi in cui vi siano interazioni tra i due fattori.

Si consideri ad esempio un esperimento volto ad analizzare il numerc medio di
pezzi difettosi prodotti da quattro operai utilizzando tre macchinari differenti. Se la
macchina & il fattore di riga, il contributo «; rappresenta quanti pezzi difettosi in
pill o in meno vengono prodotti in media dalla macchina <. Non & assurdo assume-
re che questo contributo sia lo stesso per ogni operaio, ma ¢ anche possibile che un
particolare operaio sia pid efficiente nell’adoperare tale macchinario (magari perché
lo conosce meglio) e che quindi il contributo corrispondente nen sia lo stesso per
ogni operaio §, ma si differenzi, e sensatamente lo faccia in modo diverso da macchi-
na a macchina. Vi potrebbe insomma essere una interazione uomo-macchina che il
madello additivo non contempla.

Per permettere questo tipo di interazioni tra fattore riga e fattore colonna,

poniamo come in precedenzaperi=1,...,mej=1,...,1n,
i = ElX; =

Hig [ 1.3] H 2= s (10.6.1)

O = fhix — Hax ﬁj = Mg e
¢ introduciamo il parametro di interazione definito per differenza:

Wij T Mhig — M — Mg+ s
in modo che valga I’identith fondamentale
i = s+ o+ G5 + s (10.6.2)

Non & difficile verificare che queste deﬁuizioni sono fatte in modo che

T

E"“ Eﬁ: Z'Tij:z%'j:o ©(10.63)

j=1 i=t J=1

I parametri che conipaiono nell’Equazione (10.6.2) meritano qualche commento. La
media aritmetica dei valori attesi di tutti gli nm dati & la media generalé p; il pa-
rametro o; rappresenta la differenza tra la media aritmetica dei valori attesi dei dati
sulla riga i e la media generale, ed & quindi detta effefto della riga i, analogamente
B; e Vefferto della colonna j. 11 parametro -5, pari a jt;; — (2 + 03+ F;), & quindilo
scostamento tra la media vera ;5 € il valore che si ottiene tenendo conto della media
generale e degli effetti di riga e di colonna. Questo residuo rappresenta quanto la
media 417 si discosta dal valore che si otterrebbe con un modello additivo ed ¢ detto
interazione tra la riga i e la colonna j. '
Come risulteri chiaro in seguito, se si vuole verificare 'ipotesi che non vi sia
" interazione, ovvero che v;; = O per tutte le coppie (%, §), non & sufficiente una sola
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osservazione per ogni coppia di fattori (4, J) Supponiamo quindi di disporre di ]
osservazioni indipendenti per ogni combinazione dei due fattori, e denotiamo co.

~ Xijk 1a k-esima osservazione alla riga i e colonna J. Poiché tutti i dati si suppongono
avere distribuzione normale con varianza costante o?, il modello & rappresentato dall
variabili aleatorie indipendenti ]

Xijk ~ N (ﬂ+ailﬂ‘ﬁj+'}(ig‘:02)
i=12..,m, i=L2....n k=121

dove i coefficienti devono soddisfare I’ Equazione (10.6.3). I problemi che affrontere-
mo sono la stima dei parametri precedenti e 1a verifica di tre tipi di ipotesi statistiche: _

Hy:a; =0, ~ perognit
Hi:B;=0,  perognij
H{l)m:'}’ij EO: Pcrogn”:.f

ovvero rispettivamente P’assenza di effetto d1 riga, I"assenza di effetto di colonna e
I'assenza di interazioni tra le righe ¢ Ie colome.

'I..a. stima dei parametri non presenta alcuna difficolta ed & condotta come nelle
sezioni precedenti, sfruttando I'Equazione (10.6.3) e la seguente,

E[Xi] = pij = !H‘ @+ B + Yij
Infatti calcolando le medie aritmetiche degli E[X ;] al variare di k ed eventualmente j
di altri indici si ha che:

EXiju] = p+ oi + 65 + 735

E[-Xi**l FrE ol o] ;

ElXojl =u+8; .

E[X*u] =

Percid denotando con & lo stimatore di un generico parametro #, costruiamo per y,
o, fie 'y,, gh stimatori seguenti,
= Xoas

6?1' = Xiwx — Xws
Bi = Xuju = Xuns
Fij = Xige = B — 8 — B = Xiju = Xiww ~ Xuju + Xous
che soddisfano per costruzione le uguaglianze l

Za, Zﬁa Z:’Yv = Z’m =0 (10.6.5)

=l J=1

: 3 (10.6.4) }
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Per sviluppare i test per le ipotesi H, it HJ e H§, notiamo intanto che

OO (X — =0 — B =) o
202 7 ~ Xorn
k=1 i=1 j=I . .
Se sostituiamo i parametri con i loro stimatori otteniamo la statistica
t m n ~ ,-. Py o~
Koo — 51— 55 — Bi — i 2 :
Z Z Z ( ijk ™ M ; 6_1 'Y:J) (10.6.6)
k=1 i=1 j=I ' a ,

che & una chi-quadro con un numero di gradi di liberta pari a nnl meno il numero
di stimatori linearmente indipendenti usati. Sappiamo gia che per avere tutte le &;
basta calcolame . — 1 dai dati, perché I’ ultima si pud ricavare per differenza dall’E-
quazione (10.6.5). Similmente basta stimare n — 1 delle 3;. Per quanto riguarda gli
stimatori 7;;, si noti che, sempre per I'equazione citata, se 1i si dispone in una tabella
m x n, allora 1a somma dei valori su tutte le righe e su tutte le colonane & nulla, e quin-
di basta conoscere (n — 1)(m — 1) di questi stimatori (tolta una riga e una colonna)
per ricavare i restanti m + n - 1 per differenza. Tenendo conto anche di i, allora in
tutto gli stimatori che devono essere calcolati a partire dai dafi sono

n—l+m—1+(n-1)m-1)+1=nm

per cui i gradi di liberta residui sono niml — nm = nm(l — 1). Se definiamo

I n m

8= D> (Kik — Xig)? (10.6.7)

k=1 j=1 i=1

¢ notiamo che :
_ B+ &+ B+ = X
otteniamo che S5S./a° coincide con la statistica (10.6.6) ¢ quindi

S5,
7'% ~Xome) (10.6.8)

per cui §S./nm(l — 1) & uno stimatore non distorto di a2,

Supponiamo di dover vagliare 1’ipotesi HI : »y;; = 0, ovvero 1'assenza di intera-
ziomi tra righe e colonne. Quando questa ipotesi & soddisfatta, le Xij» sono normali
con media e varianza date da

o2
BlXig=p+oi+p; e Ver(Xijs) = T
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infatti -X;;, & la media campionaria di X;;1, Xi;2, - - -, Xij, clascuna delle quali ha

“distribuzione A (¢ + o + B, 0). Quindi nell’ipotesi che non vi siano interazioni,

- i(Xij*—ﬂ—ai—ﬁj)z 7.
2 . oy ™~ Xoum

i=l i=1

e, visto che & necessario stimare dai dati esattamente l4+m—14n—1=n4+m-1
parametri, ne segue che se definiamo

‘‘nom
SSia :=1Y Y (Xije —— &i - i)
=1 i=1
n m .
=133 (Kije — Xiew — Xujo + Xana)? (10.6.9)

j=1i=1
otteniamo che, quando H}',“‘ & vera,

int

—0'2—' o~ x%ﬂ—-])(ﬂl*—l) (10.6.10)

per cui, quando Hi™ & soddisfatta, SSint/(n— 1)(m — 1) 2 uno stimatore non distorto
di 02, e inoltre Sy e SS; sono indipendenti, percid

. SBim/(n —~1)(m — 1)
Fi 1= ngg/ﬂm(l — 1) ™~ -F(n—l}(m—l),nm(l—l) (10.6.11)

ha distf‘ibuzione F con {n — 1){m — 1) gradi liberta al numeratore ¢ nm(l — 1) al
denominatore. Un test per la verifica di H{™ con significativith o deve quindi

: ; SOt/ (n — 1){m — 1)
rifintare Hit mt
rifiu ot se S Sl — T > Fo tn—1){m—1),nm(i—1) 10612
SSint/ (0 — 1) (m — 1) <F o
.S“Se/nm(l — 1) = a|(n—1)(m—l)|ﬂfljl(‘fl)

accettare H&“‘ se

In alternetiva si p:_.lb calcolare il p-dei-dati. Sia v il valore assunto dalla statistica Fiy,
allora il p-dei-dati del test dell’ipotesi che tutte le interazioni siano nuile &:

p-dei-dati = P(F_1)(m—1) nm(i—1) > ¥) (10.6.13)

Consideriamo ora I'ipotesi nulla H che non vi sia effetto di riga, ovvero che i
parametri ¢; siano ftti nulli. Supponiamo che questa ipotesi sia soddisfatta. Allora
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X,'jk NN (M + ﬁj + ¥ij, 0’2), inoltre visto che z;=1 ﬁj = Z?:l Vi = 0,

E[Xi]=E [;i— i zﬂ:Xﬁk}

—

k=1 j=I
1 I =n
HZZ w+ B + i)
k=1 j=I1
= 1 ! p=p
tk 1
1 I n
Var( u*) = Var (;ﬁ szijk)
k=1 j=1
i n
E (X:.Jk)
k: =1
nlcr _
ThE nl

per cui la somma dei quadrau standardizzati al variare di 4, ¢ una chi-quadro con m
gradi di liberta, .

(-th - .
10.6.14
; az/nl ~ Xim _ ( )7
Poniamo allora . _ .
85y == nl Z(Xin - ﬁ)z - (10615)

=1 .
In tal modo SS;/0?, che coincide con 1a (10.6.14) se si sostituisce ’unico parametro
4 con il suo stimatore, perde un grado di liberti e ha distribuzione )2, _,; quindi
58, /(m — 1) & uno stimatore corretto di o2, Stiamo supponendo vera Hj e in queste
ipotesi si pud dimostrare che SS; e S5, sono indipendenti, per cui

B S5 /(m — 1)

P S am— 1) ~ Frne1nm(i—1) (10.6.16)
Utilizzando questa statistica, un test di H con significativita o deve
rifintare HY se ES,S—-S;—/(m(I;_l}I) Fam—1nm(i-1)
(10.6.17)
88 /(m—1) -

accettarc Hr se m ..<_. c;m—1,nm(l—1}
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Tabella 104  ANOVA a due fattori, con inter_é_.zi_oni e | osservazioni per cella. Si & posto
Ne=mm{l-1)eM = (n—J)(m-1).

Fonte di : .. .
variabilita Somma di quadrati - Gradi di liberta
Riga 88, i=nl 2;":'{){.'.; - qu)z m~1
Colonna 88, :=ml3 0 (Xyje — X.-;)z n—1
Interazioni mt = Iz:—l EJ_,_] (XI.J* - l.-n — g + Xurt)z M
Errore Sg Ek 1 1—1 EJ:I (‘Xl']k X***)z . N
. F Un test con p-dei-dati
Ipotesi nulla Statistica del test - significativith o deve se F=uv
Hy Le oy _SS/(m~1) . rifiutare HY se
sono tutte nulle By = 5S./N Fi> Famo N P(Fa_in 2 1)
H§: Le g; __85/(n-1) ... rifiutare HE se
sono ttte nulle Fe = 85, /N Fo> Fanan P(En-1v 2 v)
Hi™: Le ;5 i SSim/M . rifiutare HM se
' sono tutte nutle Foai 1= 5. /N * Pa> Fapn P(Fyn 2 v)

Il p-dei-dati & sempre un’alternativa pemofﬁbile, & in particolare quello relativo
all’ipotesi che non vi sia effetto di riga & dato da

p-dei-dati = P(Fy,_y am(i—1) > ) (10.6.18)

dove v ¢l valore assunto dalla statistica Fr. .

Lo studio del’ipotesi Hy & del tutto analogo a quello di Hj. 1 passaggi deduttivi
vengono lasciati al léttore, mentre i risultati vengono presentati assieme agli altri di
questa sezione nella Tabella 10.4. '

E bene ricordare che tutti i test citati portano ad un rifiuto quando la statistics
corrispondente 2 grande. Il motivo sta nel fatto che quando Iipotesi nulla non ¢
valida Ia distribuziorie delle statistiche che stanno al numeratore delle varie Fiy, F) ¢
F, si sposta verso valori pid grandi, mentre la distribuzione di SS, al denominatore
non cambia.

Il Programma 10.6 del software abbinato al libro permette di éalcolare le tre
statistiche in questione, nonché i corrispondenti valori del p-dei-dati.

Esempio 10.6.1. Si pensa che il tempo di vita di un tipo di generatori possa essere in
fluenzato sia dal materiale con cui sono costrujti, sia dalla temperatura dell’ ambiente
di lavoro. I dati che seguono rappresentano i-tempi di vita di 24 generatori, fabbricat
con tre diversi materiali e messi in funzione in due ambienti a temperature diverse.
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Temperatura di funzionamento

. 10gradi _ 18 gradi
1 135, 150, 176, 85 ' 50,55, 64, 38
Materiale 2 150, 162, 171, 120 76, 88, 91, 57
3 138, 111, 140, 106 68, 60, 74, 51

Vi & qualche indicazione che il materiale e/o la temperatura siano davvero fattori
influenti? Sembra che vi siano delle interazioni in atto?

La risoluzione pud essere ricavata dal Programma 10, 6 come illustrato nelle
Figure 103 e 104. O

Problemi _

1. Uno dei processi di purificazione impiegati per unz certa sostanza chimica prevede di
metterla in soluzione e filtrarla con una resina che ne fissi le impuritsi. Un ingegnere

! Enter the number of rows: E:

Enter the number of colusns: E‘

Enter the number of
obyesvations in each celt I:]

Figura 10.3

The value of the F-statistic for testing that there is no 1ow effact is 2 47976

The p-value foe testing that there is no vow effect is 01093

The value of the F-siatistic fof testing that there is no column effact is 69.63223
The p-value for testing that there iz no column effect iz less than 00001

The value of the F-statistic los testing that there is no inleraction effect is 0.64625
The p-valus lor tasting that there is no mteraction effect is 0.5329

"Figura 10.4
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chimico vuole provare 1'efficienza di 3 tipi di resine. Divide allora una piccola quantiey
della soluzione in 15 campioni, che filtra con le tre resine, 5 per tipo. Le concentrazioni
di impuritd dopo il ﬁltragglo sono risultate le séguenti:

Resma I q.046 0025 0014 0.017 0.043
Resinall | 0.038 0.035 0031 0022 0.012
Resinalll | 0.031 0042 0020 0018 0.039

Verifica ’ipotesi che non vi siano differenze tra le efficienze delle tre resine.

2, Siamo interessati a determinare quale sia il filtro piti adatto ad essere applicato sullo
schermo di un radar a tubo catodico per far si che I'operatore individui facilmente gl
obiettivi. Realizziamo I'esperimento seguente: rappresentiamo sullo schermo un segna-
le di solo rumore di fondo, sovrapponendogli poi un singolo obiettivo, la cui intensith -
viene fatta anmentare da zero fino a quando 1'operatore lo individua. Si ripete questo
esperimento per 20 volte, con ciascono dei 3 filtri a disposizione, segnando il livello di
intensitd a] quale 1' operatore individua 1" obiettivo. I dati trovati sono quelli che seguono.

Filiro 1 Filtro 2 ) . Filtro 3
90 90 : 88 95 © 95 .92
87 82 ) 90 86 93 85
93 93 97 89 89 97
96 90 87 92 93 20
94 96 90 98 96 87
88 87 96 95 81 90
90 99 90 102 - 92 101
34 - 101 90 105 79 100
w79 100 85 105 84

96 98 93 97 a3 102

Verifica al 5% di significativita I'ipotesi che che i filtri siano equivalenti.

3, Spicga come mai ipotesi Hy : g = pz = -+ = pm DOn pud essere verificata
semplicemente eseguendo un test £ per ciascuna del (77) coppie di campioni.

4. Una fabbrica contiene 3 fomi che vengono usati per riscaldare esemplari di vari metalli.
E richiesto che le temperature mantenute da tutti e tre siano uguali a meno di fluttua-
zioni casuali, Per verificare questa ipotesi si annotano 15 misurazioni delle temperature,
ottenendo la tabella seguente.

Forno1 | 4924 4936 4985 4836 494
Forno2 | 4885 4853 482 4794 478
Formo3 | 5021 . 492 4975 4953 4867

Diresti che i forni funzionano alla stessa temperatura? Verifica questa ipotesi al 5% di
significativita.
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5.

7.

9.

Si provano 4 diverse tecniche che permettono di misurare il contenuto di magnesio di
un composto chimico. Ripetendo I’ anahsx 4 volte con ciascuna techica su uno stesso
campione si irovano questi dati:

Metodo 1 76.42 78.62 80.40 78.20
- Metodo 2 8041 82.26 3115 . 79.20

Metodo 3 74.20 72.68° 78.84 80.32

‘Metodo 4 86.20 86.04 = B84.36 80.68

Ti sembra che i dati indichino che i diversi metodi di misurazione siano equivalenti?

» Per confrontare I'efficacia di due diete, si scelgono 20 individui sovrappeso di almeno

40 libbre, e 1i si divide a caso in due gruppi da 10, ciascuno dei quali viene soltoposto a
una delle due diete. Dopo 10 settimane le diminuzioni di peso riscontrate sono state (in
libbre):

Dietal | 222 234 242 161 94 125 186 322 8.8 7.6
Dieta2 | 242 168 146 137 195 176 -112 95 301 215

Verifica al 5% di significativitd I'ipotesi che le due diete abbiano uguale effetto,

Nello sperimentare 1’efficacia di un certo polimero nel rimuovere delle scorie tossi-
che dall’acqua, sono state condotte prove a 3 diverse temperature, 1 dati che seguono
riportano le percentuali di scorie rimosse in 21 esperimenti indipendenti,

Bassa temperatura 42 41 37 29 35 40 32
Media temperatura | 36 35 32 38 39 42 M4
Alta temperatira 33 44 40 36 44 37 45

Verifica I"ipotesi che il polimero sia altrettanto efficacie a tutte e tre le temperature. Usa
(a) il 5% di significativitd; (b) I'1% di significativita.

. Considera I’analisi della varianza ad un fattore con n clementi per campione. Sia S? la

varianza campionaria del campione i, peri = 1,2,...,m. Dimostra che
. m -
—(n-1) S
=l

I dati che seguono si riferiscono ai mesi di vita di 30 ratti di una razza poco longeva che
sond stati divisi a caso in 3 campioni di 10 esemplari e nutriti con 3 tipi di diete diverse.

Bassoe livello Medio livello Alto livello
calorico calorico _ calorico
Media campionaria 224 16.8 13.7
Varianza campionaria 240 23.2 ’ 17.1

Verifica I'ipotesi che la vita media dci ratti non. sia influenzata dalla dieta: (a) al 5% di
significativitd; (b) all’1% di significativiti.

v
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10. Il livello di chininogeno nel plasma & ]égat;a alla capacit2 del corpo umano di resister

alle infiammagzioni. In uno studio® si sono riscontrate le segnenti concentrazioni del
la sostanza (in microgrammi per millilitro), in soggettl normali e in soggetti affetti da
sindrome di Hodgkin, conclamata o meno..

Soggetto sano Smdmme conclamata Sindrome non conclamata
1537 : 396 537
5.80 3.04 10.60 1
4.70 528 : 5.02
5,70 340 : 14.30
3.40 4.10 9.90
8.60 3.61 : 427 l
748 6.16 5.75
577 ' 322 ' 5.03
7.15 ' 7.48 ‘ 5.74
6.49 3.87 185 I
400 . - 427 6.82
5.94 4.05 - 190
6.38 2.40 8.36 3

1L

12.

Inuno studic® del 1984 sni muscoli flessori del tronco, sono state visitate 75 bambine d:

Verifica al 5% di significativita 1’1potes1 che il livello mcdlo di chininogeno dei tre SrUpL. )

sia lo stesso.

3 ai 7 anni, divise in base all’etd in 5 gruppi da 15. La forza muscolare & stata misurat..
in una scala da 0 a 5, e la tabella seguente ﬁassumc i risultati ottenuti.

Eta | 3 4 s 6 7
Media campionaria 33 37 41 44 438
Varianza campionaria 69 L1 11 09 05

Verifica ad un livello di significativita del 5% sc la forza media dei flessori del tronco si
la stessa a tutie le eta.

Un medico chc lavora in un pronto soccorso vuole confrontare 3 tipi di steroidi usa™
per curare delle leggere crisi asmatiche, per vedere quale sia pi rapido nel liberare
polmoni. Per un cérto periodo egli somministra una delle tre sostanze a caso ai pazienu
che ne hanno bisogno, e alla fine nota che-ha testato ciascuno steroide sw 12 pazienti
diversi, ottenendo dei campioni di dati (in minuti) le cui statistiche sono riassunte qu
sotto.

5 N.Eilam, P. K. Johnson, N. L. Johnson, W. Creger, “Bradykininogen levels in Hodgkin's disease’
Cancer, vol. 22, pp. 631634, 1968.

¢ K. Baldauf, D. Swenson, 1. Medeiros, S. Radtka, “Clmlca.l assessment of trunk fiexor muscle strength
in healthy girls 3 to 7", Physical Therapy, vol. 64, pp. 12031208, 1984.
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Steroide | A B C
Media campionaria: .| 32 .40 . 30
Varianza campionaria 145 - 138 150

{a) Verifica I'ipotesi che il tempo medio per uscire da una crisi asmatica sia lo stesso
per tutti e tre gli steroidi. Usa il 5% di significativita.

(b) Trova degli intervalli di valori per le differenze p; — p1; che siano validi con il 95%
di confidenza.

13. Si analizza i"apporto di grassi di 3 marche di carni lavorate. Si usano 5 confezioni di
ciascun tipo, trovando i dati seguenti (in percentuale sul peso):

Marcal . 32 34 31 35 33

Marca 2 41 12 3 29 35
Marca 3 36 37 30 28 33

(a) Il contenuto medio di grassi di via confezione cambia da marca a marca?

" (b) Trova degli intervalli di valori per tutte le differenze u; — u; che siano contempo-
raneamente validi con il 95% di confidenza.

14. Un nutrizionista divide a caso 15 ciclisti in 3 gruppi di 5. Poi per 3 settimane ne modifica
I'alimentazione come segue: al primo gruppo vengono fatte assumere delle vitamine
con tatti i pasti; il secondo riceve istruzioni di consumare dei cereali integrali ad alto
contenuto di fibre; il terzo & il gruppo di controllo ¢ si alimenta normalmente. Alla
fine di questo periodo di tempo, tutti i ciclisti vengono cronometrati su un percorso di 6
miglia, ottenendo i tempi seguenti:

Vitamine 156 164 172 155 163
Cereali integrali 171 163 158 164 160
Controllo 159 172 164 154 16.8

(a) Questi dati sono compatibili con I'ipotesi che né le vitamine né i cereali ad alto
contenuto di fibre influenzino le prestazioni dei ciclisti? Usa il 5% di significativi-
ta.

(b) Trova degli intervalli di valori per tutte le differenze u; — u; che siano contempo-
raneamente validi con il 95% di confidenza.

15. Verifica Tipotesi che questi tre campioni indipendenti ‘provengano mitti dalla stessa
popolazione normale.

Campione 1 35 37 29 27 30
Campione 2 29 38 34 30 32
Campione 3 44 52 56

16. Assegnati dei numeri reali 5, peri =1,2,...,mej=1,2,... ,n,.di_l:nosu'a-che

1 - 1o
xitz_gxit=—zztj
< 1 e

=l i=1

gt
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17. Ponendo z;; = i -+ j2, determina
TRy o
(ﬂ) Ej:i Zi=l zij; :
vl 3
L] Ei:l Ej:] Tij.
18. Ponendo z;; = a; + b;, dimostra che

n ™ n'
inj =nZai+mij
1j=1 j=1

=i

]

1

[i

19, Si conduce uno studio sull’estrazione della piretrina — una sostanza impiegata come pe-
sticida — dai fiori di piretro. Vengono provati 4 metodi di estrazione su campioni ottenuti
da fiori in 3 stati di conservazione: (1) fiori freschi, (2) conservati un anno, (3} tratta-
ti e conservati per un anno. Il contenuto percentuale di piretrina che ne 2 risultato & il
seguente.

Metodo di esirazions ! A B cC D
Stato di conservazione 1 | 1.35 113 1.06 (.98
. Stato di conservazione 2 | }.40 123 126 122
Stato di conservazione 3 149 146 140 135

Assumi che non vi siano interazioni. Suggerisci un modello che descriva le informazioni
precedenti € usa i dati per stimare i parametri.

20. T dati seguenti riportano il numero di decessi ogni 10 000 adulti in una grande citta degli
Stati Uniti orientali, divisi per anno e per stagione.

Anmno Invernoe Primavera Estate Autunng
1982 336 314 29.8 321
1983 325 30.1 ) 28.5 209
1984 353 . 0332 205 28.7
1985 344 28.6 33.9 30.1
1986 37.3 - 341 28.5 204

{a) Assumi un modello a due fattori e stimane i parametri.

() Verifica al 5% di significativitd 1'ipotesi che la mortalith non sia influenzata dalla
stagione.

{c) Verifica al 5% di significativita I'ipotesi che la mortalita non sia influenzata dal
passare degli anni.
21. Fai riferimento al Problema 19.

(a) Puoi dire che i metodi di estrazione abbiano efficacia diversa?

(b) Al 5% di significativita diresti che la quantitd di sostanza estratta dipende dallo
stato di conservazione?
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22. Si provano 3 diverse macchine pulitrici con 4 tipi di detergenti, La tabella seguente
riporta l’eiﬁcama di pulitura i in una scala opportuna.

Macchina 1 2 3
Detergente 1 53 50 59
Detergente 2 54 54 60
Detergente 3 56 58 62
Detergente 4 50 45 57

(a) Stima I'incremento di punteggio medio se si utilizza il detergeute 1, rispetto al 2,
al3 cal4.

(b) Stima I'incremento di punteggio medio utilizzando la macchina numero 3, rispetto
alla numero 1 e alla numero 2.

{€) Verifica al 5% di significativita I'ipotesi che il punteggm non sia influenzato dal
detergente scelto,

{d) Verifica al 5% di significativita I'ipotesi che il punteggio non sia influenzato da]]a
macchma Impiegata,

23. Si effettua una sperimentazione su 3 tipi di benzine, ciascuna delle quali viene provata in
combinazione con 3 additivi diversi. Vengono impiegati in totale 9 motori identici, ogni
volta con 5 galloni di carburante, € si ottengono i dati seguenti.

Miglia percorse )

Additivo 1 2 3
Benzina 1 124.1 131:5 127.0
Benzina 2 1264 130.6 1284
Benzina 3 127.2 132.7 125.6

(a) Verifica I'ipotesi che la benzina scelta non influenzi I’ autonomia,
(b) Verifica I'ipotesi che i diversi additivi siano equivalenti.

(c) Che cosa stai implicitamente assumendo?

24. Supponi che nel Problema 6 i 10 soggetti nei due campioni fossero 5 maschi e 5 femmine,
con i dati suddivisi in questo modo:

Femmine : . Maschi
Dieta 1 76 88 125 161 186 222 234 242 322 94
Dieta 2 195 176 168 137 215 30,1 242 95 146 112

(a) Verifical'ipotesi che non vi sia interazione tra il tipo di dieta e il sesso del soggetto.
(b) Verifica se la dieta ha lo stesso effetto su maschi e femmine.
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25. Un ricercatore vuole confrontare la resistenza alla rottura dei laminati prodotti con
varietd di legno e 3 tipi diversi di colla. Pep:riuscirci, produce-5 esemplari per ciascun
delle 9 combinazioni di legno e colla, quindi 1i sottopone ad un test di sollecitazione, ¢
misura i seguenti valori della presswnc di rottura:

_Tipodicolla
1 ) 3
A 196 208 247 214 216 235 258 250 264
216 221 240 252 248 272
B 216 228 240 215 217 235 246 247 261
Legno 24 236 219 241 250 255
c 230 242 232 212 218 216 255 251 261

244 228 04 222 258 247

(a) Verifica I'ipotesi che gli effetti del ]egim e della colla siano additivi.

(b) Verifica I’ipotesi che la scelta del Iegno non influoenzi 1a resistenza alla rottura del
laminato finale.

{(c) Verifica se il tipo di colla infloenza la pressione di rottura.

26. Si cifettua uno studio per determinare la capacita di smaltimento di un certo farmaco da
parte dell’organismo nmano. Si mistra la sua concentrazione nel sangue 24 ore dopo 1
somministrazione, in varie fascie di eta e distinguendo tra maschi e femmine. Vengonc
riscontrati i valori seguentl (in mllhgramml per centimetro cubo).

Fasg:mdleta

11-25 26-40 41-65 oltre 65

520 56.6 525 496 - 532 536 824 862

Maschi 68.2 825 48.7 44.6 49.8 50.0 1013 924
856 . 43.4 512 18.6

686 804 60.2 584 58.7 559 822 796

Femmine 862 81.3 562 542 56.0 572 B1.4 80.6
77.2 ' 611 60.0 822

(a) Verifica I'fpotesi che non vi siano interazioni in atto tra sesso ed et
(b) Verifica se il sesso del soggettd influenza la concentrazione media.

(€} Verifica I'ipotesi che I’eth non influenzi fa concentrazione media.

27. Nel Problema 23, supponiamo che vi siano state delle controversie sull’assnnzione fattz
che non vi siano interazioni tra benzine e additivi, Per contemplare anche il caso non
additivo, si ripete I'esperimento-con 36 motori, 4 per ciascuna combinazione benzina-
additivo, trovando i risultati presentati qui sotto.

,
"
7
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Additive . { - mare, La metd dei ratti di ciascun gruppo era stata privata della milza. Idati_ (.1ui sotto
1 . : 2 3 ""- rappresentano il livello di fibrinogeno (in centesimi di milligrammo) riscontrati il giorno
1 1262 1248° " 1304 1316 1270 1266 - 21 ' ' ' '
: 1253 127.0 1325 1286 1294 1301 ' g ‘ Privi di milza Normali
. 1272 126.6 142.1 1326 C1295 1426 L 528 444 338 342 434 331 312 575
Benzina 2 1258 1284 1285 1312 1405 1387 ‘ In altitudine 338 331 288 319 472 444 S5T5 334
3 (127.1 1283 1323 1341 125.2 1233 . 204 254 352 241 272 275 350 350
- 125.1 1249 1306 1330 1226 120.9 - Allivello det mare 291 175 241 238 466 388 425 344

(a) Puoi concludere che vi sia effetto di interazione?

{b) Ti sembra che le benzine diano risultati analoghi?
() Verifica se gli additivi abbiano effetti diversi.

(d) Che conclusioni trai?

(a) Verifica I'ipotesi che non vi siano interazioni.
(b) Verifica se vi sia qualche effetto dovuto all’ altitudine.
. (¢) Verifica I"ipotesi che non vi sia alcun effetto dovuto alla rimozione della milza.

: Usa in tutti e tre i casi il 5% di significativita.

28. Si realizza un esperimento per studiare se cure a base di ossigeno possano migliorare la
capacitd di memorizzazione delle persone anziane. Si scelgono 20 donne e 20 womini
anziani, che vengono divisi in 4 gruppi di 5, e sottoposti a trattamenti di 0, 1, 2 ¢ 3
settimane rispettivamente. Nessun soggetto & in grado di stabilire di che gruppo fa parte,
perché tutti sono convinti di ricevere i trattanienti per tutte e tre le settimane. Gli vomini
¢ le donne che ricevono “zero” settimane di trattamenti sono il gruppo di controllo. 1
risultati trovati sono riportati nella seguente tabella. '

Settimane di trattamento
0 1 2 3
hi 42 54 46 39 52 51 38 50 47 42 55 39
M 38 51 50 47 45 43 38 51
. 49 44 50 48 51 52 .27 42 47 61 55 45
Femmine

45 43 54 40 © 53 58 40 42

(a) Verifica se vi sia effetto di interazione oppure no.

(b) Verifica l’ipoteéi che la durata dei trattamenti non abbia inflvenza sulla capacit di
memorizzazione,

{c¢) Si nota qualche differenza tra maschi e femmine? .

(d) Un gruppo di 5 maschi anziani scelto a caso viene sottoposto al test sulia memo-
rizzazione senza ricevere alcun trattamento. I punteggi registrati sono'37, 35, 33,
39, 29. Che conclusioni puoi trarre?

29. In uno studio’ sull'influenza di fattori come ¥ aititudine sulla produzione di piastrine, 16
ratti vennero tenuti in un laboratorio a 15000 piedi di altitudine e altri 16 al livello del

7 K. Rand, T. Anderson, G. Lu]ﬂs W. Creger, “Effect of hypoxia on platelet level in the rat”, Clinical
Research, vol. 18, p. 178, 1970.




Verifica del modello
e test di indipendenza

Contenuto

L

111 Introduzione

11.2 Test di adartamento ad una distribuzione
completamente specificata

113 Test di adaitamento ad una distribuzione specificata
a meno di parametyi

11.4 Test per Uindipendenza e tabelle dz contingenza

11.5 Tabelle di contingenza con i mafginaliﬁs‘sati

11.6 * H test di adattamento di Kolmogorov-Smimov
per i dati continui :
FProblemi

11.1  Introduzione

In questo capitolo vogliamo imparare a riconescere quando un modello probabilistice
si adatta ad un certo fenomeno casuale. Questa ricerca consiste spesso nel verifica-
re se un campione aleatorio assegnato possa realisticamente provenire da una certa
distribuzione di probabilita. Per fare un esempio, potrebbe esserci motivo di credere
(a priori) che il numero di incidenti che si verificano giornalmente in un impiantc
industriale sia una variabile aleatoria di Poisson: questa convinzione pud essere ve-
rificata osservando per un certo periodo il numero di incidenti, ed eseguendo quind;
un test che sia in grado di stabilire se la popolazione possa avere questo tipo di distri-
buzione. I test statistici che servono a verificare se un dato modello probabilistico sia
compatibile con i dati sono detti test sulla bonta di adattamento’.

L’ approccio classico per verificare I'ipotesi nulla che un campione provenga da
una distribuzione di probabilita assegnata, consiste nel partizionare i valori possibili
in un numero finito di regioni (in maniera analoga agli intervalli di classe della Se-

“zione 2.2.3); si determina poi quanti elementi':de] campione appartengono a ciascuna

! & molto usata pure 1a forma inglése, goodness of ﬁr‘v_ém, [N4.T]

o
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regione e si confrontano questi valori con le previsioni teoriche nell’ipotesi che la di-
stribuzione fosse quella in esame: E 1potes; Twila viene nﬁutata quando le differenze
che si riscontrano sono significative.

* I dettagli su questo tipo di test sono affrontati nella Sezione 11.2, dove si assume
che I’ipotesi nulla consista di una specificazione completa della distribuzione. Nella
Sezione 11.3 generalizziamo I’analisi ai casi in cui I'ipotesi nulla specifica la fami-
glia parametrica della distribuzione, senza fissarne tutti i parametri; ad esempio ci si
potrebbe domandare se una popolazione sia normale, senza volersi limitare ad una
particolare scelta di media e varianza. All’interno delle Sezioni 11.4 e 11.5 conside-
riamo le situazioni in cui gli elementi di una popolazione sono classificabili secondo
due variabili, eventualmente collegate tra loro (come la statura ¢ il peso della popola-
zione dei maschi americani adulti); I’ analisi precedente viene impiegata per verificare
I'ipotesi che scegliendo un membro a caso deila popolazione, le due caratteristiche
risultino tra loro indipendenti. 11 test per stabilire se m popolazioni distinte abbiano
Ja stessa distribuzione discreta si ottiene come applicazione di questo formalismo.
La Sezione 11.6, che chiude il capitolo, & facoltativa, ¢ torna al problema iniziale di
verificare 1a bonth di adattamento tra il campione ed una distribuzione continua as-
segnata; anziché usare la discretizzazione ¢ le metodologie della Sezione 11.2, viene
introdotto il test di Kolmogomv-Smimav.

11.2 Test di adattamento ad una dlstrlbuzmne
completamente speclﬁcata

Consideriamo un esperimento che consista nell’osservare n variabili aleatorie indi-
pendenti Y1, Y2, . .., ¥y, che possono assumere i valori 1, 2,..., k. Siamo interessati
a verificare I'ipotesi-nulla che {p;,i=1,..., k} sia la funzione di massa di probabi-
lita delle Y;, quindi se Y rappresenta una qualunque delle Y;, I'ipotesi nulla € quella
alternativa sono:

Hy:P(Y =i)=p;, perognii=12,....k 21
Hy: P(Y =1) #pi,. perqualchez—ll Ry (112.1)
Per realizzare questo test denotiamo con X, per ¢ = 1,2,...,k, il numero delle ¥;
che sono uguali ad i. Se H, & soddisfatta, ciascuna delie Y; assume il valore i con
probabilitd p; indipendentemente da tutte le altre, quindi X é binomiale di parametri
n e p;, ¢ il suo valore atteso & np;. Di conseguenza, {(X; — np;)? & un indicatore di
quanto sia verosimile che p; sia davvero la probabilita dell’evento {Y = i}. Quando
questi quadrati hanno valori troppo elevati, ci suggeriscono che H, pud non essere
corretta; & quindi naturale che la statistica per il test sia una somma pesata di questi
k contributi; quali siano i pesi giusti non & ovvio, ma la conclusione (sulla quale
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torniamo nelle osservazioni) & che la statistica da adottare & la seguente:
k
X — s )?
= Z M‘.)_ (11.2.2)
; nPi )

L’ipotesi nulla va rifintata quando T" & troppo grande, e il valore di soglia dipende

. dal livello di significativita richiesto. Sia infatti ¢ il livello di significativita del test,

allora per trovare la regione critica, dobbiamo calcolare un valore c tale che
PHo Tzd=a

ovvero tale che quando Hj & vera, T sia superiore a ¢ con probabilith c. Fatto questo,
il test dovra rifiutare 1’ipotesi nulla quando il valore osservato per I' sia superiore a c.

Tl valore critico che cerchiamo si trova usande il fatto che quando n & grande, la
distribuzione di T & approssimativamente quella di una chi-quadrocon k£ — 1 gradi
di libert, e I"approssimazione migliora con il crescere di n. Allora neil’ipotesi che
7 sia un numero abbastanza elevato, ¢ ~ xi,k_] ¢ quindi un test approssimato con
significativitd o deve

rifiutare Hy seT>xak 1

accettare Hy se T' < xa el (11.2.3)

Ovvero, se si vuole usare il p-dei-dati, si denota con t il valore assunto da T', e si
calcola

| p-dei-dati = P(x3_, > ¢) (11.2.4)
Una regola empirica comunemente accettata per sapere quando n & sufficiente-

mente grande da rendere utile questa approssimazione, & che almeno I'80% delle np;
dovrebbero essere maggiori di 3, e le restanti dovrebbero essere tutte maggiori di 1.

- Osservazione 11.2.1.

(a) Una formula computazionalmente valida per il calcolo di T° pud essere ottenu-
ta dall’ Equazione (11.2.2) svolgendo il quadrato e struttando Ie due identita (lo
studente si convinca della seconda) 3. pi = le )} ; X; =n:

o Z Xx? 2np,X +nzp2

k

=1

k Xlz

;:F’: 2;}( +an,

k-

ZX—E— (11.2.5)

np;

i=1
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(b) Il fatto che T', nonostante sia costruita sulle k variabili aleatorie X1, X3, ..., X,
tenda ad una chi-quadrocon soli k — 1 gradi di libertd, & dovuto alla relazione
lineare >, X; = n, che fa “perdere” un grado di liberta.

{c¢) La dimostrazione che T ha asintoticamente distribuzione xi_l & piuttosto avan-
zata, con ’eccezione del caso k& = 2, che illustriamo rapidamente. In tali ipotesi,
visto che X3 + X3 =nep, +p2=1,sihache

(X1 — npy)? L &K= npy)?

T =
np1 nym
_(Xi—np1)? | (n—X1—n+np)?
= +
npy n(l —p1)
_(Xyi—mp)* | (Xi—nm)?
= +
npy n{l —m) .
(X, —npy)? 1 1 1
i ek T infatti e P
np1(1—p1) 1-p »(1- p)

Ma poiché X & binomiale di media iy e varianza np {1 — py), per l’approssi-
mazione normale, quando n tende all’infinito, (X7 — np1)/+/np1{1 — p1) tende

ad avere distribuzione A (0, 1), e quindi 7" che 2 il suo quadrato, tende ad una

chi-quadro con 1 grado di liberta.

Esempio 11.2.1. Negli anni recenti & sempre pit studiata la cormrelazione tra il benes-
sere mentale e fisico nell’'vomo. L’ analisi che segue pud essere vista come una prova

di questo legame; studiamo infatti le date di nascita e di morte di persone scelte nella -

categoria di quelle “famose”. B ragionevole supporre che 1’attesa di un lieto evento
migliori lo stato d’animo delle persone, e un uomo o una donna famosi vedono pro-
babilmente nel loro compleanno un evento sostanzialmente gradevole, a causa delle
attenzioni e dell’affetto che li circondano in tali occasioni. Se una persona famosa
fosse gravemente malata e prossima a morire, 1’ attesa per il proprio compleanno po-
trebbe sollevarne il morale, migliorarne il benessere mentale (e forse di conseguenza
anche quello fisico), abbastanza da diminuire sensibilmente la probabilith di morire
peco prima di compiere gli anni. E quindi possibile che i dati mostrino che una per-
sona famosa abbia meno possibilita di morire nei mesi immediatamente precedenti a
‘queili del suc compleanno, che in quelli successivi. '

Per verificare questa ipotesi, si & scelto dal Who Was Who in America un campio-
ne casuale di 1251 americani deceduti, e si sono annotate date di nascita e di morte.
1 dati sono riassunti nella Tabella 11.1, che ci dice per esempio che solo 86 soggetti
morirono nel mese precedente al loro compleanno.

Se il giomo della morte non dipendesse da quello di nascita, sembrerebbe ragio-
nevole che ciascuno-dei 1251 individui abbia avuto le stesse probabiliti di cadere
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Tabella 11.1  Numero di decessi nei mesi precedenti ¢ successivi a quello di nascita
(I mesi di differenza sono stati ottennti sotiraendo quello del decesso da quello del compleanno; w

valore negativo indica che il decesso ha preceduto il compleanno di qualche mese.)
Mesididifferenza | -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Numero di decessi l 9 100 87 9 101 86 119 118 121 114 113 106

nelle 12 categorie. Verifichiamo allora I'ipotési nulla seguente:
1

4 12’
Siccome np; = 1251/12 = 104.25, la statistica di questo test &

Hy:p;= ?-:1,2,...,12

902 + 100° 4 872 §.-. - 2
T= 87+ 1067 o4

104.25
~.17.192 '

1l p-dei-dati & allora
p-dei-dati =~ P(x?, > 17.192) -
~1—0.8977=0.1023 usando il Programma 5.8.1a

11 risultato del test appena eseguito suggerisce che il compleanno non infiuisca sulls
data di morte, ma non & del tutto convincentg. Infatti, anche se i dati non sono fort
abbastanza (ad esempio non lo sono al 10% di significativitd) da escludere 1'ipotes
nulla, ci lasciano il dubbio di una sua possibile falsiti. Potremmo allora pensare di
usare meno di 12 categorie, in modo da ottenere forse un test pm potente In effetti
se avessimo codificato in 4 categorie in questo modo:

esito 1 = {—6, -5, —4}
esito 2 = {~3, -2, —1}
esito 3 = {0, 1,2}
esito 4 = {3,4,5}

i dati avrebbero assunto la frequenza seguente,

Esito | 1. 2 3 4
Froquenza | 277 283 358 333
La statlstlca del test sarebbe stata '
2777 + 2832 3582 2
T= + + 333 — 19251
1251/a,
=~ 14775 -



456 i Verifica del modello e test di indipendenza

Tha value of the test siatistic = 9.34762

Figura 11.1

Poiché x§ g 3 = 11.345, 'ipotesi nulla verrebbe in questo caso rifiutata anche all’1%
di significativita. E infatti il Programma 5.8.1a ci dice che

p-dei-dati = P(x3 > 14.775)
: 1 — 0.998 = 0.002

L’analisi appena conclusa & perd suscettibile di critiche, in quanto U'ipotesi nuila &
stata scelta dopo avere osseryato i dati. In effetti, mentre non vi & nulla di sbagliato
nell’utilizzare un campione di dati per individuare il modo “corretto” di formulare
I"ipotesi nulla, usare poi quello stesso campione per eseguire il test di tale ipotesi &
quanto meno opinabile. Percid, per essere ragionevolmente sicuri delle conclusioni

che vorremmo trarre, sarebbe opportuno scegliere un secondo campione aleatorio,

codificarlo come in precedenza in 4 regioni e verificare nuovamente I'ipotesi H,, che
pi = 1, peri = 1,2,3,4 (si veda il Problema 3).

I Programma 11.2.1 serve a calcolare il valore di T'.

Esempio 11.2.2. Un produttore di lampade a incandescenza informa i suoi clienti
che la qualitd dei suoi prodotti non & uniforme, e che ogni lampadina pud essere
indipendentemente di qualita A, B, C,D o E con probabilith del 15%, 25%, 35%, 20%
¢ 5% rispettivamente. Tuttavia uno dei clienti; acquistando grossi volumi di merce,
ha I'impressione di ricevere troppi pezzi di qualith E (la peggiore), e quindi decide
di verificare I’ affermazione del produttore investendo tempo ¢ denaro per stabilire il
livello gualitativo di 30 lampade. Supponiamo che ve ne siano 3 di qualiti A, 6 di
qualita B, 9 di qualita C, 7 di qualita D e 5 di gqualita E. Al 5% di significativita cosa
si decide?

Tl Programma 11.2.1 con la schermata in Figura 11.1 fornisce per la statistica
del test un valore di 9.348 circa. Il p-dei-dati corrispondente pud esserc ottenuto dal
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Programma 5.8.1a nel modo usuale:

" p-dei-dati ~ P2 > 9.348)
1 —0.947 = 0.053
Facendoci concludere che 1"ipotesi nuila non pud essere rifiutata al 5% di significati-

vith (mna siccome essa sarebbe rifiutata a qualunque livello di significativith superiore
al 5.3%, il cliente dovra certamente rimanere scettico). (|

11.2.1 Determinazione della regione critica per simulazione

Da}l 1900 quando Karl Pearson dimosted che T° ha approssimativamente distribuzione
chi-quadrocon k& — 1 gradi di libert (approssimazione che diventa esatta al tendere

- di n all’infinito), fino a molto recentemente, questa approssimazione era I'unico me-

todo disponibile per determinare il p-dei-dati di un test di adattamento. Tuttavia
con I'avvento della potenza di calcolo degli elaboratori moderni (economici, veloci,
¢ diffusissimi), si & aperta una seconda strada che permette la determinazione del

_ p-dei-dati con una precisione potenzialmente migliore: il metodo della simulazione.

L'approccio & il seguente. Per prima cosa si determina il valore £ assunto dalla
statistica del test T'. Per calcolare il p-dei-dati, & necessario determinare la proba-
bilita che, essendo valida H,, T assuma valori superiori a t. Si simulano percid n
variabili aleatorie indipendenti Y]m, 1’2('}, ceey 151), ciascuna con fonzione di massa

di probabilita {p;,: = 1,2,...,k}, ovvero

-l R .
PYP=i)=p, i=12...,k j=12..,n

esipone, peri=12,... k,

- X = numero degli indici j tali che Y} = i
k
(0 o)

T = Z -
i

i=l

Si ripete quindi la procedura simulando un secondo campione Yl(z) ) },2(2)1 e ,Y,fz),
indipendente dal primo e con le stesse caratteristiche, e si calcola T3, Tterando
il procedimento un numero r di volte, otteniamo r variabili aleatorie indipendenti
), 7@, .. T, ciascuna delie quali ha la distribuzione di T quando Hy & soddi-
sfatta. Percid per la legge dei grandi numeri, la percentuale di tali variabili aleatorie

7 che supera ¢ sara molto prossima alla probabilita che T' > ¢, sotto H),. Vale a dire,

numero deghi indici ? tali che T > ¢
r

p-dei-dati = Py (T >t} =~
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In effetti se r & abbastanza grande, questa approssimazione pud essere considerata a
tutti i fini pratici un’ugnaglianza, & quindi I’ipotesi nulla va rifiutata se la percentuale
di variabili T4 che sono maggiori di t & minore o uguale al livello di significativita
(48

Osservazione 11.2.2.

(a) Per poter usare il metodo della simulazione al calcolatore descritto qui sopra, oc-
corre essere in grado di simulare o generare al calcolatore una variabile aleatoria
Y tale che P(Y = i) = p;, peri = 1,2,..., k. Quello illustrato di seguito &
uno dei possibili metodi per riuscirci partendo dalle variabili aleatorie uniformi
sull’intervallo (0, 1), che witi i computer possono generare.
Passo 1: Si genera un numero casnale 7.
Passo2: Sel/ < pysiponeY =l;sep < U < py +psipone Y = 2;in

generale, se
ntmt - +pa SU<pi+p2+---+pia+p

si pone Y = i. Siccome U7 ha distribuzione uniforme sull’intervallo (0,1),
perognisceltadi0 <a < b <1,

Pla<X <b)=b—a
poiché inoltre 0 < py + pa + --- + p; < 1 per ogni scelta di i,

PY =i)=Ppr+p+- +pi SU<pl+P2+‘_“+p,'_1+p,-)
=@91+J'Pz-|---'"i-'p;'_l+p.')—(p]—;-1;;;24...._;.1,‘._‘)=pi

esattamente come desiderato.

(b) Una domanda importante a cuj non abbiamo ancora risposto & quanti cicli di

simulazione siano in effetti necessari. E stato dimostrato che per un livello

di significativita del 5%, un valore di r intorno al centinaio & normalmente
sufficiente?. ,

Esempio 11.2.3. Consideriamo nuovamente i dati dell’ Esempio 11.2.2. Una simula-
zione al calcolatore fornisce questo risultato:

Py, (T < 9.52381) = 0.95

! A Hope, “A simplified Moate Carlo significance test procedure™, J. of Royal Statist. Soc., vol. B 30,
pp. 382-598, 1968.
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This program ums‘.uﬁ_lionloappmaindn
the p-value in the goodness of fit tesl.

Piobabiities _

Enter value for p:

b —
Enter dosired number B
of simudation runs: . [10008 | *
Enter the value of the
tast statistic: 7.416667

The estimate of the p-value is 01843

Figura 11.2

Quindi lfestrg:mo della regione critica dovrebbe essere 9.52381, che & assai vicino a
xf';_ﬁs’4 =2 9.488 (il valore critico approssimato, che si ottiene dalla distribuzione chi-
quadro). Questo risnltato & molto interessante, in quanto in questo esempio la regola -

- empirica per applicare 1’approssimazione, che 1I'80% dei valori np; sia almeno pari
~a 5, non vale, fornendo un indicazione che le richieste di tale regola siano piuttosto

prudenziali. . 3 0

1l Programma 11.2.2 permette di otteneré il p-dei-dati per un test di questo tipo,
usando il metodo della simulazione. ‘

Esempio 11.2.4. Consideriamo un esperimento che ha 6 possibili esiti, le cui rispet-
tive probabilitd sono ipotizzate valere 0.1, 0.1, 0.05, 0.4, 0.2 ¢ 0.15. Si effettna un test
replicando 40 volte P’esperimento, ¢ si ottiene che’ gli esiti nell’ordine si realizzano 3,
3,5, 18, 4 ¢ 7 volte. Va accettata I'ipotesi nulla? )

Un calcolo diretto, ovvero I'impiego del Programma 11.2.1 ci dice che il valore

della statistica del test ¢ 7.4167. Usando il Programma 5.8.1a otteniamo il risultato-
che : ‘

P(x3 < 74167) 2 0.8088

e quindi il p-dei-dati vale approssimaﬁvame:gte 0.1912. Per controllare la bonta di -
questa approssimazione, lanciamo il Programma 11.2.2, facendogli eseguire 10000
cicli di simulazione; in questo modo otteniamo una stima del p-dei-dati di 0.1843 (si
veda la Figura 11.2). o
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Poiché il numero dei valori simulati che superano 7.4167 & una variabile aleatotia
binomiale di parametri n = 10% ep = _p—del-dan ne segue che un mtervallo di
confidenza al 90% per il p-dei- dati stesso &1l seguente, '

0.1843 - 1.645,/0.1843 % 0.8157/10*
Percid con il 90% di confidenza,

. p-dei-dati € (0.1779, 0.1907) O

11.3 Test di adattamento ad una d:stnbuzmne speclﬁcata
a meno di parametri

Si pud effettuare un test di adattamento anche se le probabilita {p,i=12,..., k} -

non sono completamente specificate. Ne & un esempio la situazione citata all’inizio
del capitolo, in cui si voleva capire se il numero di incidenti quotidiani in un impian-
to fosse una variabile aleatoria di Poisson. Non si chiede quindi se la distribuzione
sia di Poisson con una media X in particolare (una tale H, specificherebbe tutte le
pi), ma ci si domanda in generale se si possa traftare di una qualsiasi distribuzione
poissoniana. Supponiamo allora di raccogliere dei dati per n giorni, e denotiamo
con Y4, Yz,..., Y, il numero di incidenti registrati. La prima difficoltd & che se la
distribuzione deve essere di Poisson, non esiste un k che limiti.i valori deile Yj,
che possono essere arbitrariamente alti. Si codificano quindi ghi esiti detle Y; in un
numero finito di regioni, ad esempio regione 1 se vi sono stati 0 incidenti, regione 2
con 1 incidente, regione 3 con 2 o 3 incidenti, regione 4 con 4 o 5 incidenti e regione
5 se vi sono stati 6 o pil incidenti. Se la distribuzione & realmente di Poisson con
media ), le probabilith delle diverse regioni sono allofa:

pr=PY =0)=¢?
pr=PY =1)=Ae?

)\2 /‘\3 .
=P(Y=2)+P(Y =3)= ""+?e"‘
=PY=4)+PY=5)= ’\4 -A+A—se9’*

120
SYIED S B LA &
Y>6)=1—¢> —
= P( 6=1-—c¢ (+A+2 6+24+120)

La seconda difficolta 2 che il valore medio A non & specificato da H),. La strada pid
intuitiva in questo caso & anche quella giusta:-supponendo vera Hy si pud produsre
una stima X del parametro incognito A usando metodi parametrici (come il criterio di
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" massima vemshniglianza) ricavare i corrispondenti valori per le p;, sostituendo al

posto di A nelle equamom precedenti, e qumd1 calcolare la statistica del test, definita
come

T.= Z "p‘ (11.3.1)

dove X; indica, come gid in precedenza, il numero di dati ¥; che appartengono alla

- regione i.

L’ approccio qui descritto pud in generale essere impiegato quando 'ipetesi nulla
non specifica dei parametri che sono indispensabili al calcolo delle p;. Supponia-

. mo che vi siano m parametri non specificati, che abbiamo comunque stimato con il

metodo della massima verosimiglianza. Se si usano queste stime per calcolare le pro-
babilitd f;, si pud dimostrare che, sotto [, la statistica T tende, al crescere di n, ad
aveic approssimativamente distribuzione chi-quadro con & — 1 — m gradi di liberta.
(Si perdono tanti gradi di libertd quanti sono gli stimatori mdlpendentl usati al posto
dei parametri.)

Un test di adattamento con livello di significativith « deve quindi

rifiutare Hy se T' > xirk__l_,m

- accettare Hyse T < xi,k—l—-m (11.3.2)

Un modo equivalente di realizzare il test consiste — come al solito — nel calcolare il
valore ¢ assunto dalia statistica T', e quindi definire il p-dei-dati come

p-dei-dati = P()3__n > 1) _ (11.33)

Se a & maggiore del p-dei-dati, si rifiuta I'ipotesi nulla, altrimenti la si accetta.

* Esempio 11.3.1. Supponiamo che il numero di incidenti settimanali in un periodo di

30 settimane sia stato il seguente;

8001340212518020
193453347 401212

Si verifichi I’ipotesi che la distribuzione del numero di mmdentl settimanali sia di
Poisson.

Poiché il numero totale di incidenti nelle 30 settimane risulta essere 93, lo sti-
matore di massima verosimiglianza per la media A della eventuale distribuzione di

Poisson 2 A = 95 /30 = 3.16667. Di conseguenza la stima della funzione di massa &
data da

P(Y =) ."_‘“"\—le X
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e, usando ad esempio le cmque regioni descritte all'inizio della sezione, si trova con
qualche calcolo che

D1 = 0.04214 ' 7 = 0,13346 3 == 0.43435
Pa = 0.28841 P55 0.10164

Usando successivamente i dati codificati, X; = 6, X3 = 5, X3 = 8, Xy = 6,
Xs = 5, si trova per la statistica del test il valore

(X; — 305;)
T = Z o ¥ 21.99

l
Per determinare il p-dei-dati possiamo usare il Programma 5.8.1a, ottenendo che:

p-dei-dati =~ P(x3 > 21.99)
~ 1 — 0.999936 = 0.000064

e quindi 1"ipotesi che la distribuzione di provenienza fosse poissoniana deve chiara-
mente essere rifiutata. (Il motivo & che vi sono troppe settimane senza incidenti per
poter accettare che la distribuzione fosse di Poisson con media 3.167.) O

114 Test per Pindipendenza e tabelle di contingenza

In questa sezione consideriamo situazioni in cui ogni membro di una popolazione
pud essere classificato secondo due criteri, ovvero in base a due caratteristiche, che
vengono denotate con X e Y. Supponiamo che la caratteristica X abbia r valori
possibili e la ¥ abbia s valori possibili; indichiamo allora con FP;; la probabilit che
per un elemento z caso della popolazione, X assuma il valore ¢ e Y assuma il valore
jyeomi=12,. . rej=1,2,...,8

Py i=P(X =4Y =j) (11.4.1)

Elementi diversi delta popolazione vengono supposti indipendenti come al solito; le
due caratteristiche di un singolo elemento invece non sono in generale indipendenti,
anzi il nostro obiettivo consiste precisamente nel verificare se esse lo siano oppure no.
Denotiamo quindi con p; e ¢; le funzioni d1 massa marginali di questa distribuzione

congiunta:
8
Di = P(X = 2) = ZP,:J'
=1

g :=PY =4)=) Py
i=1

(11.4.2)
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La nostra 1poteS1 nulla cons:sterﬁ nell’mdlpendenza di X eVY, e quindi (si veda
I'Equazione (4.3.14) a pagina 105): w

HD:Rj=Pin: perognji=1,2,.?..,'r, j=12,...,s 1143
Hy : Py # pig;, perqua]chei:l,-Q,...,r, i=12,....s (_ 43)

E bene notare che questo tipo di 1potes: nulla rientra nella casistica trattata nella
Sezione 11.3, in quanto p; e gj sono parametri incogniti.

Supponiamo che i dati consistano in un campmne din elementt provenienti dal-
la popolazione in esame, e al variare di § ¢-j, denotiamo con N;; quant di essi
soddisfano contemporaneamente le condmom X=ieY =73

Occorre intanto stimare le quantiti p; e qj,. Sia 1 < 7 < r qualsiasi; lo stimatore
di massima verosimiglianza di p; & pari alla frazione di elementi del campione la cui
caratteristica X vale i. Le due grandezze

2|z

. 8 B
N;:=)" Ny . D= {11.4.4)

rappresentano rispettivamente il numero dei mgmbn del campione per i quali X =
t, e lo stimatore cercato. Analogamente se’ 1 < J £ s, e indichiamo con M; il
numero di elementi del campione la cui caratenstlca Y vale j, e con §; lo stimatore
di massima verosimiglianza di ¢;, allora

R

- - Lo M;
M; :=ZNﬁ o=t (11.4.5)

i=]

Con queste posizioni, la statistica del test & data da

(Nij — npig
7= Z Z npt‘b‘

J;l ': NE | :
=Y > —L-n _ (11.4.6)

e infatti E[Ny;] = nP;; che & uguale a nf;; se H), & soddisfatta,

A prima vista potrebbe sembrare che i parametri che devono essere stimati dai
dali siano r + s, tuttavia, siccome le somme Z —1Di ¢ 3_1 g; sono pari a 1, proprio
come quelle dei corrispondenti stimatori, occorre determinare solo r — 1 dej primi
e 8 — 1 dei secondi, perché gli ultimi due possono essere ricavati per differenza.
Per questo motivo, i gradi di liberta della d.lSt[lbllZlOl:lE chi-quadro che approssima T
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quando n & grande sono rs — 1 — (r -1) - (s — 1) (1_" — 1)(3 — 1), e quindi un
test con significativith o dovrebbe T

rifitare Ho se T > X5 (r_1)(s—1) (114.7)
accettare Hy se T' < X, (r1y(s—1) h

Esempio 11.4.1. Si sono scelti a caso 300 statunitensi adulti, che sono stati suddivisi
per sesso e convinzioni politiche. Una tabella come quella qui sotto & detta tabella di
contingenza:

Democratici Repubblicani Indipendenti
Donne 68 56 32 156
Uomini | 52 o W 144
120 128 52 300

Una tabella di contingenza riporta normalimente anche i totali per riga ¢ per colonna
ed & quindi lo stramento pid indicato per studiare I'indipendenza delle categorie di
dati. Quella qui presentata ci dice ad esempio che su 300 intervistati, 156 erano don-
ne, e di queste 68 si sono dichiarate democratiche, 56 repubblicane e 32 indipendenti.
Volendo usare la notazione delle variabili V;;, detta X la categoria sesso, ¢ Y la ca-

* tegoria politica, cid significa che N3 = 68, Nz = 56 ¢ Nyj = 32. Analogamente
i sihache Ny; = 52, N;o = 72 ¢ No3 = 20, e anche che N1 = 156, N = 144,

M, = 120, M, = 128 e M5 = 52. Usiamo questi dati per verificare se il sesso e le
convinzioni politiche di un americano adulio scelto a caso siano o no indipendenti.
Dai dati della tabella ricaviamo che i sei coefficienti np;g; = N; M, /n valgono

N My _ 156 % 120 _ N2M1 _ 144 % 120 _
- S =R R = e = 5760
NiM; 156 x 128 NoMy 144 x 128
= = . = = _44
n 300 0% n 300 O
NiM; 156 x52 N,My  144x52
D o =270 D s = 2496

Per cui la statistica del test & 1a seguente,

(68 — 62.40)2 (56 — 66.56) (32~ 27.04)

T=

62.40. 66.56 27.04
(52— 57.602 (72— 61.44)% (20— 24.96)*
5760 T 6lad " 24.96
~2 6.433

e
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<= 8iccome (r — 1}(s — 1) = 2, volendo un livello di s1gn1ﬁcauv1ta del 5%, dobbiamo

confrontare il valote di 7 con quello di x3 5. o5,2- LA Tabella A.2 ci dice che

X3 052 ~ 5.991

e siccome T > 5.991, I'ipotesi nulla viene rifiutata e concludiamo che al 5% di si-
gnificativith non si pud accettare con questi dati 1'1p0te51 che il sesso e le convinzioni
politiche degli americani siano indipendenti. : O

Anche di questo tipo di test si pud calcolare il p-dei-dati, infat,
p-dei-dati = Py (T > t)
~ P(xf_1)(a-1) > 1) (11.4.8)

Un test di H, con significativitd o deve rifiutare I'ipotesi nulla ogni volta che il p-
dei-dati nsu]ta minore di a.

Il Programma 11.4 del software abbinato al libro permette di ca.lcolare il valore
di 7" peri test di indipendenza.

'Esempio 11.4.2. Una azienda tiene in funzione 4 macchine (denotate con A B Ce

D) per 3 turni di lavoro ogni giorno. La tabella di contingenza seguente presenta il
numero di fermi macchina risultati in un periodo di 6 mesi.

A B . C D
 Turme 1 10 12 6 7 35
. Tarno 2 10 24 9 10 53
Tarno 3 13 20 7 10 50
' 33 56 22 21 138

Supponiamo di essere interessati a capire se tutte le macchine tendono a rompersi
con elevata probabilita nei medesimi turni, o se piuttosto qualcuna di esse abbia turni
critici che le sono propri, € non sono altrettanto problematici per le altre macchine. In
altri termini, ci chiediamo se, per una rottura generica, la macchina che 1’ha provocata
e il mmo in cui & avvenuta siano variabili aleatorie indipendenti.

Possiamo calcolare la statistica di questo test direttamente o tramite il Program-
ma 114, che ritorna il valore T ~ 1.8148 (si veda la Figura 11.3). Usando poi il

- Programma 5.8.1a otteniamo che

p-dei-dati ~ P(x2 > 1.8148)
= 1—0.0641 = 0.9359

Percid va senz’altro accettata 1'ipotesi nulla che la macchina e il turno relativi a ogni
blocco siano indipendenti. O
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The test siatistic has value t = 1.81478

Figura 11.3

11.5 Tabelle di contingenza con i marginali fissati

Consideriamo nuovamente I'Esempio 11.4.1, nel quale eravano interessati a determi-
nare se le convinzioni politiche fossero indipendenti dal sesso degli elettori america-
ni. In quella sede disponevamo di dati ideali: un campione di 300 elementi scelto in
maniera completamente casuale dalla popolazione totale. Tuttavia in molte situazioni
pratiche ci possiamo trovare di fronte a dati raccolti in maniera diversa: ad esempio
non sarebbe strano se il numero di nomini e donne da intervistare venisse deciso in
anticipo, e poi si selezionassero con qualche criterio due campioni aleatori dalle sot-
topopolazioni maschile e femminile. Siccome nella tabella di contingenza risultante
i totali delle nghe sono decisi a priori, € quindi non contengono informazioni, tale
tabella & detta avere i marginali fissati.

E possibile dimostrare che anche nel caso i dati vengano raccolti come descritto
qui sopra, & possibile utilizzare il test di indipendenza e le strategie costruite nella
Sezione 11.4 senza modifiche. In particolare la statistica da utilizzare & sempre

T~ ZZ(N‘J_‘"" _ (11.5.1)

i=1 j=1
dove:

* Nj; & il numero di membri de! campione per i quali vale contemporaneamente
X=ieY =4,

* N;= E;=1 N;; & il numero di quelli peri quali X = 4;
* M; =37, N;; & il numero di quelli per i quali Y = j;
* n ¢ la numerositi del campione e si & posto

N:M;
n

€ij = npig; = (11.5.2)
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Inoltre & ancora vero che quando H,, & soddlsfatta, al crescere din, T tende ad
avere distribuzione chi-quadro con (r — 1)(s = 1) gradi di libert. In sostanza il test
di indipendenza basato sulle tabelle di commgenza rimane lo stesso sia se i marginali
di una delle caratteristiche sono fissati a pnon sia se sono liberi e vengono ottenuti
campionando dall’intera popolaz.lone

Esempio 11.5.1. In vn esperimento vennero ‘scelti a caso un gruppo di 20 600 non
fumatori e uno di 10000 fumatori. Queste persone furono seguite per dieci anni; i dati
seguenti illustrano quante di esse svilupparond in tale periodo il cancro ai polmoni,

Fumatori | Non fumatori -
Cancro ai polmoni 62 ‘ 14 76
Niente cancro ai polmoni 9938 - 19986 29924
10000 20000 30 000

Si venﬁchl Pipotesi che il cancro ai polmoni e xl fumo siano indipendenti. Si impieghi
un livello di significativitk dell’ 1%. ,

Le stime del numero di persone che ci si' aspetterebbe di trovare nelle diverse
celle se valesse l'mdipendenza ipotizzata da Hy sono:

.76 x 10000 _ L 76 x 20000

f_—"li = —_3[m—m— =z 25.33 61; —- 3 = 50.67
10000 29924 x 20000 ‘

= %— NOITAET By = e 2000 19049.33

30000
Quindi 1a statistica del test vale

(62 —25.33)2  (14—50.67)2 (9938 — 9974.67)?
25.33 50.67 997467
(19986 — 19949.33)? '
~19949.33
a2 53.09 + 26.54 + 0.13 + 0.07 =79.83

T

Siccome il risultato & molto maggiore di X%m | & 6.635, possiamo senz’altro ri-
fiutare Vipotesi che se una persona a caso contrae un tumore ai polmoni, questo sia
indipendente dal fatto che fumi o meno. . O

11 formalismo che abbiamo sviluppato 111 questa sezione si pud adattare alla
verifica dell’uguaglianza di m popolazioni dlscrete

Supponiamo infatti che siano date m popolazioni con distribuzione discreta e va-
lori possibili i numeri da 1 an. Peri=1,2,... . mej = 1,2,...,n, siap;; la
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probabilita che un elemento a-caso della popolazione 7 assuma il valore j. L’ipote- -

si nulla che tutte le popolazmm siano uguah si fonnahzza nel seguente sistemna di
equazioni:

Hy:ipij =Py =p3 = =Pmjs J=12,.,m (11.5.3)

Se si prende in considerazione la popolazione complessiva che consiste degli ele-
menti di ciascuna deile m popolazioni in esame, si pud pensare che ognuno dei suoi
membri abbia due caratteristiche: la prima che indica da quale delle m sottopopola-
zioni proviene, e la seconda che ne specifica il valore. L'ipotesi che le m distribuzio-
ni siano tutte uguali & equivalente a quella che le percentuali di elementi di ciascuna
popolazione che assumono i diversi valori siano le stesse. Siccome questa riformula-
zione equivale all’indipendenza delle due caratteristiche di un membro che sia scelto
a caso dalla popolazione totale, possiamo verificare Hy, scegliendo campioni aleatori
delle diverse sottopopolazioni ed eseguendo un test di indipendenza.

Estraiamo campioni aleatori di ampiezze M, M3, ..
in esame, e denotiamo con [V;; il numero di elementi del campwne 4 che hanno valore
4. Questa operazione corrisponde — letta sulla popolazione complessiva — a costruire
una tabella di contingenza a marginali fissati, come quella riportata in Tabella 11.2.

La verifica di H, si otterrd quindi con un test di indipendenza di tale tabella.

Esempio 11.5.2. In uno studio compiuto di recente, da ciascuno di quattro paesi si &

scelto un campione aleatorio di 500 impiegate, che hanno risposto ad un questionario.

Una delle domande era se queste donne subissero spesso abusi verbali o sessuali sul
lavoro; i dati seguenti rappresentano le risposte ottenute.

Tabella 11.2  Schema di tabella di contingenza per il confronto delle distribuzioni di m

popolazioni discrete
Popolazione
1 i 2 . i m
1 Na Ny Na N1 M
2 N2 Ny Niz_ N2 N2
Valore :
Ny Noj N;; Ninj Ny
n Nin Nop, Nin Nan N,
M, Ms . M; e M,

S M dallempopolazmm :

R

si ottiene che
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Ty

Paese : Casi di abuso frequente (su 500)
~Australia S e 28
* Germania’ : w 30
Giappone 51
~ Stati Unid 55

Basandosi su questi dati, & possibile che la percentuale di impiegate che si sente
spesso oggetto di abusi sul lavoro, sia la stessa per le quatti'o nazioni?

Codificando con i numeri da 1 a 4 i paesi coinvolti e riportando i dati su di una
tabella di contingenza si oftiene: '

. 1 2 3 .4

Abusi frequenti 28 -3 58 55 171

Altre 472 - 470 442 445 1829
500 500 500 500 2000

L’ipotesi nulla pud essere verificata eseguendo un test di indipendenza su questa
tabella di contingenza. Eseguendo il Programma 11.4 ¢ poi calcolando il p-dei-dati

T =2 19.52, p-dei-dati = 0.0002

si pud quindi affermare che la percentuale di donne con lavoro d’ufficio che si sente
spesso oggetto di abusi dipende effettivamente dal paese in esame, infatti 1'ipotesi
nulla viene rifintata con 1’ 1% di significativita, come pure con ogni livello di signifi-

- cativitd superiore allo 0.02%. i

11.6 * 1l test di adattamento di Kolmogorov-Smirnov
per i dati continui

Nelle sezioni precedenti abbiamo sempre studiato distribuzioni discrete. Consideria-
mo invece adesso un campione di dati Y3, ¥3,. .., ¥, proveniente dz una distribuzio-
ne continua, e ragiohiamo su come si possa verificare 'ipotesi nulla che la relativa
funzione di ripartizione sia una certa ' assegnata.

Un possibile approccio consiste nel dividere i valori possibili delle Y;-(di solito
tutto R) in k intervalli disgiunti, ad esempio

(o, y1), (W1, 12}, - - - » (Ye—1, k)

dove —co=ygp < ph <1 < -
no considerare al posto di Y), Yz,
definite tramite

- < Yp—1 < Yr = ©00; successivamente si posso-
., Yy, le variabili discretizzate Y2, Y#, ..., Y3,

Y#:=i  seY; appartienc all'iotervallo (yi—1, y)
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La validita dell’ipotesi nulla implicherebbe allora in questo caso ché
P(Yf=i)=F(y}~Flyiy), i=12,...,k

e questo pud essere verificato facilmente con il test di adattamento per variabili
aleatorie discrete presentato nella Sezione 11.2.

Esiste perd un altro metodo per verificare se le ¥; provengano da una distribu-
zione con funzione di ripartizione I, e questo metodo risulta pid efficiente della
discretizzazione,

Dopo avere osservato il campione Y1, Y3, ..., Y}, denotiamo con F, 1a funzione
di distribuzione empirica corrispondente:

Fi) = H T 22)
T
11 valore di F¢(x) rappresenta la percentuale di dati del campione minori o uguali a z
(si rammenti che con la notazione # A si intende 1a cardinalith o numero di elementi
dell’insieme A), e quindi ia funzione F. & la funzione di ripartizione della variabile
aleatoria discreta che pud assumere con uguale probabilita gli n valori osservati.
Poiché Fi(r) & lo stimatore naturale della probabilitd che un’osservazione sia
minore o uguale a z, ovvero della funzione di ripartizione vera dei dati, ne segue che
se H, & valida F. dovrebbe essere piuvttosto vicina a F. La quantitd su cui si basa il
test che intendiamo costruire & infatti

(11.6.1)

D= |Fele) - F(@)| , (11.6.2)

—oo<
La statistica I} & 1a statistica del test dz Kolmogorov-Smirnov.
Studiamo per prima cosa come si possa calcolare il valore di questa statisti-

ca. Denotiamo con yy,%2,...,4y, 1 valori assunti dal campione aleatorio, ¢ sia
y(l)" ¥(2)» - - - » Y(n) 12 Joro permutazione che li mette in ordine crescente’, ciod
Y(z) += il j-esimo pill piccolo tra gy, 42, .., Yn (11.6.3)

Con questa notazione, la funzione F, pud essere riscritta cosi:
‘ ) ,
0 sex <y

() <z <)

Fyz) = ¢ ; 11.64)
se y(]) S T < y{j+1) .

1 seym <z

.

3 Adesempio,conn=3eyi =3, =514 =, siaviebbe gy = Ly =3 ey =5
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X

Ym Yo Yo Yw -

Figura 114 - Confronto tra la fonzione di npartmone assegnata F’ e quella empiric:
F¢, per un campione di 5 dati. s

Si tratta quindi di una funzione a gradini:” costante in ciascuno degli intervall
(¥(5)» ¥(j+1))» compie un salto di ampiezza 1/n nei punti Y1) Y(2)s - - -  Yim)- DoOVeED-
do studiare il massimo di | Fe(z)} — F(z)|, analizziamo separatamente Fy(z) — F(z)
e F(z) — Fu(z). . a -

Siccome F' & una funzione non decresceme e minore o uguale a 1, il massimo al
variare di z di F(z) — F(z) & non negativo e viene raggiunto in uno dei punti ),
J=1,2,... n(si veda la Figura 11.4). Quindi

e ) I = jtian (% —-F (y(j))')

Analogamente il valore massimo di Fi(z) - F;(x) & non negativo e. viene assuntc
subito prima di uno dei punti di salto y(;), quando F'(z) tende a valere F(y(5) per
continuit}, mentre F, () vale ancora (j — 1)/n:

_ yod-t
sy (@) - R(@)) = max (Pl - 121)
Combinando le due equazioni precedenti si ottiene che
D= i_ ' N i=t .
= mAax n F(‘y(J)), F(yb))-—'—"-n—, 1= 1,'“.111 (1165]

e questa formula pud essere usata per calcolare la statistica di Kolmogorov-Smirnov

Sia d il valore assunto dalla statistica D. E chiaro che un valore troppo elevato d

d sarebbe incompatibile con 1'ipotesi nulla. Pcr questo motive il p-dei-dati va definitc
come

p-dei-dati := PF:(D > d) (11.6.6]

e
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dove si & scritto Pp per rendere esplicito il fatto che tale probabilita va calcola-
ta nell'ipotesi che H, sia soddisfatta, e quindi F sia la vera distribuzione della
popolazione. S o _

11 p-dei-dati precedente pud essere approssimato tramite delle simulazioni ai cal-
colatore, e queste ultime sono semplificate dal fatto che la distribuzione di D, e quindi
la probabilita P (D > d), non dipendono in realta dalla scelta di F'. Questo ci per-

mette di stimare il p-dei-dati simulandouna qualsiasi distribuzione continua F: per

esempio quella uniforme su (0, 1).

Proposizione 11.6.1. Sia Y}, ¥3,.. ., Y, un campione di variabili aleatorie indipen-
denti, tutte con funzione di ripartizione continua F, e si definiscano F, e D come
nelle Equazioni (11.6.1) e (11.6.2). ‘

Allora per ogni scelta di d 1a quantita P(D > d) non dipende da F'.

Dimostrazione.
P(D = d) = P(mfx w — F(n:)l > d)

= P HEFEDETED

z'd)

_ P(m;x #{i - U,-nsn F@} _ gl d)

La prima vguaglianza & giustificata dal fatto che F & una funzione crescente* e quindi
Y < z & equivalente a F(Y) < F(z). Nella seconda uguaglianza si sono indicate
con Uy, Uy, . . ., Un delle variabili aleatorie indipendenti uniformi su (0,1). Essa &
giustificata dal risultato (la cui dimostrazione 2 lasciata come esercizio) che se ¥ ha
funzione di ripartizione continua F, allora F(Y') ha distribuzione uniforme su {0, 1).

Continuando le uguaglianze precedenti, e notando che se & varia da —o0 a oo, allora
F(x) varia da 0 a 1, possiamo dire che

PD>d)= P(max
Dyl

#:Ui <y} y‘ > d)

n

che mostra come la distribuzione di D non dipenda da F. (H

Dalla proposizione precedente si pud dedurre che, una volta ricavato dai dati il va-
lore d della statistica I, il p-dei-dati pud essere ottenuto simulando variabili aleatorie

4 1n realtd F & solo non decrescente, perd se ¥ & generata con distribuzione F, i valori per cui F' &
costante sono impossibili per ¥ (perché?), quindi con probabilith 1, F & strettamente crescente in Y.
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. uniformi su (0, 1). In pratica, si genera un campione di n copie indipendenti di queste

variabili aleatorie, Uy, Uy, . ., Un, e si verifica se ¢ verificata questa disuguaglianza:
.. et
O<y<l n

Si ripete poi un gran numero di volte questo procedimento: la percentuale delle prove

+ in cui la disuguaglianza & soddisfatta & una stima del p-dei-dati.

‘ Come ¢ gia stato evidenziato, il primo membro della disuguaglianza pud essere
piit facilmente determinato usando 1'identitd '

#li:Ui <y} i j=1 .
T—-y‘=max{;—[f(j), U(j)—T,J=1,...,'n}

df)ve _U(l)’ Uy, - - -, Ugn) non sono altro che le stesse Uy, Uy, ..., Un, riordinate dalla
pill piccola alla pi grande. Ad esempiosen =3ely = 0.7, Uz = 0.6, U3 = 0.4,
allora Ujyy = 0.4, Upp) = 0.6 e U3y = 0.7 ¢ il corrispondente valore di D &

max
O<y<l

1 2 1 2
D =max{ - — 04, = ~06, 1-07, 0. -, 07 —2) =
{3 ,5-06,1-07,04,06- 3,07 3} 0.4

Per ottenere un test con significativitd o che (in prima approssimazione). non

dipenda da n, si definisce di solito la quantity D*:

D* :=(v/n+0.12+0.11/y/n)D (11.6.7)

1 corrispondenti valori critici d7,, sono per definizione i numeri che soddisfano, al
variare di o € (0,1), ' ,

Pe(D*>d) =« (11.6.8)

Quelle cl-u? SEUONO S010 approssimazioni accurate di di, per i valori pill frequente-
mente utilizzati di o: '

@By~ 1224, dhos~ 1358, digs ~ 1480, dig = 1.626 (11.6.9)

Un test con significativitd o deve rifiutare 1’ipotesi nulla che la distribuzione di
popolazione sia F' quando il valore osservato per D” risulta maggiore di dg,.

Esempio 11.6.1. Supponiamo di volere verificare I'ipotesi che una certa popolazione
abbia distribuzione esponenziale con media 100, ovvero che Fi(z) = 1 —e~*/1% per
tutte le = positive. Che conclusioni si possono trarre se un campione di numerosita
10 (riordinato) mostra i valori seguenti?

66 72 81 94 112 116 124 140 145 155
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Per rispondere a questa domanda, usiamo I’Equazione (11.6.5) per calcolare la
statistica D del test di Kolmogorv-Smirnov. Dopo qualche calcolo si ottiene che
D = 0.48315, da cui

D" = 0.48315(v/10 + 0.12 + 0.11/v/10) = 1.60

Siccome tale valore & compreso tra df g, = 1.480 ¢ djj;, =~ 1.626, ne segue che
I'ipotesi nulla che j dati provenissero da una distribuzione esponenziale di media 100
va rifintata al 2.5% di significativitd (ma andrebbe accettata ad esempio all'1% di
significativita). a

Problemi

1. Secondo la tecria mendeliana, incrociando due piante di piselli a fiori rosa di una partico-
Jare varietd, si doveebbero ottenere piantine con fiori bianchi, rosa o rossi con probabilita
1/4, 1/2 e 1/4. Per sperimentare questa teofia si & studiato un campione di 564 piselli,
ed & risultato che 141 hanno prodotto fiori bianchi, 291 rosa e 132 rossi. Che conclusioni
trai al 5% di significativita, nsando ’approssimazione con una chi-quadro?

2. Per stabilire se un dado sia regolare o truccato, si eseguono 1000 lanci, annotando i
risultati seguenti: :

Pumeggio | 1 2 3 4 56
Frequenza | 158 172 164 181 160 165

Verifica I'ipotesi che il dado sia bilanciato (ovvero che le facce siano equiprobabili) al
5% di significativith. Usa I'approssimazione con una chi-quadro.

3, Procurati le date di nascita e di morte di 100 persone famose ¢, usando Fapproccio con
sole quattro categorie, individuato alla fine dell’Esempio 11.2.1, verifica I'ipotesi che il
giorno della morte non sia influenzato dalla data di compleanno. Usa I"approssimazione
con una chi-gquadro. -

4. Sipensa che il rumero delle interruzioni quotidiane di potenza elettrica in una certa cittd
degli Stati Uniti abbia distribuzione di Poisson di media 4.2, Verifica questa ipotesi se
raccogliendo dati per 150 giomni si & trovato il risultato seguente:

Interruzioni l o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Numcrodigiomi | 0 5 22 23 32 22 19 13 6 4 4.0

5. Su 100 valvole termoioniche testate, 41 hanno avuto una vita inferiore alle 30 ore, 31
I'hanno avuta tra le 30 e le 60 ore, 13 tra le 60 ¢ 1e 90 ore e 15 oltre le 90 ore. Questi dati
sono compatibili con 1'ipotesi che il tempo di vita di queste valvole abbia distribuzione
esponenziale con media di 50 ore?

Problemi . 8 47"

7
6. La produzione passata di una macchina indica che le unit da essa fabbricate si rivelanc
di qualith eccellente, alta, media o bassa con probabilit rispettivamente di 0.4, 0.3, 0.2 ¢
0.1. Viene messa in prova una nuova macchifiz, concepita per eseguire lo stesso compito
e su 500 pezzi prodotti se ne ottengono 234'di qualith eccellente, 117 di qualita alta, 8]
di qualita media e 68 di qualitibassa. B plansibile che le differenize di prestazioni siand
. dovute solo al caso? :

7. Si attiva un esperimento in grado di individuare i nentrini provenienti dallo spazio ester
no, e lo s mantiene attivo per diversi giomi annotando il numero totale di segnali pe
ogni ora siderale. I risultati trovati sono i seguenti:

Frequenza di neutrini provenienti dallo spazio esterno

Ora Segnall Ora Segnali Ora Segnali
0 24 8 C 37 16 37
1 24 9 37 17 28
2 36 S0 49 18 43
3 32 11 51 19 30
4 33 12 29 20 40
5 36 13 26 2% 22
6 41 14 .38 22 30
7 C 24 15 26 23 42

Verifica se i segnali siano distribuiti uniformémente nell’arco delie 24 ore.

8. In un altro esperimento di rilevazione dei neutrini, si & annotato per parecchi giorni i
numero totale di segnali ricevuti in ciascuna ora. La tabella delle frequenze seguent
riasswne i risultati: N ‘

Numere di segnali in un’era . Ore con quel numero di segnali
0 ’ 1924
H 541
2 103
3 17
4 - 1
5 1

6 o pit ) 0

OV(;t'iﬁca]’ipotesi che le osservazioni provénga.no da una distribuzione di Poisson di medi

9. In una certa zona, i dati in possesso delle assicurazioni dicono che in un anno, 1’829
degli automobilisti non ha alcun incidente, il 15% ha esattamente un incidente, e il 34
ne ha 2 o pi. Su un campione aleatorio di 440 automobilisti laureati in ingegneri:
nell’ultimo anno 366 non hanno avuto inci_cjénti, 68 ne hanno avuto uno, 6 ne hann
ayuti 2 o pili. Puoi concludere che questa sotjopopolazione presenta un profilo di rischi
diverso da quello generale defla zona? i '

i
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10, Tempo fa & stato condotto uno studio. per capire se i terremoti di intensita almeno mo-
derata (4.4 gradi della scala Richter o pii) che hanno coinvolto il sud della California
tendono a verificarsi in giomi particolari delia settimana. I cataloghi hanno permesso di
rcavare informazioni su 1 100 terremoti: T

Giorno della settimana \ Lun Mar Mer Gio Ven Sab Dom
Nomero ditememoti | 144 170 158 172 148 152 156

Verifica al 5% di significativith I’ipotesi che un terremoto di media intensita abbia le
stesse probabilita di verificarsi in un qualsiasi giorno della settimana.

11, Alcune volte i dati raccolt sono in cosi buon accordo con il modello proposto, da ge-
nerare il sospeito che non siano stati ottenuti in maniera corrétta.Ad esempio un mio
amico sostiene di avere sperimentato una moneta lanciandola 40 000 voite e ottenendo
20004 teste e 19996 croci; ti sembra che questo risultato sia credibile? Giustifica la tua

risposta.
12. Usa delle simulazioni al calcolatore per determinare il p-dei-dati del Problema le

confrontalo con quello ottenuto approssimando la statistica con una chi-quadro. Usa
simulazioni con nUMEro di iterazioni pari a (a} 1 000; (b) 5000; {c) 10000.

13. Un campione di ampiezza 120 ha media campionaria 100 e varianza campionaria 15. Dei

120 dati, 3 sono mineri di 70, 18 sono compresi tra 70 e 85, 30 tra 85 & 100, 35 ua 100
e 115, 32 tra 115 e 130, e 2 sono maggiori di 130. Verifica Vipotesi che la distribuzione
da cui & stato estratto il campione fosse normale,

14. Nel Problema 4, verifica ’ipotesi che il numero di interruzioni al giormo abbia
Jistribuzione di Poisson.

15. Un campione aleatorio di 500 auclei familian degli Stati Uniti & stato classificato per
regione e reddito (in migliaia di dollari), otteniendo i risultati ssguenti.

Reddito Sud Nord
0-10 ' 42 53
10-20 55 90
20-30 47 _ 28
30 o pid T 36 ' 39

Determina il p-dei-dati del test di indipendenza tra reddito ¢ regione di una famiglia
scelta a caso.

16. 1 dati seguenti legano il peso alla nascita di un campione di neonati, con I'etd della loro

madre.
Neonati fino a 2.5 Kg Neonati oltre i 2.5 Kg
Madre fino a 20 anni 10 .40
Madre oltre i 20 anni 15 135

- Problemi .
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Verifica I"ipotesi che il peso del bambino sia indipendente dall’eta della madse.

17. Risolvi . Loy
Risolvi nuov?mcnte il Problema 16 con mtti i dati raddoppiati, ovvero con questi valori:

20 80
e 270

18. La tabella cﬁe segue ripe PR -
. riporta la mortaliti infantile in funzione del
nascita, per 72730 nati vivi a New York nel 1974. me del peso del neenato alla

Yivi dope un anno Deceduti entro un anno

Neonati fino a 2.5 Kg ' 43597
Neonati olre i 25 Kg - 67093 gég

Verifica I’ipotesi che il ita sia indi ’

perpins i ._ll)];) a_m]l ;:- il peso alla nascita sia indipendente dall’evento che il neonato viva

19, Un esperimento ) i i i i

dnt seeonr congegnato per stu@xare la relazione tra ipertensione e fumo ha fornito i

. Non fumatori  Fumatori moderati Grandi fumatori
Soggetti a ipertensione 20 33
Non soggetti a ipertensione 50 27 ‘ %g

v ] lpO S Pe q
Ueulica tesi che 1 cssere affetto 0 meno da lperlenSlone 51a lndl ndaente da uanto

a0, . . . -
La tabella seguente riporta il numero di pezzi difettosi, accettabili e qualitativamente su-

periori prodotti in in impi i " . . A
% fabbicazione. impianto, prima ¢ dopo !'introduzione di una modifica del processo

Difettosi Accettabili Superiori
Prima della modifica 25 218
Dopo la modifica 9 103 %121

Si notano cambiamenti apprezzabili, al 5% di significativita?

- 21. Un campione di 300 automobili dotate di telefono cellulare e un campione di 400 auto-

mobl.tl; c:lliw ne erano prive, sono stati monitorati per un anno. La tabella seguente riporta
quan! queste auto sono state coimvolte in incidenti stradali in quell’arco di tempo

) Coinvolte in incidenti Nessun incidente
Con telefono cellulare 22
Senza telefono cellulare 26 : gi

i[::igzza i g;m fomniti per \:'eriﬁcare I'ipotesi che avere il cellulare in auto non abbia
nza sulla possibilith di essere coinvolti in incidenti. Usa il 5% di significativita
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22. Per studiare I'effetto delle acque arricchite di fluoro sui problemi dentali, si sono scelte
due zone dalle caratteristiche socioeconomiche molto simili, una delle quali ha I'acqua
potabile arricchita di fluoro, mentre I’altra no. Sono stati selezionati dei campioni casvali
di 200 adolescenti da entrambe le popolazioni, € se ne & determinato i} numero di carie,
ottenendo i dati seguenti.

Nuwmero di carie Acqua arricchita di fluoro Acqua normale
0 154 . 133
1 20 _ 18
2 14 21
3 opid 12 28

(a) Puoi affermare che questi dati, al 5% di significativith stabiliscono che il numero
di carie non sia indipentente dalla presenza di fluoro neli’acqua potabile? (b) Cosa si
conclude all’1% di significativita?

23. Con 'lo scopo di determinare se le cause per negligené.a intentate contro i medici siano
Ppii frequenti per certi tipi di interventi che per altri, si sono studiati dei campioni casuali
di tre tipi di interventi, ottenendo i dati seguenti,

Tipo di intervento - Casi campionati Cause intentate
Chirurgia cardiaca 400 16
Chirurgia celebrale 300 16
Appendicectomia 300 7

Verifica I'ipotesi che lIa percentuale di operazioni che porta ad una causa giudiziaria sia la
stessa per i tre tipi di interventi. Usa (a) il 5% di significativitd; (b) I 1% di significativita.

24, Tn un famoso articolo® pubblicato in Inghilterra nel 1926, sono stati riportati i da-
ti seguent sul colore del ciclo la sera e la presenza eventnale di pioggia il giorno

successivo.
7 Osservazioni seguite da
Colore gel cielo Numero di osservazioni pioggia
Rosso 61 26
Principalmente rosso 194 ‘ .52
Giallo . 159 81
Principalmente giallo 188 86
Rosso e giallo 194 527
Grigio 302 167

Verifica se il cotore del cielo 1a sera abbia influenza sul fatto che il giomo seguente vi sia
PIOggia 0 meno.

3 S. Russell, “A red sky at night. .. ", Metropolitan Magazine London, vol. 61, p. 15, 1926,

Problemi ) p

*25. Dei dati si dicono lognormali di parametn g e o se i loro logaritmi naturali hann

distribuzione A {4, o%). I valori seguenti rappresentano i giomi di vita di un campion
di topi affetti da cancro  curati con una terapm sperimentale:

.24 12 36 40 16 10. 12 30 38 14 22 18

Utilizza un test di Kolmogorov-Smimov .con il 5% di significativita, per stabilire s

queste osservazioni possano provenire da nna popolannne lognormale di parametri 4 -
leoc=4.
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.12.1 Introduzione

* In questo capitolo presentiamo alcune tecniche per verificare ipotesi su distribuzioni
- 1a cui forma o classe di appartenenza non sia nota. Per questo, diversamente da solito,

non assumiamo che la popolazione studiata sia normale, o esponenziale, o qualunque
altro tipo di classe parametrica, e i test che introdurremo sonc di conseguenza derti
non parametrici. .

Il vantaggio delle strategie non parametriche & che possono essere applicate sen-

~ zaparticolari conoscenze sulla distribuzione in esame; tuttavia, quando vi sitano buo-

ne ragioni per supporre qualche distribuzione particolare, vanno sempre preferiti i
relativi metodi parametrici, che si rivelano piii potenti.

Nella Sezione 12.2 prendiamo in esame una classe di ipotesi sulla mediana di una
distribuzione continua, e presentiamo il test dei segni, che pud essere impiegato per la
loro verifica. Nella Sezione 12.3 costruiamo il fest dei segni per ranghi, che permette
di verificare 1’ipotesi che una distribuzione continua sia simmetrica rispetto ad un
valore assegnato. Nella Sezione 12.4 studiamo il confronto di due campioni, e il
problema di stabilire se sia plausibile che essi provengano dalla stessa distribuzione;
il test della somma dei ranghi permette di fornire una risposta. Nella Sezione 12.5,
infine, presentiamo il test delle successioni, che & usato per stabilire se i dati di un
campione siano realmente indipendenti, oppure vi sia evidenza che il loro oscillare
segue un qualche schema.
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12.2 1l test dei segni

Sia X, X3,..., Xy un campione estratto da una popolazione continua con funzio-
ne di ripartizione F, e supponiamo di essere interessati a fare deli’inferenza sulia
mediana! m; in particolare vogliamo discernere tra le due ipotesi

Hy:m=mg contro Hi:m¥*mp (12.2.1)

dove mg & un valore assegnato qualsiasi.

La strategia che adottiamo & basata sul fatto che ognuna delle osservazioni &
minore di myp, indipendentemente da tutte le altre, con probabilith F'(mp). Quindi se
poniamo _

[ 1 seX; <mp
T seXizmg
si ha che le variabili aleatorie Iy, I, . .., I, risultano indipendenti ¢ bernoulliane di
parametro F'(myg), percid I'ipotesi nulla & equivalente ad affermare che la media di
questo nuovo campione sia % Le metodologie per verificare questa ipotesi sono
gia state sviluppate nella Sezione 8.6: sia W una variabile aleatoria binomiale di
parametri 7 e % Detto v il numero complessivo di osservazioni inferiori ad my,
ovvero ¥ ..., I;, segue dall’Equazione (8.6.4) di pagina 322 che il p-dei-dati del test
dellipotesi che ci interessa & dato da

p-dei-dati = 2min{P(W < v), P(W > v)} (12.2.2)

Siccome il parametro p di W & pari a %, & facile vedere che, pér ogni k compreso tra
Oen, P(W =k) = P(W = n — k), e di conseguenza

P(W 2v)=P(W <n—v)
per cui il p-dei-dati pud anche essere calcolato con la formula
p-dei-dati = 2 min{ P(W < v}, P(W <n-—v)}

_ J2P(W <v) sev < n/2
T 2P(W <n—-v) sev>n/2

Siccome il valore di v := ) -, I; dipende da quante delle osservazioni X; sono
minori di myg, ovvero da quanti dei termini X; — myg sono negativi, il test precedente
prende il nome di rest dei segni.

! Lamediana, definita nel Problema 35 a pagina 139, & quel particolare valore . per coi F(m) = 1.

(12.2.3)
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Esem.pic.) 12.2.1. Se su di un campione di 200 dati ve ne sono 120 minori di mg e 8
magglon, quanto vale il p-dei-dati del test che my sia la mediana della popolazione?
Usando I'Equazione (12.2.3), conn =200 e v = 120, si ha che

p-dei-dati = 2P(W < 80) = 0.00568

dove si & fatto uso del Programma 5.1; I'ipotesi nulla va rifiuta persino con ur

livello di significativita dell’ 1%. C

‘ I.l test dei segni pud essere applicato alle stesse situazioni in cui si vsa il test £ per
i dati .appaiati, sviluppato nella Sezione 8.4.4. Riconsideriamo infatti I’Esempio 8.4.4
apagina 315, in cui si analizzava I’effetto della recente introduzione di un programimng
di sicurezza industriale, in termini di ore-zomo perse per gli incidenti. Indichiamor
con X; e Y; i valori relativi alla fabbrica ¢ prima & dopo la modifica. Se fosse vers
Vipotesi H, che il programma non ha avuto effetti, X; e ¥; avrebbero la stessa di-
stribuzione, e quindi la ioro differenza Z; =-Y; — X;, dovrebbe avere mediana nulla
(perché?). I valori riscontrati per Z;, Za, ..., Z10 erano stati:

~75 2.5 —25 —35 —15 05 10 —45 —45 -15

Siccome questi dati contengono tre valori positivi e sette negativi, I'ipotesi che pro-
vengano da una popolazione di mediana nulla va rifiutata con significativiti o se

(1))

Visto che la sommatoria al primo membro vale 176/1024 = 0.172, I"ipotesi nulla nen
}?ub essere rifintata al 5% di significativita (e in effetti verrebbe accettata a qualunque
livello di significativith o minore di 34.4%).

. In conclusione il test dei segni non ci permette di affermare che il programma di
m_c:l.lrezza abbia avuto effetti statisticamente rilevanti, e questo risultato & in contrad-
dizione con quanto ottenuto nell’Esempio 8.4.4; in quella sede avevamo perd assunto
che le differenze avessero distribuzione normale, e questa ipotesi di lavoro ci con-
sentiva di prendere in considerazione non solo il segno delle differenze, ma anche le
loro ampiezze. (11 test che introdurremo nella prossima sezione, pur restando di tipo
non parametrico, migliorera le prestazioni del test dei segni, tenendo conto anche di |
queste ampicz;e, facendo pesare maggiormente i segni delle differenze con elevato
valore assoluto.) ' ‘

I test dei segni pud essere applicato ad ipotesi unilaterali con poche modifiche.

0|8

Supponiamo di volere decidere tra le ipotesi .

Hy:m<mg  elaltemativa  Hy:m >mg (12.2.4)

W)
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area > 1/2

area < 1/2

m m

Figura 121  Una funzione di densita, la sua mediana e la probabilita di ottenere un
valore minore di mg quando mg > m e quando mg < M.

dove m & la mediana della popolazione e mg un valore assegnato qualsiasi. Siapla
probabilitd che un dato sia minore di rno; se Hy & vera, p 2 %, mentre se & falsa,
p < 4 (la Figora 12.1 dovrebbe chiarire questo fatto).

Per verificare H,, con un test dei segni, si estrae dalla popolazione un campione
casuale di n elementi: se v di essi hanno un valore inferiore a o, il p-dei-dati corri-
spondente & pari alla probabilita di ottenere un valore come v 0 pilt piceolo per paro
caso, nonostante ogni elemento avesse probabilita 1 di essere minore di my. Percid

p-dei-dati = P(W < v) {1225

dove W & binomiale di parametrin e %

Esempio 12.2.2. Un istituto ﬁnanziaﬁo* sta considerando 1’apertura di una filiale in
una nuova zona. La decisione & condizionata al fatto che la mediana dei redditi delle
famiglie della zona sia di almeno 30000 dollari. Si intervistano 80 famigiie, e si
trova che 28 di esse hanno un reddito inferiore a questa cifra, mentre 52 ce I'hanno

12.3 Il test dei segni per ranghi : 485

superiore. Si pud affermare con questi dati e al 5% di significativitd, che 12 mediana
dei redditi annuali dei nuclei familiari della zona sia superiore ai 90 0G0 dollari?

Vediamo se 1 dati sono tali da rifiutare I’ipotesi nulla che la mediana in questione
e sia inferiore a 90000 dollari. Cid 2 equivalente a verificare 1'ipotesi unilaterale
Hy:p 2= %, dove p & la probabilitd che una famiglia scelta a caso abbia reddito
inferiore a quello richiesto. Il p-dei-dati & quindi dato da

p-dei-dati = P(W < 28) ~ 0.0048

dove W & binomiale di parametri 1 e 80. Si conclude che I'ipotesi che la mediana non
superi i 90 000 dollari va rifiutata, e quindi non vi sono controindicazioni all’apertura
della nuova filiale. O

If test dell’ipotesi unilaterale che la mediana sia maggiore o uguale ad un certo
valore mny, si ottiene in maniera anzaloga al suo simmetrico: se su un campione di
numerosita n, 1 dati che sono risultati minori di mg sono v, allora

p-dei-dati = P(W > v) (12.2.6)

dove W & ha distribuzione binomiale di parametri ] e n.

12.3 Iltest dei segni per ranghi

11 test dei segni permette di verificare I'ipotesi che ia mediana di una distribuzione
continua sia un valore myg assegnato; tuttavia in molte applicazioni pratiche si richie-
de di sapere se la distribuzione in esame sia non solo centrata, ma anche simmetri-
ca rispetto a my (si veda la Figura 12.2). In formule cio significherebbe verificare
Iipotesi che
Hy: P(X < tng—a) = P(X >mg+a), pertuttiglie >0  (12.3.1)

dove X & un valore estratto dalla popolazione sotto studio.
. Al}che se tecnicamente si pud pure usare il test dei segni per verificare questa
ipotesi, esso presenta il difetto di contare solo quanti dati cadono a sinistra e quanti a
destra di my, ignorando ad esempio la distanza che li separa da tale valore. Un test
non parametrico che tenga conto di queste informazioni ulteriori & quello che prende
il nome di test dei segni per ranghi, o anche di fest del rango segnato (in inglese & il
signed rank test), e costituisce ’argomento di questa sezione.

Sia X1, X5, ..., X, il campione di dati raccolto, e denotiamo con Y] := X; —myp

‘peri = 1,2,...,n, gli scarti da mg. Dopo avere ordinato dal piti piccolo al pid

grande i valori assoluti [Y7], [Ya|, . . -, [¥x|, definiamo le funzion indicatrici I; come
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segue:

. J1 seil j-esimo dei dati nel nuovo ordine & minore di my
77710 aluiment

La somma Z?=1 I; & di nuovo la statistica del test dei segni (Funica differenza.&

I'ordine degli addendi); il test dei segni per ranghi usa invece una nuova statistica,

che pesa di pill i segni dei dati pii1 Jontani da my: :

. n
T:=3 jl; (123.2)
j=1 '
Quando i valori assoluti degli scarti |Y;|, |Y3},...,|Y;|, vengono ordinati dal minore

al maggiore, la posizione occupata da |¥;| & detta rango dell’ osservazione X;. Quindi
il rango di X; vale 1 se [Y;| & il piit piccolo, vale 2 se & il secondo pill piccolo e cosi
via. Con questa notazione & facile vedere che la statistica del test  la somma dei
ranghi dei dati minori di mg: '
T= Z (rango di X;)
i X;<mp

1l nome del test deriva ovviamente da questa formulazione.

Lof= f T | !
08 - —.

0.6

0.2}

0.0 4
0

Figural2.2 Unafunzione di densit simmetrica. La mediana & m = 3. La formula
analitica usata & f(z) := max{0, v0.4 — 0.4|z — 3|}
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Esempio 12.3.1. Facciamo una prova con i dati
42 18 53 17

econmg = 2. Le ¥; corrispondenti sono 2.2, —0.2, 3.3, —0.3, ovvero prese in ordine
di valore assoluto: ) :

-02 -03-22 33

Isegnicidiconoche ) = =lel=I4=0.QuindiT =1+24+0+0=3. O

Supponiamo ora che l'ipotesi H, sia soddisfatta, e calcoliamo media e varianza d
T'. Occorre notare che, siccome le X; hanno ‘giist:ibuzione simmetrica rispetto a.'mg=
le ¥; hanno distribuzione simmetrica rispetto a 0. Per questo motivo, qualunque siz
il valore y assunto da [¥;], vi & lastessa probjc_;\bi]jth che ¥; = y e ¥; = —y, ovvero, il
modulo e il segno delle Y; sono indipendenti'.f'Pe_r questo motivo le variabili aleatorie
1,3, ..., Iy sono delle bernoulliane di parametro £, tra loro indipendenti,

- 1 ) .
P(Ij=1)=-§=P(Ij=Q), i=12,...,n

Con queste premesse, il calcolo di media e varianza di T & un esercizio analogo ad
altri simili svolti nei capitoli precedenti.

E{T|=E [i jfj]

7=1

_nn 4+ 1) T perche BT} =% (1233)

n '
=Y 5 Var(I;) " per Pindipendenza

P a1y
-y i .

1
24 perché Var(f;) = i (12.3.4)

w,
[}

dove si & usato il fatto che la varianza di una bernoulliana di parametro p & data da
p(1 — p), € si & applicata la formula per la somima dei primi n quadrati perfetti.

2 Non essendo un risultato completamente elementare, conviene ricordario qui brevemente.
f

i
144494164 -+nf= k= M%M
k=1,

Come utile esercizio, si provi a dimostrare questa foq:nula per induzione.
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E possibile dimostrare che quando n & grande (di solito si chiede n > 25) la
distribuzione di T & approssunatwamente normale con media e varianza date dalle
due espressioni precedenti. Sebbene questa sia la strada ‘che & stata storicamente
usata per compiere questo test, la recente disponibilita di potenza di calcolo a basso
costo ci permette di usare un diverso approccio, e ottenere it p-dei-dati esatto tramite
calcoli espliciti.

Supponiamo di volere un test con significativita o dell’ipotesi H,, che la distribu-
zione sia simmetrica rispeito a mg. Siccome I'ipotesi nulla sembra poco verosimile
sia se vi sono pochi valori (molto) minori di mq, sia se ve ne sono troppi, essa va
rifiutata sia quando la statistica T' & molto grande, sia quando & molto piccola: la
regione critica deve percid essere di tipo bilaterale, ¢ B, varifiutata se

o [0
PHO(T < t) < —2- ] ,PHO(T = t) < —2-

dove abbjamo indicato con ¢ il valore assunto dalla statistica del test calcolata sui
dati. Con la stessa notazione il p-dei-dati & dato da

p-dei-dati = 2min{ P (T < t), Py (T = t)} (12.3.5)

I calcoli necessari a determinare il p-dei-dati sono notevolmente ridotti usando la
seguente identitd, che & dimostrata alla fine di questa sezione:

Py (T>t)= (T < '“(”2‘* D_ t) C O (123.6)
Grazie ad essa, il p-dei-dati si riscrive come
p-dei-dati = _ijn{Pgo(T <1), Pu, (T < ”(_"__2“) - t)}
=2Py (T < t7) 7 (12.3.7
dove si & posto o .
£ = min{t, 1(1‘;—1) - t} (12.3.8)

Rimane soltanto da calcolare Py, (T' < t*). Sia allora Px(f} la probabilit, con-
dizionata ad H,, dell’evento {T' < i}, quando il campione ha numerosita k. Mostre-
remo come costruire una formula ricorsiva per Pi (i), partendoda k = 1.

"Quando £ =1 v1 2 un solo dato, che sotto Hj, pud essere Imnore o maggiore di
mg con probabilita 1 1; ne segue che T' & bernoulliana di parametro 1 5, € quindi

0 i=-1,-2,...
P(i)y=351 i=0 (12.3.9)
1 i=1,2,...
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Supponiamo adesso che la numerosith del campione sia k, e calcoliamo Py (%)
condizionando aj valore di fy come segue:

Py(i) = Py, (T <4)
. usando la formula di fattorizzazione, Equazione (3.7.1)...
= Py (T < illx = 1)Pu,(Ix = 1) + Pp,(T < ilTe = 0P, (T = 0)

..usando la definizione di T, e il fatto che se Hy & vera,
Py =1)=P(l=0) = 1/2...
I, = 0)

Ik—())

1
2

k
i . .
L= 1) + EPH" (E]IJ‘ <i

§=0

k—1
Ik= 1) + IPHO(ZJI <‘L

j=1

k
Py, (Zﬂ,— <i

j=0

k-1
PHO(ZjIj <i—k
=1

..usando I'indipendenza delle Iy, Iz, . . ., Ix

= ' i k-1
= PHD(ZjIJ-Si—-k) PHO(ZJI <1)

i=1 j=1

2
1 . 1 .
3 —1(%—’5)"'5_1’1:-1(1)

Partendo da P, (i) che abbiamo gia calcolato, 1a formula ricorsiva appena trovata,

Py 1(% — k) + Per(8)

12.3.10
> ( )

Pi(i) =

permette di calcolare successivamente Py(.), Ps(), eccetera, fino ad arrivare al
valore desiderato di P, (t*).

Esempio 12.3.2. Con i dati dell’Esempio 12.3.1 troviamo:

t‘:=min(3, 4"5—3) —3

2
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quindi il p-dei-dati coincide con 2F4(3), che si pud calcolare come segue (5i tenga
presente che Fj(3) & sempre nulio se i < 0): : '

P = PI(U);‘P1(2) _ ; P3) = PI(l)-;-Pl(:j) _

Py(0) = Pz(-3)2+ B(0) _ é_ A1) = Pz(—2)2+ Py(1) =%
BR)= Pz(—1)2+ P2) _ % P = PO er P(3) _ %

Py(0) = M;Pﬂ _ Tlé (1) = Pa(—3)2+ Py(1) _ _;_
Py(2) = Ps(—2)2+ (@) _ % Py(3) = P;(;l)zw _ % 5

1 Programma 12.3 del software abbinato a questo libro usa esattamente questo
metodo ricorsive per calcolare il p-dei-dati del test del rango segnato. I dati che &

necessario immettere sono |’ampiezza n del campione e il valore ¢ della statistica del
test, : ’

Esn.:mpio 12_.3.3. Supponiamo di essere interessati a verificare se una certa pope-
lazione ha distribuzione simmetrica rispetto allo zero. Che conclusion; si possono
trarre al 10% di significativitd, se un campione di 20 dati presenta un valore di 142
per la statistica del test dei segni per ranghi? -

) Ese.guendo il Programma 12.3 otteniamo che il p-dei-dati vale circa 0.177. Percid
Pipotesi che la distribuzione sia simmetrica rispetto allo zero viene accettata al 10%
di significativit. ' 0

Concludiamo questa sezione dando una dimostrazione dell'identith (12.3.6):
Pr,(T > t)= Py, (T < iﬂv;‘_ﬂ - t)

R_icgtdiamo che I vale ] se il dato con rango j (il j-esimo dato in ordine crescente
di d1§tanza da my) & minore di myg, e vale 0 altrimenti. Di conseguenza, 1 — I; vale
1 se il dato con rango j & maggiore di my, ¢ vale O alirimenti. Percid se poniamo

T:=3 j(1-1L)

.‘f:l- .
=2 i- ik
Jj=1 =1

=n(n+1)_

) T

" correito, ’errore che si commette & normalmente piceolo.)
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questa quantith rappresenta la somma dei ranghi delle.osservazioni maggiori di myg.
Se H, & soddisfatta, per la simmetria della distribuzione rispetto a mg, T’ ¢ T” devono
avere la stessa distribuzione, e quindi By

Py (T>1t) =Py (T’ 31)

1 R
(remen ) ]
Osservazione 12.3.1 (Sugli ex aequo o ties). Siccome abbiamo supposto che la di-
stribuzione della popolazione fosse continua,.non & in teoria possibile che, mettendo_
in ordine i valori assoluti delle differenze vi siano due o pitt valori equidistanti da my:
tale evento ha infatti probabiliti zero. Accade perd nella pratica che le osservazioni

. siano quantizzate, e quindi dei pareggi (in iniglese ties} siano possibili. Nel caso si

verifichi una di queste situazioni, i ranghi vanno ridistribuiti in modo che tutti i dati’
che si trovano alla stessa distanza da mng abbiano lo stesso rango, par alla media dei.
ranghi che avrebbero se i loro valori venissero modificati leggermente. ) 1
Ad esempio, se g = 0, e i dati sono 2, 4, 7, —5 e -7, i valori assoluti riordinati
sono 2, 4, 5, 7 e 7. Siccome il valore assoluto 7 Compare nelle posizioni 4 &5, il
rango che viene assegnato a —7 e a 7 & di 4.5, e quindi il valore della statistica del ]
testd ' = 3 + 4.5 = 7.5. 1l p-dei-dati va poi calcolato come nel caso in cui tutti
i valori fossero stati distinti. (Anche se teoricamente questo metodo non & del tutio

12.4 1 confronto di due campioni .

Pensiamo ad una situazione in cui sono dispdnibili due metodi per fabbricare degli
oggetti, questi oggetti hanno delle caratteristiche misurabili, e siamo interessati a
verificare se i due metodi siano statisticamente equivalenti.

Selezioniamo allora n pezzi prodotti con il primo metodo e mn con il secondo.
Siano X, X5,..., X, e Y1, ¥3,...,Y,, 1 valori comispondenti a questi oggetti, e
denotiamo con F e.(3 le funzioni di ripartizione (incognite) delle due popolazioni, che
supponiamo essere continue. L'ipotesi nulla che vogliamo verificare 8 Hy : F' =G, .

Presentiamo di seguito una tecnica per eseguire questa verifica, che prende vari
nomi, tra cui test di Mann-Whitney, test di Wilcoxon o test della somma dei ran-
ghi. Per prima cosa occorre ordinare dal minore al maggiore le n + m. osservazioni
X1,X2,..., Xn, Y1, Y2,...,Ym; poiché F e G sono assunte continue, con probabi-
lita 1 non vi sono valori uguali, e quindi l’ci'dinamento ¢ ben definito; si denota a
questo punto con By, per ¢ = 1,2,...,n il rango di X;, ovvero la posizione del dato

£




—
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con la somma dei ranghi minore, ¢ potrebbe valere addirittura 40 100, e di conseguen-
za potrebbero rendersi necessari fino a 200x 200x40 100 = 1.604 % 10? diversi valori
di P(N, M, K) per calcolare il p-dei-dati. Percid, per campioni di grosse dimensio-
ni, il calcolo esatto, basato suli’Equazione (12.4.3) non & percorribile. Si aprono
allora due possibilitd, che sono il metodo classico basato sull’ approssimazione della
distribuzione di T, e la simulazione ai calcolatore.

12.4.1 Approssimazione classica

Se V'ipotesi nulla & vera, e quindi F = G, gli n 4+ m valor osservati provengono
da una sola distribuzione, e quindi tutti i (n + m)! modi di assegnare i ranghi ai
dati Xy, X3,...,Xn, Y1, Y2,..., Yy, sono equiprobabili. Ne segue che la scelta degli
n ranghi per il primo campione & equivalente alla estrazione casuale di n valori da

un’urna che contenga i numeri 1, 2, . . . , n+m. Usando questo fatto si pud dimostrare
che
nn+m+1
. By [T = aptmtl) 3 )
nmin+m+1) (124.7)
Varg, [T} = ——F— -

E inoltre possibile dimostrare che quando n e m sono entrambi non troppo picco-
li (di solito si chiede che siano maggiori di 7), la distribuzione di T sotto Hy &
approssimativamente normale. Quindi quando H;, & soddisfatta, la statistica

T— n{nt+m+1) )
el A N(0,1) (12.4.8)
nm{n+m-+1 :
12 _
ha approssimativamente distribuzione normale standard, percit se si denota con
d il modulo della differenza tra il valore osservato per T' e Ia sua media data

dall’Equazione (12.4.7), allora il p-dei-dati di questo test & dato da
p-dei-dati = Py (|T — Eg, [T]| > d)

nm(n+m+1
mp(|2| > df —(Tz‘“_))

=2P (z > df4f %ﬁi—ﬂ) (1249)

dove Z & una variabile aleatoria A/ (0, 1).

Esempio 12.4.5. Riconsideriamo I’Esempio 12.4.1. Abbiamon = 5em = 6, el
valore della statistica del test & 21. Visto che

n{n+m+1) ~ 10

. nm{n+m+ 1
2 12 :

)=30
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si trova d = 9 e quindi
) N | g -,
p-dei-dati = 2F (Z > _\/ﬁ)
~ 2P(Z > 1.643)

~ 2(1 — 0.9498) = 0.1004

che puo essere confrontato con il valore esatto trovato nell’Esempio 12.4.1, che &

0.1225. O
Esempio 12.4.6. Nell’'Esempio 1244, n=%em = 13, cosicché
”(l*_z"l‘.i.ﬂ 1035 e ng}il_) —224.25

Siccome T = 72, risulta che d = |72 — 103.5| = 31.5, quindi il p-dei-dati approssi-

‘mato & dato da

31.5
dei-dati ~ 2P( 7 > —a2e | .
p-cel-cd ( \/224.25)

“~2P(Z > 2.104)
~ 2(1 — 0.9823) = 0.0354

~ che & piutosto vicino al valore esatto trovato nell’Esempio 12.4.4, ovvero 0.0364. U

I due esempi appena discussi confermano la regola empirica che con campioni di
ampiezze maggiori di 7 si trova una approssimazione che & gia piuttosto buona (ad un
costo computazionale trascurabile), mentre con campioni pill piccoli si pud sbagliare
anche di parecchio. '

12.4.2 Simulazione

Se indichiamo con £ il valore osservato per la statistica del test, allora il p-dei-dati &
dato da _ :
p-dei-dati = 2 min{ Py (T < ¢}, Py (T = 1)}

Questo valore pud essere approssimato simulando una serie di volte la somma din
elementi estratti casualmente dall’insieme {1,2,...,n+m}. La frazione delle prove
nelle quali la somma cosi ottenuta risulta minore o uguale a ¢ approssima Py (T <
t), e analogamente la frazione delle prove in cui la somma & maggiore o uguale a £
approssima Py (T = t).

Nel software abbinato al libro e disponibile online 2 incluso (nella parte relativa
al Capitolo 12) un programma che utilizza questa strategia per simulare il p-dei-dati
del test della somma dei ranghi. L'efficienza di questo programma & maggiore se
come primo campione viene scelto il meno numeroso.
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Esempio 12:4.7. Simulando con il programma suddetto il p-dei-dati degli Esem-
pi 124.1 e 12.4.4, si ‘ottengono le schermate delle Figure 12.4 e 12.3, che forniscono
valori piuttosto vicini a quelli esatti {che sono 0.1225 ¢ 0.0364). O

L’approccic della simulazione richiede molto pitt tempo di calcolo dell’approssi-
mazione classica. Esso tuttavia presenta il vantaggio di poter fornire risultati arbitra-
riamente accurati, semplicemente aumentando it numero delle iterazion.

m Simulation Approximation to the p-value in Bank Sum Test

Thiz program approximates the p-value for the two swlo rank s tast
by a simulation study.

Entes the size of sample 1: E:] r** B
Enter the size of rampls 2: l:l H

Enter the zum of the 1anks of
et the zum ]

Entes the desited mamber of  [10000 -
mm -

The p-value is 0.126

Figura 12.4

i w Sinulation Approximation ta the p-value in Bank Sum Test

Thmmwmhpﬂanlmﬂutnon-ﬂalﬂu—tw
by a smulation shady.

Enior the sizo of sample 1:  [§ | T—
Enter the size of sample 2- E i> 1

Entes the sum of the ranks of
o o sum o 2]

Enter the desited number of
i the desh | _5

The p-value is 0.0372

Figura 12.5
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12.5 Test delle successioni per la casuallta di un campione

Una delle alssunzmm che stanno alla base di tutta 1’ analisi statistica & che il campio-
ne di osservazioni sia formato da variabili aleatorie indipendenti, provenienti tutte
dalla stessa distribuzione. Pud perd anche succedere che i dati non siano generati in
maniera completarnente casuale, ma seguendo una tendenza, o delle configurazioni
cicliche particolari. In questa sezione presentiamo il test delle successioni (in inglese
runs test), che permette di verificare 1'1p0tesn H;, che il campione sia effettivamente
casuale.

Per iniziare, suppomamo che i dati osservati X, X3,..., Xy, siano semplice-
mente delle cifre 0 o 1. (Questo accade, ad esempio, ogni volta che 1'esito delie
prove viene catalogato in due categorie, come “successo™ e “fallimento™.) Si chiama
successione, ogni sequenza di cifre consecutive uguah presente nel campione. Se ad
esempio i dati fossero

1001110010111101000011
potremmo contare I’alternarsi di 11 successmm 6 Succcssmm di uno e 5 successioni
di zeri. 7

Suppomamo che il campione X;, X3, ..., X sia formato da n dati 1 ed m dati
0,conn+4+m = N, esia R il numero delle sue -successioni (“runs”). Se H, &
soddisfatta, I’ alternarsi di O e 1 pud essere, con uguale probabilith, una qualsiasi delle

(N } combinazioni; percid condizionando all’ipotesi nulla e al numero complessivo
di0el,la fnnmone massa di probabilith di I & data da

(numero delle combinazioni di n dau 1
e m dati (), che thostrano & successmm)

n+ m)
pon
Tale numero di combinazioni pud essere determinato esplicitamente, mostrando che
(m - 1) (’n - 1)
- k—1/\k-1
Py (R=2k)=2 _ (n T m) -
: oo (12.5.1)
G20+ (e )G
' k—1 k k k-1
PHG(R_2k+_1)_— ?.?_}_m .
n

n tes-t delle successioni prescrive di rifiutare 1'ipotesi nulla quando il valore os-
servato per R & troppo grande o troppo piccolo per potere essere stato ottenuto ca-
sualmente dalla distribuzione definita dall’Eqﬁazione (12.5.1). In particolare, se si

Pu(R=k)=




492 Test statistici non parametrici

X nell’ ordinamento appena ottenuto,
-",‘.:g--;_.l RO ‘ ’ G .I o -
R; := posizione del dato X; : (12.4.1)

La statistica utilizzata dal test & la somma dei ranghi delle osservazioni Xj,
n
T:= E R (124.2)
i=1 T

Esempio 12.4.1. Tn un csperiménfo ideato per confrontare due tipi di trattamenti
anti-corrosione si sono ottenuti i risultati seguenti: '

Trattamento1 | 65.2 67.1 69.4 78.2 74 80.3
Trattamento2 | 594 721 68 66.2 58.3

(I dati rappresentano le profondita massime - in millesimi di pollice — dei microsolchi
formatisi su campioni di filo di ferro trattati nei due modi.)
I valori riordinati sono:

585 59.4 662 [67.1] 68 [69.4] 72.1

quelli che sono stati incorniciati provengono dal primo campione; il comrispondente
valoredi T&3+5+7+9+ 10+ 11 =45, O

Supponiamo di volere verificare H, : F' = G con livello di significativitd a; se il
valore assunto dalla statistica del test & ¢, allora I’ ipotesi nulla va rifiutata se

o . ; a
PHO(TSt)<E 0 PHD(th)<E

ovvero se il valore riscontrato per ¢ & trolipo grande o troppo piccolo perché si possa
pensare che sia una deviazione casuale. - '
Siccome T" assume solo valori interd,

PT=2t)=1-P(T <¥)
=1-PT<t-1)
Quindi si pud anche dire che H,, va rifintata se

. o - a

Abbiamo quindi bisogno della funzione di ripartizione di T sotto Vipotesi che H,
sia soddisfatta. Sia allora P(IV, M, K) 1a probabilitd, condizionata ad Hy, dell’even-
to {T < K}, quando i campioni hanno numerosita N e M. Otterremo di seguito
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una formula ricorsiva computazionalmente valida, che ci consentira di ricavare e
probabilith necesiarie, al test:- e

Pu(T <#) =Pnmt) e Pg(T<t—1)=Pnmt-1)

La probability Py (T < t) pud essere calcolata condizionando ai due evgenti
complementari che 1’ osservazione con rango massime N + M appartenga al primo
o al secondo campione (stiamo usando qui la formula di fattorizzazione, Equazio-
ne (3.7.1), discussa a pagina 74). Siccome supponiamo vera H, tutte le N+ M

‘osservazioni possono éssere quella di rango massimo con pari probabilita, quindi le

probabilita di questi due eventi sono

Py, (2 una delle X; ad avere rango N + M )= NI

Py (2 una delle Y; ad avere rango N + M) = NI M

Se condizioniamo al primo caso, la somma dei ranghi del primo campione vale N +
M pid i ranghi degli altri N — 1 membri. Questa somma & minore 0 uguale a K se
la somma degli N ~ 1 ranghi diversi da N + M & minore di K — (N + M), ma
siccome i restanti N — 1 + M valori — ciog tutti tranne il maggiore — provengono
tutti dalla stessa distribuzione (stiamo supponendo vera Hy), ne segue che la somma
dei ranghi di N — 1 elementi & minore di K — N — M con probabilit_a _data da
P(N -1, M, K—N —M). Con un ragionamento analogo si prova.che condizionando
al secondo caso 1a somma dei ranghi del primo campione & minore o uguale a K con

_probabilits P(N, M — 1, K). Mettendo assieme i risultati otteniamo che

N

: M
- — - N-— P(NNM~-1,K
P(N,M,K)_N+MP(N LM K-N M)+N+M { )
: (12.4.3)
Ad iniziare dalle condizioni di bordo

0 K<0 0 K<0
: _ = = (12.4.4)

P(lt,o,K)—{1 koo FOLK) {1 K >0

~ IEquazione (12.4.3) pud essere applicata ricorsivamente fino ad ottenere P(n, m,t—

1) e P(n,m,1).

Esempio 12.4.2. Supponendo di volere calcolare P(2,1,3), possiamo applicare
I'Equazione (12.4.3) come segue:

| i
P(2,1,3) = %P(l, 1,0) + 3P(2,0,3)

1 1
P(1,1,0) = 7 P(0,1,-2) + 3 P(1,0,0) = 0
P(2,0,3)=P(1,0,1) 40 =1
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'wm The p-value in the Twio-sample Ban

This program computes the p-value for the two samplo rank sum fest.

Enter the size of sample 1- D
Enter the size of sample 2: E

Enter the sum of the ranks of

the first sample: D

The p-valee iz 0.03642

Figura 12.3

Quindi P(2,1,3) = 3, come ci si aspettava; infatti i dati sono X, ,X2,Y1, e affinché
la somma dei ranghi di X e X; non superi 3, occorre che il maggiore sia Yj, e questo
evento, quando H), & vera, ha probabilita % O

Siccome il test della somma dei ranghi rifiuta I'ipotesi nulla quando

2P(n,mt)<a o a> 2(1 - P{n,m,t—1))

ne seguel che, se ¢ & il valore della statistica calcolato sui dati, -
p-dei-dati = 2min{P(n,m,t), 1 - P(n,m,t — 1} (12.4.5)

Il Programma 12.4 usa la ricorsione descritta in questa sezione per calcolare il
p-dei-dati per il test della somma dei ranghi. I dati che occorre immettere sono le
ampiezze dei due campioni e la somma dei ranghi del primo campione. Sebbene si-
possa scegliere come primo campione uno qualsiasi dei due, il programma termina
pil rapidamente se si sceglie quello a cui corrisponde la somma dei ranghi minore.

Esempio 12.4.3. Nell'Esempio 12.4.1 le ampiezze dei due campioni sono 5 e 6, e
la somma dei ranghi del campione di 5 osservazioni & 21. Eseguendo il Programma
12.4 troviamo quindi:

p-dei-dati ~= 0.1255 O

Esempio 12.4.4. Si sta verificando se i risultati ottenuti con dye diversi metodi di
produzione siano analoghi. Vengono fabbricati 9 Pezzi con un metodo, e 13 con
Ialtro. Una volta misurata la caratteristica rilevante dei 22 pezzi, risulta che la somma
dei ranghi del campione di 9 elementi vale 72. Che conclusioni si possono trarre?
Eseguiamo il Programma 12.4 ottenendo la schermata in Figura 12.3. L'ipotesi
che le distribuzioni siano identiche va quindi rifiutata al 5% di significativita. O
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Resta il probiema di calcolare ia statistica.7'. Un metodo piuttosto efficiente con-
siste nell’ordinare i dati con uno degli algonum standard dell’informatica (come il
quicksort), e poi determinare la somma dei ranghi direttamente. Un (_iivers_.o approc-
cio, facile da implementare anche se risulta efficiente solo per valor piccoli dinem,
sfrutta 1a seguente identita. .

Proposizione 12.4.1. Peri = 1,2,...,nejh= 1,2,...,msia

|
l
|

Allora i J

=240 Sy, (124.6)

=1 j=

Dimostrazione. Notiamo intanto che Sy W,;r & il numero degli indj.ci j per cui
"Y; < Xi. Secondariamente, il rango di X; & pari a uno pid il numero di dati che gli

sono minort, quindi: ) _ -
rangodi X; = #{j: ¥; < Xi} o+ #{k : Xx < Xi} + 1

=3 Wi+ #k: X < X0}

F=1

Per cui

T:= i(rango di X;) = Z z Wi + Z#{k X < X}

Per concludere basta dimostrare che

Zn:#{k X <Xi}=) i w
=1 : il

€ questo & vero, perché ognuno degli insiemi {k : X < X;}, per z =1, ?, ...,f, ha
un numero di elementi diverso e compreso tra 1 e n, quindi questi valori SORO sem-
plicemente una permutazione degli interi 1,2,...,n, e 1a loro somma non dipende -

 dal¥ordine. O

It metodo ricorsivo per il calcolo del p-dei-dati che usa I'Equazione (12.4.3)l pre-
senta il problema che il tempo di calcolo aumenta molto velocemente con lfz .amplez.z?
dei campioni. Ad esempio, se n = m = 200, siccome Ja somma di tutt! 1 ranghi &
142+ +400 = #0541 = 80200, anche scegliendo come primo campione quello

|
|
J

S
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Thsproga-m-pdezﬂneﬂmfulhumlmdlhehypﬂhuls
thatadatasnldnnneéal‘id-zelmwlandm. -

Ertes the numbes of 1'x:
Enter the number of IVs:

The p-value is 0.01845

Figura 12.6

osservano r successioni, il p-dei-dati del test & dato da
p-dei-dati = 2min{Pg (R > r), PHO(R <n} (12.5.2)
Il Programma 12.5 usa 1'Equazione (12.5.1) per calcolare il p-dei-dati.

Esempio 12.5.1. Quelli che seguono sono i risultati delle ultime 30 pariite giocate
da una squadra di baseball: ogni v indica una vittoria e ogni S una sconfitta.

vvvSvvSvvSvSvvSvvvvSvSvvvSvSvS

Si pud accettare con questi dati che il campione sia completamente casuale?

1l campione & composto da 20 v ¢ 10 3, e contiene 20 successioni. Eseguiamo
il Propramma 12.5, ottenendo la schermata in Figura 12.6. L'ipotesi nulla che il
campione sia casnale viene rifiutata al 5% e al 2%, ma non all’1% di significativi-
td. (La stranezza di questi dati & che la squadra in guestione ha vinto dopo ogni
sconfitta, cosa che & piuttosto rara se tutti gli esiti con 20 vittorie e 10 sconfitte sono
equiprobabili.) ) O

La stessa strategia permette di verificare la casvalitd di un campione anche se i
dati non sono composti da sole cifre 0 e 1. Per verificare se i dati Xy, X3,..., Xy
siano veramente casuali, denotiamo con ¢ 1a mediana campionaria (si veda la Defi-
nizione 2.3.2 a pagina 23), con n il numero di dati minori o uguali a c, e con m il
numero di quelli maggiori di c. (Si noti che se N & pari e tutti i dati sono distinti
n = m = N/2.) Definiamo poi, per j = 1,2,..., N le funzioni indicatrici

. 1 seX;<c
77710  altrimenti
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Se I'ipotesi nulla & vera, il numero di successioni riscontrabili nella sequenza

Ii, I,..., Iy ha funzione di massa data dall’Equazione (12.5.1). In particolare &
~ possibile veriﬁcar'fg_Hﬁ applicando il test precedente al campione Iy, I, ..., In.

Esempto 12.5.2. 1 tempi di vita di 19 batterie prodotte in successione sono stati i
seguenti: :

142 152 148 155 176 134 184 132 145 162
165 185 174 198 179 194 201 169 182

La mediana campjonaria & il decimo valore dal pid piccolo, ovvero 169. Usando 169
come soglia, e associando 1 ai valori inferiori o uguali, e 0 a quelli superior, si trova,

111101011110000001¢6

Le successioni sono 3. Per stabilire se questo valore sia statisticamente significativo
eseguiamo il Programma 12.5 con n = 10 e m = 9, ottenendo il risultato

p-dei-dati = 0.357
L'ipotesi di casualitd viene in questo caso accettata. Cl

- E possibile dimostrare che, quando 1 ¢ m sono grandi ¢ H, & valida, R ha
distribuzione approssimativamente normale, con media e deviazione standard date

da
2nm 2nm(2nm — n —m)
= 1 = 1253

# n+m+ © 9 \/(n+m)2(n+m—l) ( )

Percid quando n € m sono numeri elevati, denotando con Z una variabile aleatoria
con distribuzione A (0, 1),

PHD(RST)=P(Rmu ST—P)

¢ analogamente

1o pfTE

Da queste espressioni si ricava immediatamente una approssimazione del p-dei-dati

di questo test-quando i dati sono grandi, ovvero

p-dei-dati ~ 2min{<p (’" ; "), 1-@ (’" ; ”) } (12.5.4)

dove i e o sono dati dall’Equazione (12.5.3) e 7 & il numero di successioni osservate.
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Esempio 12.5.3. Supponiamo che in una sequenza di 60 dati 1 e 60 dati 0 vi siano
75 successioni. Calcoliamo prima media e deviazione standard di B

3540
B = 61 e ag = '—l-i'g'— = 5.454

Siccome (r — u1)/0 =~ 2.567, il p-dei-dati approssimato & dato da

p-dei-dati ~ 2min{®(2.567), 1 — $(2.567)}
2 x (1—0.9949) = 0.0102

D'altra parte, nsando il Programma 12.5 possiamo trovare il valore esatto che & 0.130.

Cambiando dati, se il numero di successioni fosse stato 70 anziché 75, avremmo
trovato un p-dei-dati approssimato di 2(1 — #(1.650}) ~ 0.0990, mentre il valore
esatto & 0.1189. ' 0O

Problemi

1. Una nuova medicina contro I'ipertensione viene sperilhentata su 18 pazienti. Dopo 40
giorni di trattamento si osservano queste variazioni nella pressione diastolica:

-5 -1 42 48 -25 +1 +5 -12 =16
-9 —8 <18 -5 —22 44 -21 -15 -1

(a) Usa il test dei segni per stabilire se la medicina abbia avuto qualche effetto.
(b) Quanto vale il p-dei-dati?

2. Uno stdic di ingegneria vuole stabilire il sistema informatico adatto alie sue esigenze.
Quando la scelta si & ristretta a due produttori, 1'azienda sottopone loro 8 problemi di
calcolo e misura i tempi necessari per risolverli con le architetiure e i software da loro
proposti. I tempi ottenuti sono: '

Problema | I 2 3 4 5 6 7 8
Sisterna A 15 32 17 26 42 29 12 38
Sistema B 22 29 1 23 46 25 19 47

Determina il p-dei-dati del test dei segni sull’ipotesi nulla che non vi siano differenze
nelle distribuzioni dei tempi necessari ai due calcolatori per risolvere i problemi.

3. 11 valere ufficiale per la mediana della pressione sistolica negli uomini di mezza eth & di
128. Volendo controllare se questo dato sia ancora valido, si misura la pressione di un
campione di 100 individui di questa popolazione. Verifica I'ipotesi che la mediana sia
128 sapendo che i soggetti che hanno mostrato una pressione superiore a questo valore
sono stati: (a} 60; (b} 70; () 80. In ciascuno di questi casi, determina il p-dei-dati.
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4. Per verificare I'ipotesi che la mediana del pesp della popolazione fernminile di sedici
anni di Los Angeles sia di almeno 110 libbre, s: seleziona un campione di 200 di queste
giovani, e si osserva che 120 di loro pesano meno di 110 libbre.

(#) Cosa si conclude al 5% di significativita?
(b) Quanto vale il p-dei-dati?

5. Nel 1987 la mediana nazionale del reddito dei medici degli Stati Uniti era di 124 400
dollari. Un campione casuale dei redditi del 1990, mostra, in migliaia di dollari, i valori:

125.5 -1303 133.0 102.6;-‘]98.0 2325 106.8
1145 1220 100.0 118.8 -108.6 3127 1255

Usa questi dati per verificare L'ipotesi che la mediana dei redditi dei medici ncl 1990 non
sia cresciuta rispetto al 1987. Quanto vale il p-dei-dati?

6. Viene condotto un esperimento per studiare ]’inﬂuenz.a che un nuovo additivo per benzina
(un detergente) ha sui consumi. I dati che seguono rappresentano le miglia percorse con
un gallone di benzina per 8 diverse automobili, con e senza 1’additivo.

Auto | 1 2 3 4 5 6 1 8
Senzaadditivo | 242 304 327 198 250 249 222 215
Con additivo 235 296 323 176 253 254 206 207

Determinz il p-dei-dati dell’ipotesi che i consumi non siano influenzati dall’additivo
usando (a) il test dei segni; (b) il test dei segni per ranghi.

7. Ricalcola il p-dei-dat dei Problemi 1 & 2 usando il test dei segni per ranghi.

8. In una clinica si somministra un farmaco a 12 pazmnn che hanno un elevato livello di

albumina, La concentrazione della sostanza prlma e dopo il trattamento (in grammi-per
100 millilitri) & quella seguente.

Pagiente | 1 2 3 4 5 677 8 9 10 1n 12
Prima |5.02 508 475 525 480 577 485 509 605 477 485 524
Dopo  |4.66 S5.15 430 507 538 5.10 480 491 522 450 485 4.56

Si pud concluders che 'effetto del farmaco sia apprezzabile al 5% di s1gmﬁcauv1t5'? Usa
(a) i1 test dei segni; (b) il test dei segm per rang]n

9. Uningegnere & convinto che la vernice usata su vn particolare tipo di aerop]am influisca
sulla velocith di crocera. Per accertare questo fatto si fanno volare 10 esemplari appe-
na usciti dalla linea di prodvzione e prima di verniciarli; successivamente si stende la
vernice e si ripete I"esperimento, ottenendo (in nodi) i dati qui sotto:

Velivoo | 1 2 3 4 s 6 7 8 9 10
Senza vemice [426.1 418.4 4244 4385 44064218 4122 4098 427.5 4412
Vemiciato 4167 403.2 4201 4310 43264042 3983 4054 4228 4448
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Si pud affermare che questi dati supportino I'idea dell’ingegnere?
10. Presentiamo si scguito 10 coppie di deferthinazioni spettrochimiche per il nichel. Le due
serie di dati sono ottenute con due strumenti diversi.
Campione | 1 2 3 4 5 6 7 3 g 10
Strumento 1 | 1.94 199 198 207 203 19 195 196 152 2.00
Strumento? | 200 209 195 203 208 198 203 203 201 212

Verifica al 5% di significativita 1ipotesi che i due strumenti di misurazione siano
equivalenti.

11. Sia X1, X5, ..., X, un campione estratto da una distribuzione continuz F' e denotiamo
con m la sua mediana; supponiamo di volere verificare l'ipotesi Hy : m = my in alter-
nativa ail’ipotesi a una coda K, : m > me. Sviluppa I'anglogo a una coda de} test dei
segni per ranghi. Spiega come calcolare il p-dei-dati.

12. In uno studio sul bilinguismo furono selezionati 12 studenti universitari, ciascuno dei
quali mostrava un perfetto bilinguismo inglese-francese; dopo averli divisi a caso in due
gruppi da 6, venne dato a tutti un atticolo in francese e un questionario con 25 domande
a risposta muoltipla. Per un gruppo le domande erano in francese, mentre per I'altro i
inglese; il numero di risposte corrette date dagli studenti & riportato di seguito.

Esameinfrancese | 11 12 16 22 25 25
Esame ininglese | 10 13 17. 19 21 24

Questi dati, provano al 5% di significativith che esiste una difficolta nel trasferire le
informazioni da una lingua all’altra?

13. Per uno studio sulla sicurezza stradale vengono selezionate 15 cittd di dimensioni molto
simili. Un campione casuale di 8 di esse viene scelto per una campagna giornalistica di
informazione suila sicurezza stradale della durata di un mese. Alla fine di tale periodo,
per un altro mese, si registra il sumero di incidenti stradali in ciascuna delle 15 citta. 1
dati osservati sono questi: :

Gruppoditrattamento | 19 31 39 45 47 66 74 8t
Gruppe di controllo 728 36 4 49 52 52 60

Calcola il p-dei-dati esatio nel verificare I’ipotesi ché gli articoli non abbiano sortito
alcun effetto apprezzabile.

14. Determina nuovamente il p-dei-dati del Problema 13: (a) usando l’appméshnazione
normale; (b) con una simulazione. :

15. Usa i dati del Problema 44 del Capitolo 7 per verificare con un test non parametrico
I’ipotesi che le distribuzioni dei tempi di combustione siano uguali.
(a) Determina il p-dei-dati esatto.
(b) Calcola il p-dei-dati con I’approssimazione normale.
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(¢) Realizza una simulazione per stimare it valore del p-dei-dati.
16. Risolvi con ticniche non parametriche il Problemﬁ 31 del Capitole 8.

17. In uno studio sugli schemi di diffusione dei castori, nell’arco di 10 anni, nel Parco Na-
zionale di Allegany (New York), sono stati catturati e marcati 332 di questi roditori, 32
dei quali (9 femmine e 23 maschi) sono poi stati ritrovati stanziati in altre zone. I dati se-
guenti riportano le distanze (in chilometsi) tra il primo sito di cattura e quello successivo

di stanziamento:
Femmine Maschi
0.660 0984 0984 1992 0288 0312 0.456 0.528
4,368 6960 10.656 21.600 0.576 0720 0792 0934
31.680 1224 1584 2304 2328

2496 2.688 3.096 3.408
4296 4884 5928 6.192
6384 13.224 27.600

Questi dati provano che vi sia una correlazione tra le distanze di dispersione e il sesso?

18. 1 confronto di m campioni. Siano dati m campioni indipendenti, di ampiezze ti-
spettivamente 1y, 7y, . . . , iy, estratii da delle distribuzioni continue Fy, Fy, . . ., Fin; si
desidera verificare I'ipotesi nulla Hy : Fi = F; = --- = Fpn. Per realizzare un test, si
raggruppano futti i dati, si assegnano i ranghi, quindi, per i = 1,2,...,m s5i denota con
R; la somma dei ranghi associati agli n; elementi che provengono dal campione i-esimo.

(a) Dimostra che, quando H, & soddisfatta, E[R;] = ni(N + 1)/2, dove si & posto
N = z'- n;.

(b) Trova una statistica adatta a guesto test, usando il misultato del punto (a), e
ispirandoti a quella che si usa per il test della somma dei ranghi.

(¢) Chiarisci come si possa impiegare un algoritmo che genera una permutazione
casuale dei numeri 1,2,..., N, per realizzare nna simulazione che determini il
p-dei-dati relativo alla statistica individuata nel punto {(b).

19. Si controllano 50 pezzi usciti consecutivamente da una linea di produzione; quelli che
risultano difettosi seno 11, e occupano le posizioni

8 12 13 14 31 32 37 38 40 41 42
.8i pud concludere che questa successione di pezzi non sia completamente casuale?
20. Ilivelli qualitativi misurati per 25 articoli sono:

100 110 122 132 99 96 88 75 45 211 154 143 161
142 99 111 105 133 142 150 153 121 126 117 155

Si pud pensare che questi dati siano un campione estratto in maniera casuale da una
qualche popolazione?
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21. E possibile modificare il test delle successioni usando come livello di soghia (per asse-
gnare una cifra 0 o 1 a ogni dato), non la mediana campionaria ma un qualungue valore
prefissato? : :

22. La tabella seguente, presa da un articolo® del 1987, riporta i livello (alto o basso) di
intensith del fenomeno atmosferico “El Nino”, nei principali anni in cui si & presentato,
dal 1800 2l 1987. Usala per vagliare Iipotesi che le intensita delle manifestazioni del
fenomeno si succedano in maniera casuale,

Anno e intensitd (O=moderata, l=forte) per le maggiori manifestazioni di E} Nino, 1800-1987
Anno  Intensith Anno Intensith Anno Intensith Anno  Intensith

1803 1 1854 0 1896 0 1939 0
1806 0 1857 . 0 1899 1 1940 1
1812 0 1860 0 1502 0 1943 0
1814 1 1864 1 1905 0 1951 0
1817 0 1866 0 1907 0 1953 0
1819 0 1867 0 1911 1 1957 1
1821 0 1871 1 1914 0 1965 0
1824 0 1874 0 1917 1 1972 1
1828 1 1877 1 1918 0 1976 0.
1832 0 1880 0 1923 0 1982 1
1837 0 1884 1 1925 1 1984 0
1844 1 1887 0 1930 0

1850 0 1891 1 1932 1

* W. H. Quinn, T. V. Neal, Antunez de Mayolo, “El Nino occurrences over the past four-and-a-ha]f
centuries”, Journal of Geophysical Research, vol. 92 (C13), pp. 14449-14 461, 1987,
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13.1 Introduzione
E cosa ben nota che praticamente tutti i processi produttivi introducono una certa va-
riabilith casuale negli oggetti fabbricati: indipendentemente da quanto severamente
vengono tenuti sotto controllo i vari stadi, & 'impossibile otienere pezzi esattamente
uguali al modello, o anche solo identici tra di loro, Questo fenomeno & detto variazio-
ne casuale e viene considerato inscindibile dal'processo. Vi & tuttavia un altro tipo di
variazione che pud verificarsi: quella dovuta a qualche causa speciale, 0 assegnabile,
che spesso si traduce in effetti negativi sulla qualita del prodotto. Una configurazio-
ne imprecisa delle macchine, una bassa qualitk delle materie prime, una limitazione
del software, 0 un errore umano, sono tutte possibili cause assegnabili che si concre-
tizzano in variazioni di questo tipo. Quando non sono present cause speciali, € le
uniche variazioni tra i pezzj prodotti e il modello sono dovute al caso, diciamo che i
Processo & in controllo statistico. T problema chiave a.cui cercheremo di rispondere
in questo capitolo & determinare se e quando un processo sia Juori controllo,
Operativamente questo tipo di verifica vierié eseguita tramite le carte di controllo
(control charts), 1e quali consistono di due nurheri, che sono detti limiti di controllo
inferiore e superiore. I'dati generati dal processo produttivo vengono divisi in sot-
togruppi, dei quali si calcolano alcune statistiche rilevanti, come possono essere la
media e la deviazione standard campionarie; poi si traccia un punto sulla carta per
Ogni Soltogruppo, e se tale valore non cade entro i limiti stabiliti, il processo viene
dichiarato fuori controllo. A '
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Nelle prossime due sezioni ci concentriamo sulle caraiteristiche misurabili (nu-
meriche) degli oggetti prodotti. Assumiamo che quando il processo & in controllo
statistico una di tali caratteristiche abbia media e varianza fissate, e quindi mostriamo
come costruire carte di controllo basate suile medie campionarie (Sezione 13.2), e
sulle deviazioni standard campionarie (Sezione 13.3). Nella Sezione 13.4 affrontia-
mo i casi in cui la qualith di ogni pezzo & descritta da un aftributo che pud essere
presente o assente, invece che da un numero (“non accettabile” & un esempio di at-
tributo di notevole interesse); anche in tali ipotesi sviluppiamo carte di conirollo per
determinare delle variazioni nella qualita del processo. Nella Sezione 13.5, costruia-
mo la carta di controllo per le situazioni iii cui ogni oggetto prodotto ha un numero

casuale di difetti, Infine, nella Sezione 13.6, discutiamo degli esempi di carte di -

controllo piil sofisticate, che non trattano ogni softogruppo come una osservazione
isolata, ma lo integrano con informazioni provenienti dagli aliri sottogruppi. Le ti-
pologie di carte introdotte sono 1a media mobile (con 0 senza pesi esponenmall) ele
somume comulate.

13.2 La carta di controllo X per il valore medio

Consideriamo la produzione di oggetti che abbiano caratteristiche qualitative misu-
rabili, e supponiamo di sapere che quando il processo & in controllo statistico, i va-
lori di tali caratteristiche sono variabili aleatorie normali di media 4 e varianza o?.

Siccome ammettiamo la possibiltd che il processo vada fuori controllo e gli oggetti
prodotti seguano una diversa distribuzione, ci propeniamo di cercare un metodo che
permetia di riconoscere tali situazioni, consentendoci quando opportuno di fermare
la produzione, cercare il problema e risolverlo,

Siano Xy, Xa,... 1 valori relativi alle caratteristiche degli oggetti che escono dal
processo produttivo. La prima cosa da fare & dividere i dati in sottogruppi di ampiezza
n fissata. Il valore di n e la composizione dei sottogruppi devono essere scelti in modo
da assicurare I'omogeneita dei dati di ciascun sottogruppo!; ad esempic potrebbero
essere stati otténuti nello stesso giorno, durante lo stesso tarno, o usando le stesse
impostazioni, in modo tale che si possa supporre che le alterazioni nella distribuzione
in esame possano avvenire tra un sottogruppo di dati e I’altro ma non all’interno di
essi.

! La cura necessaria nel formare questi campioni rispettando tali condizioni fa si che, in italiano,
vengano normalmente chiamati “sottogruppi razionali”, [N.d.T]
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Per i = 1,2,3,..., denotiamo con X; la media campionaria del sottogruppo
i~esimo. Quindi ad ésempio:
Xi+X4+-+ X

X =
' n
X, = Xoy+Xppo+ + Xo,
: — |
- (13.2.1)
X = Xin—n+| + Xl'ﬂ-—n+2 + -+ Xin
=

n

Supponiame ora che il processo sia sotto controllo durante la produzione di questi
sottogruppi. Cid significa che ciascuna delle X; ha distribuzione N (u, 02), quindi

2

EX]=p e var(X) = = (13.22)
OVVero, ‘ _
X~
~N (0,1
o N O

Sia Z una variabile aleatoria normale standard; sappiamo gia che Z & quasi sempre

compresa tra —3 e +3 (in effetti, P( 3 < Z < 3) ~ 0.9973), quindi ci aspettiamo
di osservare che

3' X;—
o oI <
0 equivalentemente

30 : 30

B % <Xi<p+ ﬁ

I valori 3
o 30
UCL = — ICLi=u— — 2.
n+ /n e 1.C W Jn (13.2.3)

sono detti rispettivamente limite di controllo superiore e limite di controllo inferiore®.

La carta di controllo X ha lo scopo di determinare una alterazione nel valore
medio della distribuzione; essa si ottiene tracciando le diverse medie campionarie X;
¢ dichiarando il processo fuori controllo non appena uno di questi valori non cade tra
I.CL e UCL (st veda la Figura 13.1).

Esempio 13.2.1. Un’azienda produce aste in acciaio con diametro distribuito con
media di 3 mm e deviazione standard di 0.1 mm. Campioni successivi di 4 aste
ciascuno hanno fornito le seguenti medie campionarie:

2 Queste sigle derivano ovviamente dalle espressioni inglesi, upper e lower control limit, [N.d.T)]
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X -
Fuori controllo 1
pt 2 = CL — -
* . .
+ x
R x
- x
x
}— x
4
L x
N x : x
iy - LCL ([; )
l | | 1 I - 1 ]
0 2 4 6 8 10 12 14
Sottogruppo

Figura13.1  Carta di controllo per X, n & la numerosita dei sottogruppi.

Campione | 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10
X | 301 297 312 299 303 302 310 3.14 309 320
Che conclusione si deve tramre?
Nello stato di controllo, i diametri hanno media 4 = 3 e deviazione standard
o = 0.1; i campioni hanno numerosita n = 4, quindi i limiti di controlle sono
3x0.1=2‘85’ UCL=3+3X0'1
Va - VA

Siccome il decimo campione ha media 3.20 e cade oltre il limite di controllo

ICL =13— =3.15

superiore, vi & ragione di sospettare che il diametro medio delle aste sia cambiato. (A

giuglicare dai risultati dei campioni dal 5 al 10, M potrebbe avere superato i3 mm.) O

Osservazione 13.2.1. Anche se abbiamo supposto nei paragrafi precedenti che la
distribuzione delle singole osservazioni X; fosse normale, i ragionamenti fatti sono
approssimativamente corretti anche quando questa ipotesi non sussiste; infatti in virti

del teorema del limite centrate le X; sono comunque approssimativamente normali,

e quindi non & probabile che si discostino dalla loro media per pid di 3 deviazioni
standard.

Osservazione 13.2.2. E frequente che non si disponga dei valori misurati di tutti i
pezzi prodotti, ma solo di campioni casuali ristretti. In questo caso & naturale sce-
gliere, come sottogruppi, oggetti prodotti in momenti vicini. Questa scelta va fatta
comunque tenendo conto che n deve valere tipicamente almeno 4, 5 o 6.
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P

E opportuno notare che anche quando il processo & sotto controllo vi & una piccola
probabilith (per la precisione; 0.0027), che 14:media campionaria di un sottogrhppo
cada esteriamente ai limiti dj controllo, costringendoci a fermare il processo e a
cercare un difetto inesistente. & :

Supponiamo ora che il processo sia appena andato fuori controllo perché la media
& passata 11 a '+ g, con g > 0. Quanto tempo-<i pud volere perché la carta rilevi che
il processo & fuori controllo (sempre che non vi siano alire variazioni nella media)?
Sappiamo che la media di un sottogruppo cade entro i limiti di controllo se

X_ﬂ'<3'
o/yn

-3 <

0 equivalentemente, se

3o Xop ek, a/m
a o/vn a o

. X _
_ayn < poa . a/n
o oj/v/n o
Siccome X & normale con media 4+ a e varianza o?/n, sihache /n(X — p—a) /o

ha distribuzione A/ (0, 1), e quindi la probabilita che I’ osservazione cada entro i limiti
di controllo si riscrive come i

ovvero

G R R T
- ~o(3-27) _a(-207)
“2{s-22)

dove abbiamo inclicatq con Z una variabile aléatoria normale standard. Di conse-
guenza la probabilita che la media di un sottogruppo cada fuori dai limiti di controllo
& approssimativamente. | — ®(3 - a/n/o). Se I'ampiezza dei sottogruppi fosse
ad esempio n = 4 e I'aumento della media fosse stato di 1 deviazione standard
(intendendo con questo che ¢ = ‘@), questa probabilita sarebbe percio prossima a
1~ @(1) =~ 0.159. Poiché in ciascun sottogruppo — indipeudentemente dagli altyj —
si rileva lo stato di fuori controllo con probabilita 1 — ®(3 —a+/n/o), si ha che il nu-
mero di sottogruppi da controllare prima che questo accada & una variabile aleatoria

geometrica con media .
-:‘;.' »
ai/n
A= [1 ~d (3 ~ T‘a/—_)] (13.2.9)
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Nell’esempio proposto con n = 4 e @ = ¢, il numero di sottogruppi da ispezionare
prima di notare che il processo & fuori controllo ha distribuzione geometrica di media
6.3.

13.2.1 1l caso in cui 1 ¢ o siano incognite

Se all’inizio deila compilazione di una carta di controllo non si dispone di dati storici
affidabili, c’2 il problema di stimare u e o, visto che queste due quantitd non sono
in tal caso note. Si riserva quindi inizialmente un certo numero k di sottogruppi per
eseguire questa stima; k va scelto piuttosto grande se si desidera ottenere risultati
precisi: di solito si chiede che k > 20 e nk > 100. Lo stimatore naturale di p &
media aritmetica delle medie campionarie dei sottogruppi:

= X +Xo+---+X
K= 1+ 2-’: X

Per stimare ¢ usiamo le deviazioni standard campmnane dei sottogruppi: poniamo
infatti

n

Sy = \ —1'1'2(){:‘ — X\ )2

n e
i=]

1 < -
S = | S (K - Xa)?
? '\n—l‘;( i = X2) (13.2.6)
Sk :=\ n— 1 Z(an—n+: ‘“Xk)z
e denotiamo con S la media aritmetica di questi valori.
gt St 5% 13.2.7)

k

La statistica S non & uno stimatore corretto di . Infatti & immediato che '

E@] = E[Sy] + E[Sz]k-l- -+ EfSi) (8]

tuttavia E[S)] # o. Di seguito calcoliamo il valore esatto di F2[S] per mostrare che &
diverso da o e per trovare il coefficiente moltiplicative che permetterﬁ di trasformare
S in uno stimatore corretto di o.

(13.2.5)
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Ricordiamo intanto che per i campioni normali vale il risultato
PN SR -N 0. P ) s

Non & inoltre difficile provare (si veda il Problema 3) che se ¥ ~ xﬁ_l, :
P(3)v2
r(%h)

dove Ia funzione T'( - } & la gamma di Eulero, definita a pagi'na 185. Siccome d’altra
parte .

E[VY]= (13.2.9)

ENY] =—-E[

a

- 1)%] = va—125%

. otteniamo che

E[S) = E[$)]

N E{ﬁ} \/na— i
__aT(3)V2
L% )vn—1

Percid se si pone
r(§)v2

) = MEt)ve=1

(13.2.10)

si ottiene che :
E[S1] = oc(n) (13.2.11)
¢ §/c(n) risulta uno stimatore corretto di o.
La Tabella 13.1 presenta i valori di c(r) per n che vada 2 a 10.

Osservazione 13.2.3. Come si calcolano i valori I'(%) e I'(25!) necessar a deter-
minare i coefficienti c(n)‘? Per compilare la Tabe]la 13.1 & stata usata la formula
ricorsiva

I'(a) = (a — 1){a — 1)

“che 2 stata provata nella Sezione 5.7. Essa permette di stabilire il valore della funzio-

ne gamma sugli interi:
PR} =(n—-1)l(n—1)
=(n—1}{(n ~2)I'(n - 2)
= {n-1I(1)
=(n-1)! perché T'(1) = [ e~tdt = 1



514 Controllo della qualita

Tabella 13.1  Valori del cocfficiente ¢{n), definito dall’Equazione (13.2.10)

n c{n)

0.797885
0.886227
0.921318
0.939986
0.951533
0.959369
0.965031
0.969311

0.972659

[N~ RN R o N N N PUN ]

o

e sugli interi pid 1:

(- (no3)..
“\"T2/\"72
dove I'(3) = /7. (Si veda a pagina 203 il Problema 45 del Capitolo 5.)
2

Le stime precedenti per 4 ¢ o fanno uso dei valori di k sottogruppi, e quindi
sono sensate solo se il processo & rimasto stabile durante la produzione di questi
oggetti. Per esercitare un controllo su questa assunzione molto importante, si poSsOno
calcolare i valori di UCL ed LCL basati sulle stime, ovvero:

LoL =X - 38 e UCL=X+—5 . (13.2.12)

' c(n)yn e(n)y/n o

e poi verificare che le medie campionarie di tutti i & sottogruppi usati cadano tra il
limite inferiore e quello superiore. Se cosi non &, occorre scartare i valori anomali
(immaginando che il processo sia stato fuori controllo momentaneamente), e ricalco-
lare le stime ¢ i limiti, verificando poi nuovamente che tatti i sottogruppi questa volta
cadano entro tali valori, iterando ancora il procedimento se necessario, Chiaramente,
se le medie che escono dai limiti di controllo fossero troppe, si dovrebbe concludere
che il processo & fuori controllo. .

Esempio 13.2.2. Riconsideriamo I’Esempio 13.2.1, questa volta immaginando che
#+ € o non siano note. Forniamo anche i valori delle deviazioni standard campionarie:

Campione | 1 2 3 4 5 6 7 § 9 10
X 301 297 312 299 303 302 310 314 300 320
'8 012 014 008 GI1 009 008 015 016 013 0.6
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Visto che X = 3.067, 5 = 0.122 & ¢(4) ~ 0.9213, i limiti i controllo risultano

3 x 0.122

I x 0122
UCL = 3.067 + m == 3.266

Tutti i valori X; cadono entro questi limiti, qmnch facciamo 1'assunzione che il
processo sia in controllo statistico, con u & 3.067 € o = §/c(4) ~0.1324.

Ipotizziamo che siano accettabili solo i pezzi a cui corrispondono valori che rien-
trano nelle specifiche 3 + 0.1; assumendo che il processo non vada fuori controllo,
e che le stime date siano accurate, che percentuale degli oggetti prodotti soddisfa le
richieste?

Sfruttando il fatto che X ~ A/ (u, ), e che p = 3.067 e o = 0.1324, troviamo:

293067 _ X —3067 _3.1 —3.067)
01324 = 01324 - 0.1324

~ $(0.2492) — ®(~1.2613)

~20.5984 — (1 — 0.8964) = 0.4948

PRI<X <3l)w P(

Per cui il 49% degli oggetti prodotti sdddisferi le specifiche. O

Osservazione 13.2.4, In passato, per ridurre Ia quantiti di calcoli necessari, & stato
molto usato uno stimatore di o che si basava.sul range dei sottogruppi (definito come
la differenza tra I’ osservazione maggiore e la minore). Comunque con la potenza di
calcolo dei giorni nostri non ha alcun senso prediligere tale stimatore solo perché &
pid semplice da calcolare; lo stimatore basato sulle deviazioni standard campionarie
ha una varianza minore ed 2 pid robusto (nel senso che fornisce upa stima ragione-
volmente cometta anche quando si perde 1'ipotesi di normalit). Per questo motivo
Ialtro stimatore non viene affrontato in questo testo.

13.3 La carta di controllo .S'

- Le carte di control]o X, presentate nella sezione precedente, sono concepite con lo

scopo di rilevare cambiamenti nella media della popolazione. Nel caso che si sia
interessati anche a possibili altera.zmm nella vananza si devono usare anche le carte
di controllo S, '

Come in precedenza, supponiamo che qualido il processo & sotto controllo, le ca-
ratteristiche misurabili dei pezzi prodotti abbiano distribuzione normale A" (y, o).
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Quale stimatore per o?

Lo stimatore X & uguale alla media aritmetica di tutte le nk osservazioni, e
quindi & lo stimatore pil naturale per p. Potrebbe invece non essere chia-
to perché per stimare la deviazione standard o non si sia usata la deviazione
standard campionaria dell’intera collezione di dati,

1 nk _
N e X2
S,.I ﬂ—l,g(x’ X) |

1l motivo & che il processo potrebbe non essere stato sotto controllo in corri-
spondenza di tutti i k sottogruppi, e in tal caso quest’ultimo stimatore sarebbe
molto distante dal valore reale di o. L’andare fuori controilo dei processo in un
sottogruppo, infatti, consiste spesso in un cambiamento della media y, con la
deviazione standard che rimane invariata. Quando si presenta questa situazio-
ne, le deviazioni standard campionarie dei sottogruppi sono ancora dei buoni
stimatori di o, mentre 5 tende necessariamente a sovrastimare.

"Persino quando il processo sembra essere rimasto in conirolio statistico in cor-

rispondenza di tutti i sottogruppi, si preferisce S/c(n) alla deviazione standard
campionaria di tutte le osservazioni. Infatti anche se le medie relative a tutti
i sottogruppi cadono entro i limiti, ¢ quindi abbiamo concluso che il processo
% sotto controllo, cid non significa che questo sia vero (possono esservi cause
spccxa.h di variazione che hanno causato un cambiamento che non & ancora
stato rilevato dalla carta); significa solamente che la nostra strategia non pre-
vede di eseguire un blocco e una revisione fino a che non saremo relativamente
certi di essere fuori controllo; nel frattempo conviene comportarci come se il
processo fosse in controllo statistico e lasciare ancora che produca oggetti.
In conclusione, siccome ammettiamo che potrebbe in ogni caso essere presen-
te una causa speciale di variazione, prediligiamo S§/c(n), che & uno stimatore
pid “prudente” della deviazione standard campionaria: anche se non & uno
stimatore altrettanto buono quando il processo & rimasto stabile tutto il tem-
po, pud diventare molto migliore gquando vi siano state delle variazioni della
media, anche non riscontrate. ’

Sia S; la deviazione standard campionaria delle osservazioni nel sottogruppo i,
OVVero

5=

1 -
— S (Kinnts = Xi)? (13.3.1)
J=1
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.11 valore atteso di .S; & stato calcolato nella Sezione 13.2.1, e vale

E[Si] = c(n)o (13.3.2)

- Per quanto riguarda la varianza, invece, si noti che

52
(=1~

e quindi
B{S7]
e

{n=1) =B jj=n-1

Usando allora che E[S?] = o2, si trova immediatamente

Var(S;) = E[S?] — E[Si
= g% — (n)o?

=o*(1 - (n)) (13.3.3)

A partire dall’ipotesi che, quando il processo & in controllo statistico, 1a distribu-

zione di S; & quella di un multiplo fissato della radice di vna chi-quadro con n — 1

gradi di libertd, & possibile dimostrare che S; cade entro 3 deviazioni standard dalla
sua media, con probabiliti prossima a uno:

P(E[Si] - 3v/Var(Sy) < 5 < E{Si} +3+/Var(;)) ~ 0.99

Percid, usando le espressioni per E[S;] e Var(S;) date dalle Equazioni (13.3.2)
e (13.3.3), & naturale fissare i limiti di controllo della carta .S ai valori:

UCL := o{c(n) + 34/1 — &(n)}

LCL := o{c(n) — 34/1 - (n)}

(13.3.4)

L'uso della carta S & analogo a quello della carta X. I valori successivi degli
stimatori S; vanno tracciati sul piano cartesiano, e non appena uno di essi non rientra
nei limiti di controllo stabiliti, il processo produttivo va interrotto e dichiarato fuori
controllo.

Se quando si avvia la carta di controllo o non 2 nota, 2 possibile stimarne il valore
tramite S/¢(n), ottenendo i limiti di controllo,

UCL := S{1 4+ 3y/c%(n) — 1}

LCL := ?{.1 ~ 33/ %(n) — 1}

(13.3.5)
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Analogamente a quanto detto per la carta X, & necessario accertarsi che tutti le k de-
viazioni standard campionarie Sy, Sy, .-,
limiti. Se qualcuno di questi valori cade at di fuori, il sottogruppo corrispondente va
scartato, e occorre ricalcolare S.

Esempio 13.3.1. Quelli che seguono sono i valor di X e S5 per 20 sottogruppi di
ampiezza 5 per un processo avviato recentemente,

Sottogruppo H 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 351 332 317 354 345 364 359 384 357 272
8 42 44 25 32 26 45 34 51 38 62
Sottogruppo 11 12 13 14 15 i6 17 i8 19 20
X 381 376 388 343 432 413 357 363 354 346
S 42 39 32 40 35 82 81 42 41 37

Visto che X = 35. 94, S = 4.35 e ¢(5) ~ 0.9400, usando le Equazioni {(13.2.12)
e (13.3.5), i limiti di controllo per X e 8 risultano

LOL(X) ~29.73
UCL(X) ~ 42.15
LCL(S) ~ —0.386
UCL(S) ~ 9.087

Le carte di controllo per X e S con i limiti di controllo precedenti sono rap-
presentate nelle Figure 13.2 (a) e (b). Poiché X g e X s cadono fuor dai limiti di
controllo, questi sottogruppi vanno eliminati e i limiti di controllo ricalcolati. Questo
compito viene affidato allo studente e costituisce il Problema 5. O

13.4 Carte di controllo per attributi

Le carte di controllo X e S sono pensate per dati che possono assumere un intervallo
continuo di valori; altre volte gli oggetti prodotti possono avere invece caratteristi-
che qualitative — anche denominate arrributi — come ad esempio 1'essere difettosi o
accettabili. Anche in tali situazioni & possibile ricorrere a delle specifiche carte di
controllo.

Supponiamo che quando il processo & sotto controllo i pezzi prodotti possanc es-
sere difettosi con probabilith p, indipendentemente I’'uno dall’altro. Sia X il numero
di elementi difettosi all’interno di un sottogruppo di n oggetti, e sia F .= X /nla
frazione corrispondente, indicante quale parte degli elementi del sottogruppo sia di-
fettosa; quando i} processo & in controllo statistico, X ha distribuzione binomiale di

13.4 Carte di controllo per attributi

-+ Ok, usate per stimare o cadano entro questi

Carta di controllo per §

10
- - ucL
8 * x '
6 x
x 74
apx x Swx X x x
x %
2
= " Let
-2 l ;l | J
0 1 15 20 25
Sottogmppo '
(a)
Canta di controllo per X
45 ’
) }
S ——s v
a0} !
« . ¥
x -
o
35 x ox x * ox x
30 a Lol
L
25 | i | ]
0 10 15 20 25
Sottogru_p'po
(b)

Figura 13.2'._’=
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parametri (n, p), e quindi F ha media e deviazione standard date da
ElX ‘
ElX] p

: n n _ _

' Var(X 1— 1-
VM(F)=\/ ar )=\/np( - p)z\/p( r)
7 n
Percid quando il processo & sotto controllo la frazione di difettosi in un sottogruppo
di ampiezza n dovrebbe cadere entro i limiti

B[F] =
(134.1)

LCL := pi-p)
n (13.42)

(1 —
UCL = p+3 Fal - P)
con elevata probabilita,

L' ampiezza n dei sottogruppi per questa carta di commllo va normalmente scelta
molto maggiore dei valori tipici tra 4 e 10 utilizzati per le carte X e S. Infatti,
se p & piccola e n non & sufficientemente grande, una gran parte dei sottogruppi
non presentera alcun elemento difettoso, persine nel caso che il processo sia fuori
controllo, e quindi sarh necessario attendere molto tempo prima che la carta rilevi
una variazione nella qualiti.

Per inizializzare una carta di controllo di questo tipo, occorre pnma stimare p;
scegliendo k sottogruppi a questo scopo (per ottenere tisultati precisi & preferibile
che sia k > 20), e denotando con F; la frazione di difettosi nel sottogruppo ¢, la

stima di p & data da

?:m+ﬁ:m+ﬂ

Siccome nF; = X; 2 il numero di elementi difettosi nel sottogruppo £, si vede che F
pud anche essere espressa nella forma

= nF4nFy4 -+ 0k
F= .
nk

__ numero di pezzi difettosi in tutti i sottogruppi
~  numero totale di pezzi nei sottogruppi

(13.4.3)

quindi la stima di p non & altro che la frazione di tutti i pezzi esaminati che & risultata
difettosa.
Le stime dei Iimiti di controllo basate su ¥ sono naturalmente:
R F1-F
ILCL:=F -3 —-——F(ln ) .
(13.4.4)

UeL = F4 3y =)

_ .ed & necessario verificare che tutti i valori F1, Fa,. ..
*. nel caso alcuni di essi non soddisfino questa condizione, vanno esclusi ¢ si deve
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, F, cadano entro questi estremi;

ricalcolare F'.

Esempio 13.4.1, Per controllare una macchina automatica per la fabbricazione di
vitt di ferro, ogni ora si preleva un campione di 50 viti consecutive, che vengono
ispezionate e catalogate come accettabili o difettose. I dati seguenti sono relativi a 20
sottogruppi di questo tipo. -

Sottogruppo 1 2 3 4 5 ] 7 .8 9 10
Viti difettose -6 -5 3 01 2 1 0 2 1
F 012 010 006 000 002 0064 002 000 004 002
Sottogruppo - 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Viti difettose 1 3 2 0 1 1 0 2 1 2
F 002 006 004 000 002 002 000 004 002 004

I limiti di controllo possono essere calcolati come segue:

Fe mumero totale di viti difettose _ 4 0.034
" numero totale di viti ispezionate 1000
UCL =034+ 3 %ﬁﬁ ~0.1109

LCL=034-3 E“’s‘ooﬂ 0 —0.0429

Notiamo che F| = 0.12 & I’unico valore a non rientrare nei limiti di controllo. Una
volta che sia stato rimosso, si ricalcolano F e i limiti, trovando che
34-6

e quindi i imiti di controflo sono dati da 0.0295 £ ,/0.0295 x 0.9705 /50, ovvero
UCL = 0.1013, LCL = —0.0423

Siccome i sottogruppi rimanenti hanno tutti valori entro questi estremi, accetiia-
mo che, quando il processo & sotto controllo, la frazione di oggetti difettosi in un
sottogruppo non deve superare 0.1013. ]

13.5 Carte di controllo pér il numero di non conformita

In questa sezione consideriamo dati che rappresentano il numero di non conformita
o difetti riscontrati in unitd che possono essere costituite da un oggetto singolo o da
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Fuori controllo per eccesso di pezzi accettabili

Si noti che, in linea di principio, una carta di questo tipo rileva le variazioni
di qualita sia positive sia negative; quindi il processo viene considerato “fuo-
1t controllo”. anche se per qualche motivo la percentuale di pezzi difettosi &
diminuita. Non si tratta di un errore: in realtd & importante percepire ogni va-
riazione sensibile nel livello qualitativo, per potere trovare la sua causa. Se si
riscontra un miglioramento nella qualita dei prodotti, & molto utile analizzare
il processo di produzione per scoprime il motivo (ed eventualmente applicare
tale scoperta ad altre linee di produzione).

gruppi di oggetti. Esempi potrebbero essere il numero di rivett difettosi sull’ala di
un aereo, o il numero di circiti integrati difettosi che vengono prodotti giorhalmente
da una compagnia. Poiché normalmente in questi casi vi & un numero elevato di
possibili parti difettose, ciascuna delle quali ha solo una piccola probabilita di esserlo
davvero, si considera ragionevole supporre che la distribuzione del numero totale
di difetti riscontrati sia di Poisson®. Facciamo quindi I’assunzione che, quando il
processo & sotto controllo, il numero di difetti per unitd sia una variabile aleatoria
poissoniana di media A
Denotiamo con X; il numero di difetti riscontrati nella unit i; siccome la va-
rianza di una poissoniana coincide con la sua media, quando il processo & sotto
controllo,
E[X;] = A, Var(X;) = A (13.5.1)

e di conseguenza ogni singolo valore X; dovrebbe cadere entro X & 34/X con elevata

probabilita. I limiti di controllo vengono quindi definiti nel modo seguente:
LCL:= A -3V}, © UCL:=A+3V2 - (1352)

Qualora all’inizializzazione della carta di controllo il valore di A non fosse noto,
& ancora possibile stimarlo tramite k osscrvazipni. Lo stimatore naturale &:

- _ Xi1+X4+-+ X,

X = P (13.5.3)
e le stime dei limiti dircontrollo risultanti sono:
LCL =X - 3VX, UCL:=X +3VX (13.5.4)

* Si veda la Sezione 5.2 per una spicgazione di questo fatto.
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b

Se tutte le osservazioni X, D CI. ¢4 cadono entro questi estremi, possiamo sup-
porre che il processo sia sotto controllo e assumere A = X. Altrimenti & necessario
escludere i valori anomali, ricalcolare le sume e cosi via.

Nel caso che il numero medio di difetti per unita sia piccolo, risulta molto con-
veniente combinare un certo numero n di unith e usare come dati il numero totale
di difetti riscontrati in questi raggruppamenti. Siccome la somma di variabili alea-
torie di Poisson indipendenti & ancora una pmssomana {con una media maggiore),
i dati trasformati in questo modo avranno ancora distribuzione di Poisson. Nella
pratica questa tecnica si rivela effettivamente utile quando il numero medio di difet-
ti per unitd 2 inferiore a 25. L’esempio seguente illustra in dettaglio i vantaggi del
raggruppamento.

Esempio 13.5.1. Supponiamo che quando il processo & in controllo statistico, il nu-
mero medio di difetti per oggetto sia 4; accade quindi qualcosa, e questo valore cam-
bia improvvisamente da 4 a 6: si ha quindi un incremento di 1 deviazione standard.
Immaginiamo di raggrappare gli oggetti prodotn n alla volta e vediamo quanti og-
getti vengono prodotti, in media, prima che il processo sia dichiarato fuori controllo.
Alla fine stabiliremo quali sono i valori di n che rendono minima questa quantiti.

Il numero di difetti in un gruppo di n oggetu £, sotto controllo, una variabile
aleatoria di Poisson con media e varianza 4n, quindi i limiti di controllo da adottare
sono 4n % 3vdn = 4n + 6,/a. Siccome in realtd il processo & fuori controllo
¢ il numero medio di difetti per oggetto & 6, i dati hanno distribuzione di Poisson
con media ¢ varianza 6. Sia Y una variabile aleatoria con tale distribuzione. Se

denotiamo con p(n) 1a probabilita che un dato cada all’esterno dei limiti di controllo,

si ha

2(n) :=P(Y<_4h~6\/ﬁ)+P(Y$4;+6\/ﬁ)
~ P(Y > 4n + 64/n) :
_ pf Y —6n _ 4n+64/n—6n"
._P('\/ﬁ_n S el
o 6y — 2n ove Z ~ '
~p(z>7‘%_) - dove Z ~ N (0,1)

o)

Poiché ogni dato ha probabilita p(n) di cadere fuori dai limiti di controllo, il numero
di dati che devono essere analizzati prima di-dichiarare il processo fuori controlio
¢ una variabile aleatoria geometrica di media.1/p(n). Siccome Servono n oggetti
per fare un dato, il numero medio di oggetﬁ‘; prodotti prima che venga rilevata la
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variazione di A & n/p(n):

numero medio di oggetti prodotti fuori controlio =

1-%(+/6 — \/2n/3)

La Tabella 13.2 riporta i valori di questa espressione per diverse scelte di n. Si
noti che quando il processo & in controllo statistico, conviene che n sia pid grande
possibile (perché il numero medio di dggetti prodotti prima che venga erroneamente
rilevato lo stato di fuori controllo & circa n/0.0027). Percid consultando la Tabel-
1a 13.2 appare evidente che conviene combinare almeno 9 oggetti. Cid significa che
ogni dato (ottenuto raggruppando 1 oggeiti) avta media almeno paria 9 x 4 = 36. [J

Esempio 13.5.2. I dati seguenti rappresentano il nuniérd di difetti trovati su unith
successive di 10 antomobili ciascuna.

141 162 150 111 92 74 85 95 76 68
63 74 103 81 94 68 95 81 102 73

Secondo questi dati, il processo & rimasto sotto controllo per tutto il tempo?
Siccome X = 94.4, segue che i limiti di controllo sono

LCL = 94.4 — 3V04.4 ~ 65:25

UCL = 94.4 + 3v94.4 = 123.55
I primi tre dati sono superiori a UCL, quindi vanno esclusi. La nuova media campio-
naria &
_94.4 x 20 — (141 + 162 + 150)
- 17

>

= 84.41

Tabella 13.2

a

Numero medio di oggeiti

19.60
2066
19.80
19.32
18.80
18.18
18.13
18.02
18.00
10 18.18
11 18.33
12 _ 18.51

RT=NN- N - N R L R

o
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e i nuovi limiti di controllo risultano

LCL = 84.41 — 3v84.41 ~ 56.85

UCL = 84.41 +3v34.41 = 111.97
A guesto punto tutti i 17 dati restanti cadono entro i limiti e potremmo dichiarare che .
il processo & in controllo statistico, con valore medio 84.41. Siccome perd sembra di
capire dai dati che il numero medio di difetti fosse pili elevato in una prima fase, per
poi stabilizzarsi in stato di controllo, si pud pensare che anche il quarto datf), che &
piuttosto alto, sia stato generato prima che il processo fosse sotto controllo. E quindi
consigliabile eliminare anche quel valore, e ricalcolare con i 16 dati restanti,

X =82.56
LCL = 82.56 — 3+/82.56 = 55.30
UCL = 82.56 4+ 3v82.56 ~ 109.82

concludendo quindi che il processo appare ora sotto controllo, con un valore medio
di §2.56. : |

13.6 Altre carte di controllo per la media

La principale debolezza della carta di controllo X presentata nella Sezione 13.2 &

" che essa si dimostra relativamente insensibile a piccole variazioni nella media di po-

polazione. Infatti quando si ha una modesta variazione della media, siccome ogni

- punto tracciato si basa su un solo sottogruppo, e tende quindi ad avere una varianza

notevole, serve un elevato numero di osservazioni per rendersi conto di quello che &
accaduto. Un modo per ovviare a tale debolezza consiste nel consentire che i punti
tracciati sulla carta dipendano non salo dal sottogruppo pill recente, ma anche da al-
cuni altri. Tra i metodi che mettono in pratica questa idea e si sono dimostrati efficaci,
ne trattiamo tre basati su (1) medie mobili, (2) medie mobili con pesi esponenziali
(EWMA) e (3) carte di controllo a somme cumulate (CuSum).

13.6.1 Carte per le medie mobili

La carta di controllo a media mobile con finestra di lunghezza k si ottiene tracciando
di volta in volta la media aritmetica dei k sottogruppi pilt recenti. Quindi, denotando
con M; 1a media mobile al tempo £, essa, sui tempi £ > & & definita come

_ X+ X+ +Xipr2+ Xtbnr
= % ,

M;: set >k (13.6.1)
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d‘m.ze X & la media campionaria delle osservazioni del sottogruppo i. I valori succes-
sivi Myy1, My, . .. possono essere ottenuti facilmente, sfruttando il fatto che

My =X+ X g+ + Xy

per cui vale anche '
EMipi =X + Ko+ + Xt k2

e quindi, sottraendo membro a membro,

kMeyy — kM = Xy — Xy g

OVVEro,

X - % .
Miyy = My + 21~ Tkl kX‘"k“ . (13.6.2)

In altri termini, Ia media mobile all’istante  + 1 & uguale quella all’istante ¢ pid 1

della differenza tra il dato appena entrato e quello appena uscito dalla finestra della

media mobile. Per valori di ¢ inferiori a k, la media mobile & de

. ) C finita come media
aritmetica dei primi ¢ sottogruppi, ovvero: :

M; = X“LXZ;" X i<k (13.63)

Supponiamo che quando il processo & in controllo statistico, i valori delle osser-
vazioni provengano da una popolazione normale con media p e varianza o2, e sia
n Pampiezza dei sottograppi; i dati X; sono allora normali con media J4 € varianza
al/n. Se si calcola la media aritmetica di m di questi dati, si ottiene ancora una
variabile aleatoria gaussiana con media H, tna questa volta Ia varianza risulta g2 /nm,
€ quindi, quando il processo & sotto controllo, )

E(M] = p
f set <k
. 22
E set >k

Poiché una variabile aleatoria normale & quasi sempre meno distante di 3 deviazioni
standard dalla media, i limiti di controllo superiore ed inferiore per M, vengono
definiti cosi:

E+3o/vVnt set<k

UCL :=
p+30/vVnk set>k
13.6.5
p—3c/vVnt set<k ¢ )
ILCL .= ‘

u—3c/vVnk set>k
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Quindi, a parte le prime k£ — 1 medie mo}?ﬂj, il processo viene dichiarato fuor

" controllo se una delle successive dista da p pidt di 30/v/nk.

Esempio 13.6.1. Gli oggetti che escono da un certo processo produitivo hanno, sott
controllo, valori con distribuzione A/ (10, 4). T dati mostrati nella Tabella 13.3 sono I
medie campionarie di 25 sottogruppi di dimensione 5, simulati perd da una distribu
zione di media 11 e varianza 4: rappresentano ciog dei possibili valori ottenuti dop
che il processo sia andato fuori controllo perché la media & passata da 10 a 11, Nell:
tabella sono state calcolate anche le medie mobili basate su k = B dati, e i limiti d
controllo per M;. In particolare quelli validi per £ > 8 sono 9.051 e 10.949.

Tabella 13.3  Dati deli’Esempio 13.6.1. II simbolo * indica lo stato di fuori controllo

t C X ' M; L LCL UCL
1 9.617728 9617728 . 7.316719 12.68328
2 10.25437 9936049 . 8102634 - 11.89737
3 9.876195 9913098 8.450807 11.54919
4 10.79338 1013317 . 8.658359 11.34164
5 © 10.60699 10.22793 8.8 11.2
6 10.48396 10.2706 ' 8.904554 11.09545
7 13.33961 1070903 8.95815 ' 1101419
8 9.462969 1055328 9051318 10.94868 -
9 10.14556 , 1061926 - 9.051318 ~ 10.94868

10 11.66342 1079539 - : :

*11 11.55484 11.00634
*12 11.26203 11.06492

*13 12.31473 1127839

*14 9220009 11.1204

15 11.25206 10.85945

*16 1048662 10.98741

17 9.025091 10.84735

18 9693386 10,6011

19 11.45989 10.58923

20 12.44213 10.73674

21 11.18981 10.59613

22 11.56674 10.88947

23 0.869849 10.71669

24 12.11311 10.92

#25 11.48656 11.22768

Come il lettore pud notare, la prima media mobile a cadere fuori da questi limi
si ha all’istante 11, mentre le successive soﬁq agli istanti 12, 13, 14, 16 e 25. E anch
interessante notare che in questo caso la carta di controllo X avrebbe dichiarato

- processo fuori controllo gia all’istante 7, perché X7 & molto grande. Comung
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Carta di controllo per X
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questo & ’unico punto dove quella carta avrebbe mostrato una mancanza di controllo
(si veda la Figura 13.3). a

Vi & una relazione inversa tra la variazione della media percepibile e la lunghezza
k della finestra utilizzata per la media mobile; pii piccola & la variazione che si vuole
poter rilevare, pill grande deve essere preso k.

13.6.2 Carte per le medie mobili con pesi esponenziali (EWMA)

La media mobile impiegata nelle carte di controllo della Sezione 13.6.1 pud essere
vista, per ogni istante ¢, come una media pesata di turzi i dati precedenti, dando peso
1 ai k valori pil recenti, ¢ 0 agli altri. Poiché questa strategia si rivela piuttosto ef-
ficace per individuare delle variazioni di media anche piccole, emerge la possibilitd
di impiegare con lo stesso fine altri tipi di medie pesate. Una scelta dei pesi utiliz-

zata spesso si ottiene riducendo ad ogni passe di un fattore costante i pesi di tutte le -

osservazioni precedenti.
Assegnata una costante 0 < @ < 1, definiamo ricorsivamente la quantitd W;:

W; = aX; + (1 — )W _ (13.6.6)
pert > 0, mentre per ¢ = 0 si pone

Wo =4 (13.6.7)
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_ La sequenza dei valori Wy, Wy, W, ... rappresenta la media mobile con pesi espo-

nenziali (in inglese exponentially weighted moving-average, da cuvi ’acronimo EW-

© MA) delle quantita 1, X1, X2, X3, ... Per comprendere il perché di tale nome & suf-

ficiente sostituire ripetutamente la relazione data dall'Equazione (13.6.6), trovando
che

W, = aX: + (1 — a}{aX—y + {1 —a)Wia}
= aX; + ol — )Xt + (1 - @) Wiz
= oX 4+ ol — )Xy + (1 — )oKz + {1 — a}Wes}
=aXi+a(l —a) X1+ all - a)zjf_t_g +(1— a)?'Wt,g

t—1 :
=S el - &)X+ (1-0)'n ) (13.6.8)
. i=0 :
dove si & usato il fatto che Wy = . Dall’Equazione (13.6.8) si deduce che W; &
una media pesata dei tutti i dati fino al tempo ¢; il pid recente di essi ba peso a, €
i precedenti hanno pesi via via minori, ognuno ridotio rispetto al precedente di un
fattore 1 — o, L’ ultimo termine & p, che ha peso {1 — o)®. I pesi successivi assegnati
ai valori dei sottogruppi sempre meno recenti possono essere scritti come

a(l —a) ! = e P

- dove si & posto

o= —i, B = —~log(l — &)
l—a :
da cui I'espressione “pesi esponenziali” (si veda la Figura 13.4).

Minore & il valore di o, pidt simili saranno i pesi assegnati ai vari dati. Ad esem-
pio, se @ = 0.1, il primo peso & 0.1, e quelli successivi vanno moltiplicati per un
fattore 0.9, per cui risultano 0.9, 0.81, 0.73, 0.66, 0.59, e cosi via. D"altra parte, con .
a = 0.4 i pesi che si ottengono sono 0.4, 0.24, 0.144, 0.087, 0.052, che decrescono
molto pit velocemente.

Nell’ipotesi che il processo sia in controllo statistico, calcoliamo ora media e va-
rianza di W,. Le medie campionarie X ; sonc variabili aleatorie normali indipendenti,
di media y e varianza o2 /n. Sfruttando 1"Equazione (13.6.8) otteniamo che.

EWi] = nle +a(l —a) +o(l —a) +-- +a(l —a) "'} +pu(l - a)

1—(1-a)f

= e 0y +u(l-af=p

VBI“/V-‘-) = %;{C!z + 02(1 — a)2 - az(l - 0)4 4o+ 0:2(1 _ a)Zt—z}
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Figara134  Grafico di a(1 — a)*"!, in funzione di i, con o = 0.4.

2
=%a2{l+ﬁ+ﬂ2+---+ﬁt“l} ponendo 3 := (1 — a)?
_d?a? 1-(l—a)

n 1-(1-a)?
_ e 1—(1—a)
T on 2—a

Percid per ¢ grande, se il processo & rimasto sotto controllo per tutte il tempo,

E[Wy] = pu
, o . o (13.6.9)
Var(W;) =~ m visto che (1 — @) ~ 0
1 limiti di controllo asintotici per W, sono dati da
o a
- (13.6.10)

a4
LCL.—-,U.—3CF 'n(z—_a—)

Si noti che tali limiti di controllo coincidono con quelli della carta a media mobile

basata su una finestra di lunghezza k, se vale la condizione

3o «

Vel oy
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0 equivalentemente se

k= o : 2
TT T E em e

Esempio 13.6.2. Presso un laboratorio per la riparazione di elettrodomestici, ogni

.volta che un tecnico viene inviato a fare un intervento a domicilio, telefona in sede

alla fine del lavoro, ¢ il tempo trascorso viene annotato. I dati storici mostrano che
il tempo che passa dall’uscita del tecnico alla telefonata, & una variabile aleatoria
normale con media di 62 minuti e deviazione standard di 24. Per monitorare eventuali
variazioni nella distribuzione, i} laboratorio traccia una. carta di controllo a media
mobile con pesi esponenziali, usando come dati le medie di gruppi di 4 osservazioni
successive, con un fattore di peso o = 0.25, II valore della carta in un dato momento
& 60, e le medie dei 16 sottogruppi successivi _;90110:

48 52 70 62 57 81 56 59 77-82 78 80 74 82 68 84

Cosa si pud concludere?
Ad iniziare da-Wy = 60, i valori successivi W1, Wy, ..., Wie possono essere
ottenuti dalla formula y
W, = 0.25X, + 0.75W,_,

ottenendo

Wi =0.25 x 48 +0.75' 60 = 57

Wy =025 % 52+ 0.75 x 57 = 55.75
W3 =025 x 70 + 0.75 x 55.75 ~ 59.31
Wa =0.25 x 62+ 0.75-x 59.31 ~ 59.98
Ws = 0.25 x 57 4+ 0.75 x 59.98 ~ 59.24
Ws = 0.25 x 81 4 0.75'x 59.24 = 68.68

¢ cosi via. I valori successivi, da W7 a Wy, risultano

6251 6163 6547 6961 71.70 7378 73.83 75.88 7391 76.43

Visto che :
o 0.25 24
Vaz—o - Vimya ™!
si trovano i limiti di controllo: Co ‘

LCL = 62 — 13.61 ~ 48.39
UCL = 62 + 13.6I ~ 75.61
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Quindi la carta EWMA dichiara il sistema fuori controllo in corrispondenza di Wia,
come anche di Wis. E interessante notare che in questo caso, pdiché la deviaziofié
standard dei sottogruppi & o/+/7 = 12, nessun dato distada ;¢ = 62 di pin di 2 devia-
zioni standard, e quindi la carta X non avrebbe dichiarato il s{istema fuori controllo.
(u

Esempio 13.6.3. Consideriamo i dati dell'Esempio 13.6.1, ma usiamo questa volta
una carta di controllo basata suile medie mobili con pesi esponenziali con a = 2/9.

Si ottiene 1a successione di valori nella tabella qui sotto, che permette di dichiarare il -

processo fuori controllo gia per ¢ = 7, infatti i limiti di controllo asintotici soro (si
veda anche la Figura 13.5), I

LCL = 9.051
UCL == 10.949 LI

t b W 4 Xy W,
1 9.617728 9.915051 14 9.220009 10.84522
2 1025437 9.990456 15 11.25206 10.93563
3 9.867195 9.963064 16 1048662 - 10.83585
4 1079338 10.14758 17 - 9.025091 10.43346
"5 10.60699 10.24967 18 9.693386 10.269
6  10.48396 10.30174 19 11.45989 10.53364
*7  13.33961 1097682 “20  12.44213 10.95775 .
8 9.462969 10.64041 *21  11.18981 11.00932
9 1014556 10.53044 *22 1156674 11.13319
10 11.66342 10.78221 23 9.869849 10.85245
*11 11.55484 10.95391 24 1211311 11.13259
*12 11.26203 11.02238 *25 1148656 1121125
*13 1231473 .11.30957 :

13.6.3 Carte di controllo per le somme cumulate

Quando @ importante distinguere variazioni non molto grandi della media, la princi-
pale alternativa alle carte basate sulle medie mobili, sono quelle basate sulle somme
cumulate (cumulative sium), spesso abbreviate in “carte CuSum”.

Supponiamo come in precedenza che X |, X3,. .. denotino le medie campiona-
rie di sottogruppi successivi di n elementi, e ammettiamo che quando il processo &
in controllo statistico, esse abbiano distribuzione normale con media j e deviazione
standard o//n. Ci concentriamo inizialmente sull’evidenziare soltanto un even-
tuale incremento della media del processo (la carta di controllo che otterremo sard

-a.".f,e.:--
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Carta di controllo EWMA

14 —

6 ] 1 I | ] |
¢ 5 10 15 20 25 30
t
Figura 13.5

unilaterale). Scelte due costanti positive d & B, definiamo, per j = 1,2, 3, .

Y; =X, —p—dojv/n (13.6.11)

Sp:=0

13.6.12
Sj+1 = ma.x{SJ- + Y;.H,O}, i=0 ( )

La carta di controllo CuSum di parametri d e B si ottiene tracciando i valori suc-

cessivi di S, e dichiarando che la media del processo & aumentata, la prima volta
che

S; > Ba/vn

Per comprendere la logica che sta dietro queste definizioni, immaginiamo di vol-
ta in voita di tracciare non Sy, ma la somma di tutte le ¥; fino all’istante attuale;
denotiamo tale somma con Py
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Quando il processo & in controllo statistico, la media di ciascuna delle X; & pari a »
¢ di conseguenza quella delle Y] & negativa. Si ha infatti,

EYi] = —do/v/n <0

Ci si deve quindi aspettare che la somma di un certo numero delle ¥ sia negativa con
elevata probabilitd (per la legge dei grandi aumeri). Percid se il valore di P; fosse
fortemente positivo per qualche j — diciamo maggiore di Bo+/n — questo sarebbe
una ragionevele indicazione che la media & aumentata, portando il processo fuori
controllo. Tuttavia, se un tale aumento della media si verificasse solo dopo lungo
tempo, F; avrebbe a quel punto un valore negativo molto grande {essendo la somma
di parecchie variabili aleatorie indipendenti di media negativa), e quindi si renderebbe
necessario molto tempo perché essa arrivi a superare Bo/y/n. Proprio per evitare
che la somma divenga troppe negativa quando il processo & in controllo statistico,
la carta di controllo delle somme cumnulate adotta il semplice espediente di resettare
il suo valore a zero, non appena esso diventi negativo. La quantith S; rappresenta
infatti la sommatoria di tutte le ¥; fino al tempo j, con la correzione che ogni volta
che essa diventa negativa viene azzerata.

Esempio 13.6.4. Supponiamo che le medie campionaxic dei sottogruppi di osserva-
zioni relative ad un processo produttivo, abbiano valore atteso u = 30 e deviazione
standard o /+/n = 8; consideriamo la carta di controllo delle somme cumulate con
d =0.5¢e B = 5. Se 1¢ medie dei primi 8 sottogruppi sono state

20 33 35 42 36 44 43 45
allora i valori corrispondenti delle statistiche Y; = X; ~ 30 —4 = X; — 34 sono

Vi=—5 Ya=-1Y3=1Y3=8 Ys=2 Ys=10 3=9 Yz=11

e quindi
S = ma.x{—S,O} =0 S = n’lﬁx{—l, 0} =0
53 = max{1,0} = 1 54 = max{9,0} =9
S5 =max{11,0} = 11 S.5=mmc{21,0}=21
&7 = max{30,0} = 30 Sg = max{41,0} = 41
I limite di controllo &

Bo/vn=>5x8=40

La carta di controllo stabilisce quindi che la media & aumentata; tale conclusione
viene raggiunta dopo1’osservazione dell’ ottavo sottogruppo. 0

Problemi B 535

Nel caso si desiderino rilevare variazioni-della media sia positive sia negative,
si possono impiegare simultaneamente due caite di controllo di questo tipo. Si noti
infatti che una diminuzione di F[X;] equivalé ad un aumento di E[—X;]; per questo, -
applicando una carta di controllo CuSum ai dati dei sottogruppi cambiati di segno, si
possonc mettere in evidenza le eventuali diminuzioni della media. In concreto, per
dei valori fissati di d ¢ B, non ci dobbiamo pi limitare a tracciare i valori di Sj, ma
dobbiamo anche calcolare le quantits W;, date'da

W= —X;—(-p)— do/vn =p—X;~do/vn (13.6.13)
che sono I’analogo delle ¥;, e poi le somme cumulate T}, definite da

To =0

S 13.6.14
Tjp1 = max{Ty + Wi, 0}, 520 (136149

che sono analoghi alle S;. Tl processo viene dichiarato fuori controllo la prima volta
che 55 o T; superano Bo/\/n.

Riassumendo, per realizzare una carta di controllo CaSum sono necessari i passi -
seguenti: (1) sceglierg due costanti positive d i; B; (2} determinare le quantita S;e
Tj per i differenti valori di §, utilizzando le medie campionarie dei sottogri.lppi ele
Equazioni (13.6.12) e (13.6.14); (3} dichiarare jl sistema fuori controllo non appena
uno di questi valori superi il limite di controilo Ba/ /7.

Tre scelte comuni per le costanti di definizione sono

d=10.25, B =8.00
d = 0.50, B=471 (13.6.15)
d = 1.00, B =249 :

Ciascuna di queste scelte porta ad un criterio di controllo che ha circa lo stesso tasso
di falsi allarmi (lo 0.27%) di una carta di controllo X con limiti di controllo a =t
3o/+/n. Sinoti anche che in generale, pid piccola & la variazione della media che si
vuole potere rilevare, piu piccolo dovra essere il valore scelto perd.

Problemi

1. Assumi che una caratteristica dei pezzi che produciamo abbiz distribuzione normale con
media 35 e deviazione standard 3. Per sorvegliare questo processo si esiraggono, come
sottogruppi, dei campioni di 5 osservazioni. Se quelle che seguono sono (nell’ordine) le
medie campionarie dei primi 20 sottogruppi, si pud dire che il processo sia in controllo
statistico? : ]

340 31.6 30.8 330 350 32‘;_'2 33.0 326 33.8 358
358 358 34.0 350. 338 316 33.0 332 31.8 356
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2. Supponi che un processo sia in contro]lo statistico con i = 14 e o = 2. Si impiega una
carta di controllo -¥ basata su sottogroppi razionali di 5 elementi. Se Ia media subisce
una variazione di 2.2 unith, qual & la probabilith che il soltogruppo successivo abbia una
media campionaria fuori dai limiti di controllo? In media, quanti sottogruppi occorre
valutare prima di dichiarare il processo fuori controllo?

3. Sia Y una variabile aleatoria con distribuzione chi-quadro con n — 1 gradi di liberta.
Dimostra che 7
T
BIVY| = T

(Suggerimento: Verifica i seguenti passaggi:

BVF] = f " Vile () dy

_y'lz (n-l)f?. —-l
= f Vige=i I‘{(n—l 72 %

g¥/2 . yni2-
=/u e
Quindi esegui il cambio di varibili  := y/2.) _
4. Da un processo di produzione vengono estratti a intervalli regolan dei campioni di 5

pezzi, per i quali si calcolano mexlia e deviazione standard campionarie. Le somme di
queste statistiche per i primi 25 campioni risultano

25 25
S Xi=3572 3 5i=438
i=i N

i=1
() Supponendo o stato di controllo, determina i limiti di controlio per una carta X

(b) Assumendo che il processo rimanga in controllo statistico e appmsmma.ndo 1pa-
rametri veri con quelli stimat al punto (a}, che perceutuale dei pezzi prodotti
rientrera nelle specifiche di accettabilita, che sono stabilite in 14.3 & 0.457

5. Completa I’Esempio 13.3.1, ricalcolando i limiti di controllo per le carte X e 5, dopo
avere escluso i dati anomati.

6. Nel Problema 4, determina i limiti di controllo per una carta 5.
7. Quelli che seguono sono i valori di X e di .S per 20 sottogruppi di ampiczza 3.

Sottogruppo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X : 33.8 372 404 393 4L1 404 350 361 382 324
5 51 54 61 55 52 48 350 41 173 66

Sottogruppo | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X 297 316 384 402 356 364 372 313 336 367
b 51 53 58 64 48 46 61 57 355 42
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(a) Determina i limiti di controllo per una carta X
(b) Quali sono i limiti di controllo 57
() Tisembra che il processo sia rimasto per tutte il tempo in controllo statistico?

(d) Sc la ta risposta al punto {(c) & negativa, suggerisci quali valori dej limiti di
controllo andrebbero usati per i sottogruppi successivi.

() Se i limiti di tcf]lerabililé dei pezzi prodotti sono 35 & 10, quale stimi sia la
percentuale degli oggetti accettabili che escono dalla linea di produzione?

- 8. Presso una azienda si mantengono carte di controllo per X ¢ .5 per la sollecitazione di
taglio dei punti di saldatura. Dopo 30 sottogreppi di ampiezza 4, i totali delle statistiche

campionarie sono 3 X; = 12660e 3 S; = 500. Assumi che il processo sia in controllo
statistico. :

(8} Quali sono i limiti di controllo X ?
(b) Determina i limiti di controllo per una carta S.
(c) Stima la deviazione standard del processo.

{d) Se la sollecitazione minima accettabile & di 400 libbre, che pcrccntuale delle
saldature non soddisfa questa richiesta?

9. Nel redigere le carte di controllo per X e S per i resistori prodotti ini un impianto, si
usanc sottogruppi razionali di 4 osservazioni. Avendo raccolto i dati di 20 di essi, si
trovache 3, X; = 8620 e ¥ 8; = 450.

(a) Calcolai valori dei limiti di controlio per le carte X ¢ S.

{(b). Stima il valore di ¢ nell'ipotesi che il processo sia sempre rimasto in controllo
statistico.

(c) S‘e le s:?eciﬁchc commerciali richiedono che i valori di resistenza siano compre-
si nell’intervalio 430 £ 30, che conclusioni puoi trarre suila capacita di questo
processo produttivo di rispettare le specifiche?

{d) Sela media y aumenta di 60, qual & la probabilita che la media campionaria di un
sottogruppo cada al di fuori dei limiti di controilo?

10, Idati seguenl?' siriferiscono alla differenza — in millesi di pollice - tra il diametro effettivo
e quello nominale di 15 campioni di cuscinetti a sfera.
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Sottogruppo Osservazioni

1 2.5 0.5 20 -12 14

2 0.2 0.3 0.5 1.1 1.5

3 1.5 1.3 12 -1.0 0.7

4 0.2 0.5 -20 0.0 ~1.3

5 —02 0.1 03 —0.6 0.5

6 1.1 0.5 06 0.5 0.2

7 1.1 —1.0 -12 1.3 0.1

8 0.2 -1.5 —05 15 03

9 —20 -1.5 1.6 1.4 0.1

10 ~05 32 -0.1 -1.0 -15

11 0.1 1.5 —02 03 2.1

12 0.0 —2.0 —0.5 0.6 ~{.5

13 -1.0 -0.5 -05 -10 0.2

14 05 1.3 -1.2 —05 —2.7

15 11 0.8 1.5 -15 1.2

1L

12.

13.

(a) Stabilisci i limiti di controllo per le carte X ¢ 5.

(b) Ti sembra che il processo sia rimasto in controllo statistico per tuita la durata del
campionamento?

(c) Selarisposta al punto (b) & negativa, trova dei limiti dei controllo pid precisi.

Dei campioni di 6 oggetti vengono estratti ad intervalli regolari da un processo manifat-
turiero. Si misura una caratteristica che si sa avere distribuzione normale, ¢ si calcolano
le statistiche X & S di ogni campione. Dopo I'esame di 50 sottogruppi si ottiene che

50 . 50
YXi=910 e D Si=85
i=1 .

i=1
(a} Calcola i limiti di controllo per le carte X ¢ 5. Puoi assumere che tutti i puuu di
entrambe le carte cadanc all’interno dei limiti trovati. -

(b) Se i limiti di accettabilith specificati sono 19 £ 4.0, quali sono le tue conclusioni
sulla capacit di questo processo di produrre oggetti conformi alle richieste?

I dati che seguono rappresentano il numero di assemblaggi difettosi di cuscinetto e
guarnizione, su campioni di ampiezza 100.

52159433235
4 10083621610

Si pud dire che il processo sia rimasto sotto controllo durante tutto il campionamento?
In caso contrario trova i limiti di controllo corretti se possibile.

I dati seguenti rappresentano il risultato di un esame approfondito di tutti i pcrsonal
computer prodotti in un certo laboratorio negli ultimi 12 giorni;
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Gomo | 1 2 3 4 5 %6 7 8 9 10 11 12
Unita 80 110 9 8 100 9 8 70 8 90 90 110
Difettose 5 7 4 9 12 10 4 3 5 6 5 7

14.

15,

16.

17.

Si pud dire che i! processo sia rimasto in controllo statistico tutto il tempo? Determina i
limiti di controllo per lx produzione futura.

Supponiamo che gquando un certo processo & sotto controflo, la probabilith che un pezzo
sia difeftoso sia di 0.04; supponiamo inoltre che si testino quotidianamente campioni di
ampiezza 500. Qual & la probabilitd che, nel ¢aso il tasso di difettosi salisse a 0.08, ia
carta di controllo rilevi questa variazione gia al campione successivo?

I dati qui sotto rappresentano il numero di integrati difettosi prodotti negli ultimi 15
giorni in uno stablhmeuto .

121 133 98 85 101 78 66 82" 50 78 85 81 100 75 89

5i pud concludere che il processo sia rimasto i'p controllo statistico per tutto il pericdo?
Che limiti di controllo consiglieresti per la produzione futura? :

Si & proceduto a contare il numero di dlfetl:l superficiali riscontrabili su 25 lastre di
acciaio; i valori trovati sono stati:

2 343125”1‘)25178
1022654637024
Realizza una carta di controllo. Il processo di produmone di queste lastre risulta in stato

di controllo?

La tabella che segue riporta le medie campionarie di 25 sottogruppi razionali, unitamente
alle corrispondenti ‘medie mobili basate su una finestra di 5 dati. Le osservazioni sono
state generate da um processo che, quando & in controllo, produce pezzi con distribuzione
normale di media 30 ¢ varianza 40; i sottogruppi sono composti da 4 elementi ciascuno.
Ti risulta che il processo sia rimasto in controllo per tatto il tempo?

X ] M, X M,
35.62938 35.62938 35.80045 32.34106
39.13018 37.37978 309136 - 33.1748
29.45974 34.73976 30.54829 3247771
32.5872 - 3420162 © 36.39414 33.17019
30.06041 33.37338 . 27.62703 32.2585
26.54353 31.55621 . 34.02624 © 31.90186
37.75199 31.28057 27.81629 312824
26.88128 30.76488 . 26.99926 ~ 30.57259
32.4807 30.74358 - .32.44703 2078317
26.7449 30.08048 1:38.53433 31.96463
34.03377 31.57853 . "26.53698 30.86678
32.93174 30.61448 -+ 28.65725 31.03497
32.18547 31.67531 &
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18. 1dati riportati qui di seguito sono le medie campionarie dei sottogruppi, e le medie mobili
con finestra di lunghezza k = 8, per dei sottogruppi di 4 osservazioni, che in controllo
statistico dovrebbero avere media 50 e varianza 5. Cosa concludi?

X, M, X, M
50.79806 50.79806 53.08497 52.2036
46.21413 48.50609 55.02968 5279759
51.85793 4962337 54.25338 - 52.85237
5027771 49.78696 50.48405 52.82834
53.81512 50.59259 50.34928 52.69814
50.67635 50.606335 50.86896 52.6002
51.39083 50.71859 52.03695 52.58531
51.65246 50.83533 53.23255 5241748
52.15607 51.00508 48.12588 51.79759
54.57523 52.05022 5223154 51 44783

19. Affronta nuovamente il Problema 17, impiegando una carta EWMA, cona = 1 /3

20. Analizza i dati del Problema 18, usando una carta EWMA con a = 2/9.

21. Spiega come mai impiegando carte per le medie mobili con finestra di k sottogruppi, si
devono usare dei limiti di controllo differenti per le prime k — 1 medie mobili, mentre
le carte per le medie mobili con pesi esponenziali consentono di usare sempre gli stes-
si limiti. (Suggerimento: Mosira che Var{M,) & decrescente in £, mentre Var{W,) &
crescente, ¢ spiega perché questo fatto giustifica la differenza.)

22. Ripeti il Problema 17, questa volta usando una carta delle somre cumulatc (a) con
d=025e B=8;(M)cond=05¢B = 477

23. Ripeti il Problema 18 usando una carta CuSum, cond=1eB3 =249

uiﬁ, &
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14.1 Introduzione

In questo capitolo prendiamo in considerazione una popolazione di oggetti i cui tem-
pi di vita sono variabili aleatorie indipendenti con una distribuzione comune. Tale
distribuzione si suppone nota a meno di un parametro incognito; il nostro obiettivo
sard di usare tutii i dati a disposizione per stimare tale parametro.

Nella Sezione 14.2 viene introdotto il concetto di funzione di rischio (o intensita
di rotture), uno strumento ingegneristico che permette di esprimere la distribuzione
dei tempi di vita in maniera pitt significativa delle funzioni di ripartizione e di den-
sith. Nella Sezione 14.3 I'attenzione si concentra sulla legge esponenziale, e viene
illustrato come ottenere stime puntuali, intervalli di confidenza e stime bayesiane
della media, sotto una serie di schemi di prova. La Sezione 4.4 sviluppa un test per
verificare 1'ipotesi che due popolazioni esponénziali indipendenti abbiano lo stesso
parametro. Nella Sezione 14.5, infine, viene presentata la distribuzione di Weibull,
con due approcci che permettono di stimarne i parametri.

14,2 Funzione di intensita di rotture

Consideriamo una variabile aleatoria X, continua e positiva, che rappresenta il tempo

~ di vita di un certo tipo di oggetti. Sia F’ 1a sua funzione di ripartizione, e f la densita
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di probabilitd. La funzione di rischio, o intensitd di rotture & la funzione ) definita da

_ _f®
F importante capire il significato pratico di A(t). Supponiamo di studiare un
elemento che & soggetio a rotture, ¢ che funziona ininterrottamente da un tempo t;
vogliamo sapere la probabilith che si guasti nell’immediato futuro, nel prossimo in-
tervallo di tempo di durata dt. Quella che cerchiamo & una probabilitd condizionata,
che & espressa da

P(Xe(tt+ di),X >1)
PX>t)

B P(X € (t,t-F d5))

F(t)

=: A{t}dt

P(X € (t,t+ di)|X > t) =

et dt
1-FQ)

Percid A(t) rappresenta la densiti condizionale di probabilita, che un oggetto di eta ¢
si guasti “nel prossimo istante™. :

Nel caso particolare in cui la distribuzione dei tempi di vita sia esponenziale, per
1a proprieth di assenza di memoria (81 veda il Capitolo 5, a pagina 179), la distribu-
zione della vita residua di un oggetto di eta ¢ & identica a quella di un oggetto nuovo.
L’intensita di rotture deve quindi avere un valore costante, come si pud venﬁcare
facilmente:

o )
)\(t) = m

)xe_)“t
Il valore trovato & l’mrenszta della distribuzione esponenmale che coincide quindi
con la sua intensita di rotture.
Non & difficile dimostrare che la funzione A determma univocamente la F, e
quindi la distribuzione della variabile aleatoria. Infatti, per definizione:

__f
A(S) = 1_—1?(5)
F'(s)
1-F(s)

d
= ——log(1 - F(s)) (14.2.2)
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Integrando entrambi i membri tra O e ¢ si ottiéiie che

-/: Afs)ds = —log(1 — F(t))iri.~ log(1 — F(0))
= —log(1 — F(t}) . perche F(0) =

e quindi si ha che

7 - $ t ’ -
1 - F{t)=exp {— / As) ds} (14.2.3)
Cid significa che la funzione di ripartizic;l,jte di una variabile aleatoria continua
pud essere specificata tramite la corrispondente funzione di intensita di rotture. Ad
esempio, se'sappiamo che 1'intensita di rotture & una funzione lineare di ¢, come

Aty =a + bt
allora la funzione di fipartizione & necessariaréente data da
F{ty =1 .— e_—*;t""*’f 2
é derivando trovi-amo che la densita & fornita dalla seguente espressione:
1) = (a+ e

Nel caso che nell’esempio qui sopra si prenda a = 0, si ottiene la cosiddetta distribu-
zione di probabilith di Rayleigh. '

Esempio 14.2.1. Si sente dire spesso che il tasso di mortalith di un fumatore &, ad
ogni etd, il doppio di quello di un non fumatore. Cosa significa? Vuole dire ad
esempio che la probabilitd di sopravvivere negli anni successivi per un non fumatore
¢ il doppio di quella di un fumatore della stessa eth?

. Denotiamo con A¢(%) & con Ay(t) le intensitd (o tassi) di mortalith all’etd ¢, per un
fumatore e per un non fumatore. Stiamo ipotizzando che valga Ia relazione:

e

M(t) = 2)\{@)

3
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La probabilita che un non fumatore di eta ¢ sopravviva fino all’etd b > a & data da

P{Non fumatore di eid a arriva all’eta b} -
= P(Non fumatore vive fino a b| E vissuto almeno fino ad a)
P(Non fumatore vive almeno fino a b)
=P (Non fumatore vive almeno fino ad a)

_1-F)
T 11— Fy(a)

_ op{= [y Ma(t)dt}
exp{— Jy An(t} dt}

= exp {— f: Aalt) dt}

Lo stesso ragionamento applicato ad un famatore porta al seguente risultato:

per l’Equaﬁone (1{__.2.3)

P(Un fumatore di eth a arriva all’eth b)

= exp {— fab )\f(#) dt}
= exp {——2 j: Xn(t) dt}
ol fr)]

Per cui affermare che il tasso di mortalith di chi fuma sia doppio porta alla conclusio-
ne che se si confrontano un fumatore e un non fumatore defla stessa eta, la probabilita

che il primo sopravviva per un certo RUMEro di anni 2 il guadrato, e non la meta, del-

la probabilitd corrispondente per il secondo. Ad esempio se misuriamo i tempi in
anni, € se Ag(t) fosse circa uguale a 1/20, per 50 < ¢ < 60, allorala probabilita
che un non fumatore cinquantenne arrivi ai 60 anni sarebbe e=% = 0.607, mentre Ia
corrispondente probabilith per un fumatore sarebbe e~ 1 2 0.368. O

14.3 11 ruolo della distribuzione esponenziale

143.1 Prove simultanee — interruzione al fallimento r-esimo

In questa sezione ci occupiamo dell’esame simultaneo di un campione di n oggetti

con tempi di vita esponenziali e indipendenti, con media incognita §. Pensiamo di -

interrompere 1’esperimento quando il numero di oggetti che si guastano raggiunge
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un numero fissato r < n; ¢i domandiamo come si possa stimare 6. I dati a nostra

" disposizione sono gli r tempi di vita registrati, che denotiamo, nell’ordine con

TS H S-Sy

unitamente ai numeri di identificazione degli oggetti guasti, i1, 13, . . ., i; intendiamo
con questo che, se gli n oggetti erano numerati in progressione, per j = 1,2,...,r,
il numere i; indica quale oggetto si & guastato per j-esimo, ¢ precisamante all’istante
% '
Se deFlotiamo con X; il tempo di vita dell’oggetto i, dove 1 < @ < n, i dati
precedenti possono anche essere riassunti tramite
Xil =TIy, Xiz L2y aus
le restanti . — j delle X; sono tutte maggiori di =,

y Xip = Tp

(14.3.1)

La densita di probabilita delle X;, &

w8 j=12,..r

Dy | -

Fxiy () =

e-quindi, grazie all'indipendenza, 1a densiti congivnta delle X;., 1 =
& duind g elle X;;, j 1,2,...,ré

r
1
in] ,-.-,X.-r ($1, 1 ?mf') —_— jHl Ee—mj/e

Inolire Ia probabilita che le restanti n — r tra le X; siano tutte maggiori di z, & data,
usando sempre I’indipendenza, da

P(Xj >z perj & {i1,42,... b= (e—:r-.-fﬂ)n—r

Di conseguenza la likelihood (o verosimiglianza) dei dati osservati, che viene deno-
tata con L(z1,%2,...,2r,41,%2,. . .,i|0), e datada

L(ﬂ?],:[:z,.'..,ﬂ:,-,'il,iz,...,'irlg)
= .fX{-l,...,X.-,_(mh e ;Tr)P(Xj > Ty j g {ii:iZs fas 77"'})

= %6—51/96—32/9 . e—z,-/ﬂ(e_z,./g)n_,.

_ 1 1 (n—r)z,

Osserv_amt'm'e 14.3.1. La funzione di likelihood ottenuta con I'equazione precedente
nqn & condizionata solo agli istanti delle rofture, xy, 21, . . . , T, ma anche a quali sono
gli r oggetti che si sono guastati e all’ordine 1y, 4, . . ., 4, con cui cid si & verificato.

(14.3.2)
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Se fosse richiesta la verosimiglianza in funzione solo degli r tempi di rottura, visto
che vi sono

n(nv-l)---(n—f'+1)=-(—n—r_1!r—)!

diverse scelte ordinate per gli r oggetti, e visto che esse sono tutte equiprobabili, la
densitd di probabilith congiunta e quindi la funzione di likelibood risulterebbe, per
Ty <xp << zy,paria

f(:U],:Cz, .e .,.'B.r) = ﬁ%exp{% Zl:mi _ ('n —ef')ﬂ':r}

Per ottenere lo stimatore di massima verosimiglianza di #, calcoliamo e poniamo
nguale a zero a derivata rispetto a & del logaritmo di L.

.. , 1 ¢ nérm
logL(:z:l,:rz,...,:cr,zl,zz,...,t,-|9)=-—r10g9—§;=1:1:,-——( 0) r
a . oy T 1 s (m—r)a,
g5 lce L@, arin i, i 0) = —a*afz,:l T g

Iunica scelta di 8 che annuila 1'espressione precedente &

izt (n—r)z,

r

Se si denota con X;) Vistante in cui si guasta I'i-esimo oggetto (X(;) viene detta
statistica di ordine i),-allora sostituendo nella formula precedente le statistiche X
alle loro realizzazioni x;, si trova lo stimatore di massima verosimiglianza -

G Zim Xy tn-nXy T

- r r

(14.3.3)

dove si & denotato con 7 il numeratore dell’espressione precedente, che viene detto
total time on test statistic'. Infatti quando I’esperimento viene interrotto, i primi r
oggetti a guastarsi hanno vissuto per dei tempi X1y, X(2),..., X (e poi si sono
rotti), mentre gli altri n — r hanno vissuto per un tempo X, (fino alla conclusione
dell’esperimento). .

Per determinare gli intervalli di confidenza per 8, & necessario ottenere la distri-
buzione di 7. Ricordando che X ;) denota il tempo di vita dell’oggetto che si guasta

1 In italiano sarebbe statistica del tempo totale di funzionamento, ma & pid usata I’ espressione inglese,
anche nell’acronimo TTT, [N.4d.T]

T
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per i-esimo, riscriviamo T come somma delle statistiche Y7, peri=1,2,...,r,che
indicano il tempo totale di funzionamento racchiuso tra la rottura dell’ oggetto (i—1)-
esimo e quella dell’i-esimo. Dal tempo 0 al tempo X, (1)» Sono in funzione n oggetti,
quindi il total time on test in questo intervallo & )

‘ Yl = 'n.X_(l}
Nell'intervallo tra gli istanti X|;) e X, (2) $0no in funzione n — 1 oggetti, quindi
Y= (n - 1)(Xp) — Xy)
Analogamente ma pil in generale, ponendo X, oy =0,
Yi=(n-j+ l)(X(j) — X(j—l)): j=12,..,r (14.3.4) -
E ovviamente vale ’

.
T=Y Y (14.3.5) .
J=1

L’importanza di questa rappresentazione di 7 risiede nel fatto che 1a distribuzione
delle Y si ottiene facilmente, La statistica X (1) In quanto tempo di vita del primo -
oggeito che si guasta, & il minimo di n variabili aleatorie esponenziali i.i.d. di in-
tensith 1/6, e quindi ¢ a sua volta esponenziale, ma con intensitd /8 (si veda la
Proposizione 5.6.1 a pagina 181), percid ¥; = n.X(1) ha distribuzione esponenziale
con intensith 1/ ¢ media 6. Nel momento in cui oggetto 7, si guasta, ne restano -
7 — 1, che per la assenza di memoria della distribuzione esponenziale sono “come
nuovi’; ciascuno di essi avrd un ulterjore tempo di vita che & una variabile aleatoria ‘
ea_‘;[.:onenzia]e di media @, percid il tempo che trascorre tra X, (1) € X(2) & esponenziale
di intensita (n — 1)/6, e di conseguenza Y» = (n — 1)(X3) — X(1y) & esponenziale
con media 4. : : .

Proseguendo su questa linea si dimostra che le variabili aleatorie h.v,.... Y
sono esponenziali indipendenti di media 6. Siccome il Corollario 5.7.2 afferma che
la somma di variabili aleatorie esponenziali i.i.d. ha distribuzione gamma, otteniamo
che 7 & una gamma con parametri r e 1/6.

Un metodo economico per determinare le probabilith relative alle variabili alea-
torie di tipo gamma, consiste nel ricordare che una gamma di parametri r e 1 /6
& anche una chi-quadro con 2r gradi di libertd, moltiplicata per 8/2 (si veda la _
Sezione 5.8.1.1, a partire da pagina 190), e infatti '

2r 2

B "~ Xer ;,' B (14.3.6)

Sfruttando questa relazione si vede subito che —'1[7_

P(xd_gp <21/0<xip)=1-e
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E quindi vi 2 un tivello di confidenza 1 -~ o nell’affermare che

ee(-ﬁ—, —22T—) | (143.7)
Xl%,zr X1-g 2r

Gli intervalli di confidenza unilaterali si ottengono in maniera del tutto analoga.

Esempio 14,3.1. Un totale di 50 transistor vengono messi in funzione simultanea-
mente; 1'esperimento si conciudé quando il 15-esimo di essi si guasta.. 11 total time
on test che si ottiene & di 525 ore. Si trovi un intervallo di confidenza al 95% per
la vita media di un-componente di questo tipo. Si assuma che la distribuzione della
popolazione sia esponenziale. .= :- - T

Dalla Tabella A.2 in Appendice si ottiene che

X%.O?.‘SQO = 4693, X%.gjvs,m a3 16,79

percid, sostituendo i dati nell’'Equazione (14.3.7), si pud affermare con il 95% di

confidenza che
@ e (22.35, 62.54) O

Dovendo verificare delle ipotesi su #, 'Equazione (14.3.6) permette di calcolare
facilmente il p-dei-dati. Supponiamo per esempio di volere confrontare 1’ ipotesi nulla

Hy:0>86

con una alternativa unilaterale
Hy:8< By

Cid pud essere ottenuto calcolando prima il valore v della. statistica del test, che &
27 /0%, ¢ poi determinando la probabilita che una chi-quadro con 2r gradi di liberta
assuma un valore piccolo come v. Tale grandezza coincide con il p-dei-dati di questo
test statistico, in quanto rappresenta la probabilita che con H, soddisfatta, si osservi
un valore estremo come v, L’ipotesi nulla va poi rifiutata a tutti i livelli di significati-
vit superiori al p-dei-dati. ' '

Esempio 14.3.2. Un produttore di batterie sostiene che la vita media dei suoi prodotti
sia di almeno 150 ore. Per verificare questa affermazione, si mettono in funzione
simultaneamente 100 batterie, con 1'intenzione di fermare I'esperimento quando si
siano riscontrati 20 difetti. Se alla fine il tempo di funzionamento complessivo &
stato di 1 800 ore, cosa si conclude? . _ :

Calcoliamo il valore della statistica del test, che & 27/8 = 3600/150 = 24. 11
p-dei-dati & la probabilith che una chi-quadro con 2r =40 gradi di libertd assuma un
valore inferiore a 24. 11 Programma 5.8.1a ci fornisce allora:

p-dei-dati = P(3, < 24) ~ 0.021
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e quindi I’affermazione del produttore va rifiutata — ad esempio ~ al 5% di significa-
‘ O
Una conseguenza dell’ Equazione (14.3.6) & che I'accuratezza dello stimatore T /r

s tivitd.

- dipende solo da 7 e non dal numero di componenti messi in prova, n. L’ importanza di

n ns1e§e' nel ’fatto c-he se questo valore & grande, si ha I assicurazione che con elevata
probabﬂx@ 'esperimento avrd breve durata. Questo si pud evincere dal seguente
calcolo dei momenti di X (r}» che & la durata della prova.

Siccome, ponendo X, (o) = 0, si ha che

Y.
Xy — Xy py=—=22
(1) el n—j+1’
sommando su tutti gli indici ; si trova che

FI=12,...,r

T

Y:
¥ = i

=1

Rlcc)’rdando a guesto punio che ¥1,Y,,...,Y; sono esponenziali indipendenti di
media 8, e percid hanno varianza §2, & facile dedurre che

S n—i+1
n 1 ) ’
=6 > - (143.8)
j=n—r+1 7
T
Var(Y;
Var(X() =. " (+J)l 5
B
=& 3 = (143.9)
j=n—-r+1 Y

Quando n & grande, le due formule esatte qui )
a7 P qui sopra possono e ;
grazie al fatto che pra po SSere approssimate

n
1 ["de =
S Ty e Y[ Eo1d
J=k k j=k 7 k &2 k n
Gli andamenti asintotici di media e varianza sono quindi
E[X] ~ Blog [ ——-
[ (,.)] Og (n 1 (14.3.10)
(r—1)
Var{X(y) ~ ———
{(Xim) Y (14.3.11)
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Conme ci si attendeva, media e varianza convergeno a zero per 7 che tende all’infinito.

In pratica, se nell’Esempio 14.3.2 1a vita media di una batteria fosse stata di 120
ore, I’esperimento descritto si sarebbe concluso dopo un tempo aleatorio X ) molto
minore:

E[X(3p)] = 12010g (lSOTO) 2 25.29

1202 x 19

14.3.2 Prove sequenziali

In questa sezione ci occupiamo di un diverso tipo di situazione. Immaginiamo di
disporre di una riserva infinita (o semplicemente molto grande) di oggetti, ciascuno
con tempo di vita esponenziale con media sconosciuta ¢, e di esaminarli sequen-
zialmente, mettendone in funzione unc nuovo ogni volta che il precedente si guasta;
I’esperimento viene concluso dopo un tempo prefissato T'. I dati a nostra disposizio-
ne sono il numero r di.oggetti che si sono guastati entro I"istante T, e i tempi di vita
dei primi r oggetti, che indichiamo con }, 2, ..., Zr.

Se denctiamo con Xj il tempo di vita del]’oggetto i~esimo, 8i ottengono i datl
precedenti solo se :

X ==z, i=1,2,...,r

r s 14.3.12
ZIE;'(T e Xr+1>T—'Zfﬂi ( )

i=1

Infatti affinché il numero di guasti sia esattamente pari a r, deve accadere che il
guasto r-esimo si verifichi entro T, (e quindi ) ;_; X; < T, mentre il tempo di
vita dell’oggetto (r + 1)-esimo deve essere maggiore di T' — 37, X; (si veda la
Figura 14.1). . ‘ :

) L
1 1 1 1
0 4 T L) Temy
EX:‘ : EX: po
=1 ) i=1
Istante dell’r-esimo guasto Istante dell’ (r + 1)-esimo guasto

Figura14.1 Un totale di v goasti entro il tempo 1.

1:
ES
£
e
£
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Non & difficile a questo punto rendersi co;nto che Ia likelihood corrispondente ai
dati r,zy,22,..., %y, con 3 z; < T, & data da

flrizn, 22, ..., 2.00) = fx.,x,,...,x,(:vl,mi,: ceay ) P(Xr+1 >T— Z 93:')
Fa

bl Eiel 50

=1 =1

— 2 —T/8 _ '
e (14.3.13)

Calcoliamo la derivata rispetto al parametro, del logaritmo di questa espressione,

log f(r,z1,%2,...,2:10) = —rlogf —~ %;—

a -
aglogf(r,xl,wz, SElf) =5+ 5

La scelta di § che annulla I'ultima espressicméi &

A '
§== (14.3.14)

Visto che T rappresenta il tempo di funzionamento totalizzato da tutti gli oggetti in
€same, anche in questo caso, come in quello delle prove simultanee, lo stimatore di
massima verosimiglianza dellz media cercata & il rapporto tra il total time on test e il
numero di guasti osservati durante tale periodo.

Se si denota con N(T) la statistica che indica il numero di guasti osservati fino
all’istante T, lo stimatore di massima verosimiglianza di # & dato da T'/N(T'), ma
come si pud trovare un intervallo di valori conun generico livello di confidenza 1 —a?
Slila r il valore assunte da N{T'), e immaginiamo di determinare due valori 8; e s tali
che

Py(N(T) 2 7) =% e . P(N(T)<r) =2

dove si & indicata con FP3(A) la probability cl:ie si verifichi 'evento A, nell’ipotesi
che la media reale sia 8. In queste ipotesi vi 2 un livello di confidenza 1 — o che

8 € (61, 05)

Per capire il motivo di tale affermazione, si noti intanto che Fp(N(T) < r) cresce

con ¢ menire Fy(N(T') > r) decresce (perché?). Di conseguenza

sef < &y, allora Py(N(T) 5 r) < Py(N(T)<r)=

B[RMIR

se § > fg, allora Fy(N(T) 2} < Py (N(T) > r) =

!
e
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Quindi se ¢ fosse esterna ali*intervallo (6y,0sg), il valore osservato r sarebbe cosi | .
estremo da richiedere il verificarsi di un evento di probabilith inferiore ado.
Resta solo da determinare il valore di & e 8. L'evento {N(T) > r} si verifica
quando il guasto r-esimo avviene prima dell’istante T'. Ovvero,
NT)zreXi+X+ - +X ST (14.3.15)
¢ quindi, se W ha distribuzione gamma di parametri r € 1/6,
PQ(N(T) > r) = Po(X) + X+ + X <7
. =PW<T)
2Ty
=P (x%r < T)
Valutando 1’equazione pi'ecedente in # = g si ottiene che
o ' 7
2 Py VD) 27 =P(d < ) |
percui :
2T ;
-ES_ : X%—%—,Zr
ovvero :
9 2T L
g = E
. x%—ﬂz‘-,lr ;
In maniera analoga & possibile dimostrare che
2T
& = -
) 32T
e quingdi si pud asserire con livello di confidenza 1 —  che
T _
21 2 (14.3.16)

e | —=—
2 !
(X%,gr X%_.g.,zr)

Esempio 14.3.3. In una prova sequenziale la cui durata ¢ fissata in T = 500 ore,
si verificano 10 guasti. Se i tempi di vita dei singoli esemplari hanno distribuzione
esponenziale di media 8, la stima di massima verosimiglianza per 8 & di 500/10 = 50
ore. Si pud ottenere un intervallo di corifidenza al 95%, calcolando

( 1000 1000 )
be|—5—,
X0.025,20 X%.ms,m
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La Tabella A.2 in Appendice fornisce, per le chi-quadro che ci interessano, i valori

2
xD,Oﬁ‘Z[} =~ 34.17, x%_wslzo ~ 9_59
e quindi si pud affermare, con il 95% di confidenza, che
fe(29.27,104.28) O
Nel caso si desideri verificare, con livello di significativita ¢, I’ipotesi nulla
Hy:0=08 |
in alternativa all’ipotesi
Hl .:-6‘7&80.4:

si denota con r il valore assunto dalla statistica J indi si ri ;
nulla se accade che 2 statistica N(T), e quindi si rifiuta Iipotesi

P%(N(T)ST)S% 0 PQO(N(T)ET)<2

— 2
Detto in altri termini, 1j i . .
N , Fipotest H, va rifiutata a tutti 1 livelli di signi ..
maggiori o uguvali al p-dei-dati, che & dt:it() da # fivelll di significativita
p-dei-dati = 2min{ Py (N(T) > r), Py (N(T) <7)}

= 2min{FPy(N(T) 2 1), 1 = Ppo(N(T} > r +1)}

=2min{P(x§rs %) I—P(X%rﬂﬁ -2,%)}

I p-gf:i-daﬁ per. un test statistico unilaterale pud essere trovato in maniera analoga
. i rf'nm.nenu che lo.? probabilita deile distribuzioni chi-gquadro che compaiono ncile
spressioni precedenti, possono essere ottenute usando il Programma 5.8.1a.

ﬁ:},‘:;ﬂﬁ""-éuna compfagnia sostiene che il ternpo di vita medio dei semicondut-
. cel-t,iﬁ{:aZiuce ; :;limeno di 25 ore. ].?er avvalorare questa affermazione, una societd -
t one in I?cndente mt.ztte in prova sequenziale questi componenti per un
empo f:omplesswo di 600 ore. Si contano in tutto 30 guasti. Cosa si pud dire al 10%
di mg}nﬁcativita sull’affermazione del produttore? . d *

Si tratta di un test statistico unilaterale delle ipotesi

Hy:0>25 contro Hy:60<25

. I p-dei-dati rappresenta la probabilita che avvengano 30 o pid guasti, nell’ipotesi che

la vita media sia 25; ovvero: )
p-dei-dati = Pys(N(600) > 30)
= P(xgp < 1200/25)
= P(xfo < 48)

~0.132 grazie al Programma 5.8.1a
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Quindi con livello di significativita del 10%, I'ipotesi nulla viene accettata. O

1433 Test simultaneo — interruzione ad un tempo fissato

Consideriamo un diverso tipo di esame per componenti con tempi di vita esponenzia-
li. Come per la Sezione 14.3.1 si mettono in prova simultaneamente n esemplari con
tempi di vita indipendenti. A differenza di quanto fatto precedentemente, perd, sup-
poniamo di arrestare il processo dopo un tempo T fissato, o al guastarsi dell’n-esimo
oggetto, se cid dovesse verificarsi prima. Vogliamo stimare il valore di 8 usando i
dati a nostra disposizione. Denotiamo quindi con ¢y, 2, ... , i i numeri identificativi
degli r < n oggetti che si sono guastati entro il tempo T', € con T3,T2, - - - , T i lOTO
tempi di vita; resta inteso che i rimanenti n — r oggetti sono sopravvissuti oltre il
tempo T".
E facile verificare che la funzione di likelihood & data da

Flity oo yirZlyee s Eel0) = FXiprnXer (@1 oo Be) - P(X5 > Thd @ iy i)

51;6_1'166“22/9 ces e—-’trla(e—T/ﬂ)n—r

1 1« (n—r)T
el 5]

Per determinare 16 stimatore di massima verosimiglianza, occorre la derivata rispetto
a 4 del logaritmo di questa espressione, ’

(14.3.17)

1< (‘n-—r)’r_lr1
10gf(§1,...,i,.,3:1,...,:c,.|3)=—r19g9—§;=1m,-—-———9
8. . . T (n—rT
b—elogf(zl,-...,1,,.,.1:1,...,;1:,.19)=—a.}-aE $i+__6'2__.

i=1

Uguagliando a zero I'ultimea espressione e risolvendo in termini di & si trova che la
stima di massima verosimiglianza & data da '

Tt (ﬁ — )T

r .

e quindi il corrispondente stimatore & dato dalla statistica seguente:

R
« L X - T
jom Xt B (14.3.18)
R
dove si & denotato con R il numero di oggetti guastatisi entro il tempo T, e con X,

peri =1,2,...,R,iloro tempi di vita nell’ ordine.

P T

S AR S A
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Se si denota ancora una volta con 7 il total time on test associato all’esperimento

_é facile convincersi che

R
T=3 Xy+(n—RT

=1

i):;fatti gli oggetti che si guastano entro Pistante T hanno tempi di vita dati da
(1)» X(2)» - - - » X(w), mentre i restanti n — R vengono mantenuti in funzione per

un tempo T, fino all’interruzione dell’esperimento.
Come nelle Sezioni 14.3.1 e 14.3.2, abbiamo provato anche nel caso di prove

simuttanee interrotte ad un tempo prefissato, che lo stimatore di massima verosimi- -

glianza della vita media di una popolazione es; iale & il rap i
( ponenziale & i i
on test e il numero di guasti osservati. W +rapporofm o] tne

Osservazione 14.3.2. Come il lettore avra ormai intuito, il fatto che Iiegli esperimenti

sui tempi di vita di componenti esponenziali, 1o stimatore di massima verosimiglianza -

sia dato dal rapporto tra total time on test € numero di guasti osservati, & un risultato

gel tut.to ge_nera].e‘ ‘Per c.onvincerci di questo etiunciato, consideriamo una gualunque -
1tuazione in cui siano in prova dei componenti esponenziali indipendenti, e suppo- -

gam? c(!:ihe _alla conclusiqne de]l’esperimen_to, r di essi si sono guastati, avendo avuto
mpi i Vita x),T3,. .., z,, mentre altri & componenti siano sopravvissuti, restan-

do in funzione per dei tempi likeli ;
proporzionale a PLVLY2, - B _ lihood di & per un tale esito &

A oae et yss - 1of1¢ -
e OO g/ ?ﬁe’ﬁp{_éz"”" - %Zy,'} (14.3.20)
- . N i=l =]
Iy
1I.,,a cosfante dx_ proporzionalitd sottointesa dipende caso per caso dalla struttura del-
esperimento, ma non da ¢. (Ad esempio pud dipendere dal fatto che le durate
Z1,Z2, ..., Tr siano ordinate o no, oppure dalla scelta di interrompere la prova ad
un tempo fissato o alegtorio.) E facile dedurre dall’equazione precedente che la stima
di massima verosimiglianza per @ & datada - '

B 1 s
SIS
i=1 - i=1

;Sue si denota con T l‘a statisti;a (aleatoria) che rappresenta il tempo complessivo di
) nzionamento del sistema, sx_vecle che 377, i + 3 i, ¥i costituisce la sua realiz-
daamonc, quindi lo stimatore di massima verosimiglianza & anche in questo caso dato

(14.3.21)

¥

(14.3.22)

(143.19)
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La distribuzione di /R a questo livello di generalith non pud essere dedotta2
quindi non siamo in grado di esibire intervalli di confidenza per 6.

Anziché proseguire in questa direzione ci rivolgiamo ora allo studio delle stime
bayesiane.

14.3.4 Approccio bayesiano

Supponiamo di mettere in prova dei componenti con tempi di vita esponenziali e indi-
pendenti, con media incognita 6. Come notato nell’Osservazione 14. 3 .2, 1a likelihood
dei dati pud essere espressa lramlte

(dat1|9) **/9

dove con t si & indicato il total time on test, ovvero la somma dei tempi per cui sono
stati in funzione tutti i pezzi provati. Come in precedenza r denota il numero di guasti
osservati.

Denotiamo con A := 1/6, I'intensita della distribuzione esponenmale in esame.
Nell’approccio bayesiano & pill conveniente lavorare con A che con il suo reciproco.
La likelihood di questo nuove parametro si riscrive nella forma

F(dati|\} = KaTe™ (14.3.23)

Se si suppone prima del]’espenmento, che ) abbia den51ta a priori g(A), la relativa
densit a posteriori, in funzione dei dati &

o fldat|A)g(X)
g = THdala)g(e)dn
_ Are—J\t g( )\)
= [aremstg(u)du

La densita a posteriori precedente assume una forma particolarmente conveniente

(14.3.24)

quando g & una densita di tipo gamma. Denotiamo con b ed a i relativi parametri, in -

modo tale che g prende la forma seguente,

b
g(x) = WAM e, A>0 (14.3.25)

¢ I'Equazione (14.3 24) diviene
(Aldatl) C)\H"_l —(a+t))\ A > 0

® Unpa difficolts ad esempio & costituita dal fatto che v e K sono entrambe aleatorie e non sono
indipendenti: .
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dove C & una costante che non dipende da A. Siccome I'espressione precedente

~ deve essere una densith di probabilitd, vi riconosciamo una distribuzione gamma di

parametri b + r ed a + ¢, deduciamo che C = (a + £)*+7/T'(b + r), e otteniamo che

' o (@t ey
Aldati) = 2272 \bHTlg—(aH0A 14.3.26
In altri termini, se la distribuzione a priori di A & di tipo garnma con parametri b ed «,
allora indipendentemente dalla struttura dell’ esperimento, la distribuzione condizio-
nale di A, a posteriori dell’osservazione dei dati, & di tipo gamma con parametri b+ R

S eatT, dove T ¢ R rappresentano come al solito il total time on test degli oggetti e il

numero di guasti osservati: Poiché il valofe atteso'di una variabile aleatoria gamma di
parametri b e 2 & b/a (si veda la Sezione 3.7), possiamo concludere che lo stimatore
di Bayes di A, F[A|dati] & dato da

Blxdati] = 2F 8 (14.3.27)

a+T

Esempio 14.3.5. Supponiamo che vengano messi in prova (in momenti diversi) 20
componenti con tempi di vita esponenziali di intensita incognita A. Alla conclusione
dell’esperimento, 10 esemplari si sono guastati, dopo essere stati in funzione per un
numero di ore: '

57 628179 15 18 39 46 5.8

Gli altri 10 pezzi al momento dell’interruzione dell’espenmento erano stati in fun-

. zione per un numero di ore:

3 32 41 18'16 2.7 1.2 54 103 1.5

Se prima dell’esperimento la nostra convinzione era che A avesse distribuzione
gamma di parametri 2 e 20, qual & lo stimatore di Bayes per A?
Siccome
r=1163 e R=10

segue che la stima bayesiana di A

B[A|dati) = % ~0088 O

Osservazione 14.3.3, Come abbiamo visto, la scelta della gamma, come distribu-
zione a priori per 'intensith dei tempi di vita esponenziali, rende i calcoli piuttosto
semplici. Anche se dal punto di vista delle applicazioni, questa non & una giustifica-
zione sufficiente, tale scelta viene spesso motivata dalla flessibiliti con cui si posso-
no fissare i due parametri, che consente di approssimare ragionevolmente quasi ogni
convinzione a priori si possa esprimere.



558 Affidabilita dei sistemi

14.4 - Confronto di due campioni

Una azienda possiede due stabilimenti per la produzione di valvole termoioniche. Si
immagina che questi componenti abbiano tempi di vita esponenziali, e si denotano
con #; e 6; i tempi di vita medi relativi ai due impianti. Per verificare I'ipotesi che i
prodotti dei due stabilimenti siano equivalenti (almeno per quanto rigoarda il tempo
di vita medio), si estraggono campioni indipendenti di » e m valvole rispettivamente,
che vengono esaminati.

Denotiamo con X, X5,..., X, i tempi di vita delle n valvole campionate dal
primo stabilimento, e con Y], Y5, ..., ¥, quelli delle m valvole provenienti dal se-
condo. Vogliamo verificare l'ipotesi X, : &, = &, supponendo che le X; e le Y;
siano campioni aleatori indipendenti di popolazioni esponenziali con medie &, e &;.

Per prima cosa notiamo che 37, X; e ) i, Y; (essendo somme di esponenziali
ii.d.) sono vartabili aleatorie gamma indipendenti con parametri rispettivamente n e
1/6; 1a prima, m e 1/6; la seconda. Dall’equivalenza tra la distribuzione gamma e la
chi-quadro deduciamo che : '

25

n
=1
5 m (14.4.1)
'é; Z Yi~ X%.m
i=!

Percit dalla definizione di distribuzione F' di Fisher otteniamo che

X (12 P2\
e - GaY %) (X K) ~Fum (1442)

i=1 i=1

dove si sono indicate con X e Y le due medie campionarie.
Percid se I'ipatesi 8 = 8, & soddisfatta, il rapporto X /Y ha distribuzione F con
n e m gradi di liberth. Questo fatto suggerisce di costruire il test di

Hy:6,=0 contro H :6,#6;

come segue: (1) si sceglie un livello di significativith o (2} si determina il valore v
assunto della statistica X /Y'; (3) si calcola P(F < v), dove F ~ F,, ,; (4) se tale
probabilita risulta inferiore ad /2 o superiore ad 1 — /2, I'ipotesi viene rifiutata;
nel primo caso perché X & sensibilmente inferiore a Y, nel secondo caso perché &
vero il contrario.

Cambiando punto di vista, & possibile calcolare il p-dei-dati, che & dato da

p-dei-dati = 2min{P(F < v), 1 - P(F < v)} (14.4.3)

14.5 La distribuzione di Weibull & 55

Eaiempio 14.4.1. Verifichiamo al 5% di significativita I'ipotesi che i tempi di vit
dei componenti provenienti dai due hnpianﬁ abbiano la stessa distribuzione. Sup
?oqjamo che i dati siano variabili aleatorie ‘esponenziali provenienti da popolazior
indipendenti. Un campione di 10 componenti del primo impianto ha totalizzato u
tempo di funzionamento complessivo di 420 ore, mentre 15 pezzi provenienti ds
secondo impianto hanno raggiunto un totale di 510 ore,

T valore della statistica del test &¢ X/¥ = 42/34 =~ 1.235. Per calcolare |
probabiliti che una F dj Fisher con 10e 15 gradi di liberth realizzi un valore inferior
a questo, eseguiamo il Programima 5.8.3, ottenendo che

P(FID,IS < 1235) = (1L.655
Siccome il p-dei-dati risultante & 2 x (1- 0;_655) = 69%, non si pud rifiutare H,. C

14.5 La distribuzione di Weibull

La distribuzione esponenziale che abbiamo studiato finora corrisponde ai casi in cu
Is:l flm:z.ione intensitd di rotture A(¢) si riduce  ad una costante. Vi sono perd molts
situazioni in cui & pii realistico supporre ché A(t) sia una funzione crescente’ o de.
crescente* del tempo. - '
Un esempio di funzione di rotture di questo tipo & dato da
Mt)=apth~!, >0 ' (14.5.1
dove o e 3 s0no costanti positive qualsiasi. La distribuzione che corrisponde a questz
-scelta di A prende il nome di distribuzione di-Weibull di paramelri. a e . Si noti che
A & una funzione crescente se 5 > 1 e decrescente se 3 < 1, mentre se 5 = 1 diviene
costante, ¢ la distribuzione si riduce ad una esponenziale di intensita o,

I._.e funzioni di ripartizione e di densitd di Weibull si ottengono a partire dall’E-
quazione (14.2.3) e dalla definizione di X: - :

| F(t)=1—exp{—__[A(s)ds}
©t>0

=1-e (14.5.2)

H

_d —;rtﬁ
. =aftfle® - t>0 (14.5.3)
‘Ii.iaﬁFigura 14.2 rappresenta i grafici di densitd di questo tipo per diversi valori di o e

k] - . . . -
Quando gli oggetti studiati subiscono un continuo detérioramento.

' . . ' . - P ! i -
Quando alcuni degli opgetti studiati hanno difetti di fabbricazione che li portano a guastarsi presto.
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Weibull (1, 0.5) Weibull (1,1}
12 T T 1 | 16 | . S
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x ) .

Weibui (1, 2) Weibul (1,3)
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] ] T = R T TR
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o6l | o8 -
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Figura142  Punzioni di densita di distribuzioni Weibull.

Supponiamo ora che X1, X3,..., X sianc variabili aleatorie di tipo Weibull
indipendenti e tutte aventi i medesimi parametri o € 3, che si assumono in-
cogniti. Per stimare a e J usiamo I'approccio della massima verosimiglianza.
Dall’EBquazione (14.5.3) si ricava che - ’

flx1, T2y, %n) = a"ﬁ“wf"l . exp{—aztf} (14.5.4) .
i=l

per cui il logaritmo della verosimiglianza risulta

. . . n .on
log f(z1,%2,--.,%n) =nloga +nlog+ (B — 1)2103‘:3; —aZz-f

i=1 i=1

Calcoliamo le derivate parziali per cercare i punti critici della verosimiglianza,
n
-yt
i=1

' n L]
log f(z1,%2,...,%n) = E+ E logz; — o E :r:'?log:r,-

i=l i=1

Rla

E) .
'a—alﬂgf(ﬂ?lﬂza---,xn) =

i
98
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"Uguagliando a zero Queste due formule si possono trovare delle relazioni per le stime

di massima verosimiglianza & ¢ §:

n .on
% Zlog:u,- - amelngw; =0
i=1

0, equivalentemente,

n -1
a= (%Zm?) .

i=}

O

i=1 =1 =1

© (14.5.5)

Quest’uitimo sistema di equazioni pud essere risolto, ricavando (numericamente) 3
dalla seconda, & poi sostituendo il suo valore nella prima per ottenere a.

Piuttosto che proseguire con questo approccio, preferiamo introdurre una seconda
strategia, che risulta non solo computazionalmente pill agevole, ma sembra anche
fornire stime pid accurate, come & indicato da studi di simulazione recenti.

14.5.1 Stima parametrica con il metodo dei minimi quadrati

Sia X}, X2, - - - , Xpn un campione aleatorio di Weibull con funzione di ripartizione
F(m)=1—e'““ﬂ, z>0
Possiamo linearizzare questa espressione nel modo seguente:

log(l — Fi(z)) = —ax?

log (1—_—}‘;@) = azxf

loglog (TTlsz)) =loga + Blogz (14.5.6)

Riordiniamo il campione dal valore minore al maggiore, denotando i dati permu-
tati con X(j) < Xz <--- < Xmyperi=12,...,m, indichiamo con ;) il valore
osservato per X(iy.

Accettiamo per ora di essere in grado di approssimare i valori loglog[1/(1 —
F{z))] (che sono incogniti perché non conosciamo la forma di F' che dipende da
a e ) con una n-upla di valori 41,12, - - -, ¥n. Si deduce dall’Equazione (14.5.6) che

¥ = loga + Flog zy), i=1,2,...,n
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Possiamo a questo punto scegliere o € J in modo da minimizzare la somma dei
quadrati degli errori, ovvero

> (s — Blogz(;) — log a)?

f=]

In effetti, applicando la Proposizione 9.2.1 a pagina 344, si deduce subito che il
minimo si ottiene quando i parametri sono & e 3, definiti da

Yo vilog T — ng - logx

Tr (logz(g))* ~ n(log z)? (14.5.7)
& = exp{§ — flogx}

Am

dove si & posto
—_ 1 | 1< - .
logz := " _Elogm’m e gi= o Zy,— (14.5.8)
i=1 i=1
Restano da determinare dei valori 3; che approssimino le quantith incognite:

log log (1—__—1;(;@) = log[— log(1 — Flz Nl i=12,...,n

Presentiamo di seguito due metodi che permettono di ottenere questo tipo di appros-
simaziomi.

Metodo 1  Si usa il fatto che

E[F(Xg)] = ni - (14.5.9)

e si approssima F(z(;y) con E[F(X(;))], ponendo
¥ = log(—log(1 — E[F(X(;)]))

zlog[-los(l‘nil)]

= loglog(n—fl-:__Tll) {14.5.10)

Problemi o 563

Metodo 2  Si usa qui il fatto che

11 1
E['-l()gl-—F.X‘ = - —_— - R —
, (1 - F(X) R (14.5.11)
" ponendo di conseguenza
Y = oy (_l__f_ 1. 1
i g 2 n“1+.: +m) (14.5.12)

Osservazione 14.5,1. ,
(@) Non ¢ chiaro ad oggi quale di questi metodi fornisca le ntigliori stime dei
parametri delle distribuzioni di Weibull. -

{b) La dimostrazione delle Equazioni (14.5.9)e (14.5.11) & I’argomento dej Problemi
dal 28 al 30, _ R :

Problemi -
1. Una variabile aleatoria con funzione di ripartizione data da
F(t) = 1 — exp{—atf}, t>0
si d?ce di Weibull di parametri o e §. Calcola la funzione di intensith di rotture
corrispondente, g
2. Siano X e Y due variabili aleatorie indipendentji. con funzioni di intensita di rotture A, (t)
& Ay(t). Dimostra che la funzione intensita di rotture di Z := min{X, Y} &

As(t) = Ax(t)j;+ Ay(t)

3. Il rischio di contrarre un tumore ai polmoni, per un fumatore almeno quarantenne, pud
essere approssimato dalla fonzione '

T ¢
At) = 0.027 + 0.025 (%) . t>40

dove t rappresenta I’eta in anni. Supponendo che un fumatore di 40 a.'tmi 1on muoia per
a]lr? cause, ¢ che non smetta mai di fumare, qual 2 la probabilith che giunga (a) ai 50
anni di sta, o (b) ai 60 anni di et3, senza contrarre questa malattia?

4, Sup;())oni che il tempo di vita di un certo prodoto abbia intensita di rotture A(t) =%, per
t>0 -

(2) Qualéla probabilita che un esemplare fuﬁzioni per pitt di 2 unitk di tempo?
(b} Qual 2 la probabilita che i guasti tra gli istanti 0.4 e 1.47

E
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(¢} Qual & la vita media?

(d) Qual & la probabilita che un esemplare di etd 1 funzioni aimeno per un’altra unita
di tempo?

5. La distribuzione di un tempo di vita aleatorio si dice IFR (increasing failure rate) se la
sua intensita di rotture & una funzione non decrescente di ¢.

(a) Dimostra che la seguente densita di tipo gamma & IFR:
fi)=2te ™,  t>0

(b) ‘Dimostra pill in generale che un# distribuzione gamma di parametri o € A & IFR
solose o > 1. Lo s . o
6. Dimostra che la distribuzione uniforme sullintervallo (a, b) & IFR.
7. Per il modello della Sezione 14.3.1, spiega come si pud usare la figura seguente per
giustificare che ’
r
=3y
=1

dove si & posto .
Y= (n—j + WX ~ X))

KXol

Xenl ———

0 1 2 3 r—3r-2r-1r

Suggerimento: Entrambe le grandezze T e )7, ¥; rappresentano I"area della figura qui
sopta, da due punti di vista diversi. )

8. Un esperimento di prova simultanea di 30 transistor con vita esponenziale i.id. viene
interrotto al decimo guasto. Si osservano, per i componenti che si guastano, le ore di vita
seguenti:

41 73 132 188 245 30.8 33.1 455 53 62.2

(a) Qual 2 la stima di massima verosimiglianza per la vita media dei transistor?
(b) Calcola un intervallo di confidenza bilaterdle al 95% per il tempo di vita medio.

m#ﬂaﬁ§éﬁ“é%?¥ﬂi$f’:5:=ffw-v e e
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9.

10.

11.

12.

- 13

*14.

(¢) Determinaun vatore ¢ che possiamo affermare essere inferiore alla media dei tempi
di vita, con il 95% di confidenza. '

(d) Verifica al 10% di significativita 1"ipotesi che il tempo di vita medio sia di 7.5 ore,
usando una alternativa bilaterale.

Supponi di dovere verificare I'ipotesi Hy : 8 = 0p in alternativa ad H, : 8 £ @y, con
un esperimento strutturato secondo il modello della Sezione 14.3.1. Denota con v la
realizzazione della statistica 2r/8y. Mostra che I’ipotesi nulla va rifiutata se il Tivello di
significativiti & superiore al valore del p-dei-dati, dato da

p-dei-dati = 2 min{P(x2, < v}, 1 — Pk < ¥)}

Dove x2, rappresenta uria variabile aleatoria con distribuzione chi-quadro con 2r gradi
di liberta. ' S

In un esperimento vengono messi in prova 30 componenti, e si interrompe tutio quando
si verifica il guasto numero 8. I tempi in cui si hanno i guasti, in ore, sono i seguenti:

035 073 09% 140 145 1.83 220 272

Verifica al 5% di significativith I'ipotesi che la vita media sia di 1 ora. Supponi che i
tempi di vita siano esponenziali.

Immagina che vengano messi in prova simultanea 20 oggetti ¢ che si sia deciso di tertai-
nare la sperimentazione in corrispondenza del decimo guasto. Calcola (a) valore atteso
e (b) varianza della durata dell’esperimento.

Le valvole termoioniche prodotte in una certa fabbrica hanno vita esponenziale di media
incognita §. Per stimare il valore di questo parametro si vogliono mettere in prova simul-
taneamente 1 di questi componenti, fermarsi al decimo guasto, e possibilmente il tutto
non dovrebbe rchiedere (mediamente) pid di 3 ore di sperimentazione. Se si pensa che
un valore sensato per @ sia 20, quanto grande deve essere scelto il numero di componenti
da esaminare n? '

Un tipo di componenti elettronici viene sottoposto ad un esame sequenziale della durata
di 300 ore. Il numero di guasti osservati & 16. Assumi che i tempi di vita (misurati in
ore) siano espenenziali i.i.d. con media incognita 6.

(@) Trovala stima di massima verosimiglianza di 8.
(b) Verifica conil 5% di significativiti 1'ipotesi che 8 = 20 contro I’ alternativa @ # 20.
(¢) Determina un intervallo di confidenza al 95% per 8. '

$i ottiene un processo di Poisson se si conta il numero di “eventi” separati da pause
esponenziali indipendenti, che si verificano in un intervallo di tempo figsato (si veda la
~Sezione 5.6.1). Dirmostra che, se X & una variabile aleatoria di Poisson di media /2,
e F,: denotala funzione di ripartizione della distribuzione chi-quadro con 2n gradi di
liberta, _
P(X >n)=Fa (z)
Suggerimento: Usa i risultati della Sezione 14.3.2
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15.

16.

17.

18.

19.

21.

Gli oggenti di un campione estratto da una popolazione con vita esponenziale di media
8, vengono provati uno dopo I'altro, fino al momento del guasto r-esimo, o al pid tardi,
al raggiungimento dell'istante 7", :

(a) Determina la funzione di verosimiglianza.

(b) Verifica che anche in questo caso 1o stimatore di massima verosimiglianza & dato
dal rapporto tra il total time on test degli esemplari provati, e il numero di guasti
osservati.

Dimostra che la stima che comisponde alla funzione di massima verosimiglianza data
dall’Equazione (14.3.20) & quella espressa dalla Equazione (14.3.21).

Un laboratorio ha strumentazione sufficiente a tenere in prova contemporaneamente un
massimo di 5 componeanti, Si devono testare 10 pezzi provenienti da una comune popo-
lazione esponenziale, e si decide di cominciare con 5 di essi, sostituendo via via quelli
guasti con altri nuovi, fino al guastarsi di tutti e dieci, oal raggiungimento delle 200 ore
di prova. Se alla fine si sono contati 9 guasti, che si sono verificati agli istanti

15 282 46 622 76 B6 128 153 197

Qual & la stima di massima verosimiglianza del tempo di vita medio di questi componen-
ti?

Supponiamo che il tempo di remissione della lencemia dopo un tipo di trattamento che-
mioterapico sia (espresso in settimane) nna variabile aleatoria esponenziale di media
incognita §. Si tiene sotto controllo un gruppo di 20 pazienti, & al momento attuale, i loro
tempi di remissione sono di :

1.2 22 41 56 84 [118] 162 217
41 493 605 94 98 992

dove si sono evidenziati con un riquadro i casi in cui Ia remissione non & ancora completa,
Qual & la stima di massima verosimiglianza di 67

Con riferimento al Problema 17, supponi che si ipotizzi che la distribuzione a priori di
A := 1/8, sia una gamma di parametri 1 e 100. Quanto vale lo stimatore di Bayes di A?

. Quale sarebbe lo stimatore di Bayes del parametro A := 1 /4, se nel Problema 18 fosse

nota la distribuzione a priori di A, esponenziale di intensita 307
Quelli riportati qui sotto sono i minuti di funzionamento prima di rovinarsi, di due tipi di
isolanti elettrici sottoposti ad una forte differenza di potenziale, ‘

Tipol | 212 88.5 1223 1164 125 132 66

Tipo2 |346 54 162 49 78 121 128

Verifica l'ipotesi che i due campioni di dati provengano dalla stessa distribuzione
esponenziale,

Problemi : 367

22. Si suppone che due tipi di transistor abbiano tempi di vita con distribuzioni esponenzia-

li (eventualmente) diverse. Si vuole verificare I'ipotesi che i tempi di vita medi siano
identici; a questo scopo si mettono in prova 7y trasistor del primo tipo, arrestando 1'e-
sperimento al guasto ry-esimo, ¢ si procede similmente con n; componenti del secondo
tipo, interrompendao 2l guasto r-esimo.

(a) Usando i risultati della Sezione 14.3.1, mostra come [’ipotesi di nguaglianza delle
medie possa essere verificata usando una statistica che, sotto 'ipotesi nnila, ha
distribuzione F' con 2r; e 2r;. gradi di liberta.

{b) Supponi che i parametri concreti sianc
ny = 20 =10 ny = 10 o =7

e che gli istanti in cui si sono osservati i guasti siano stati

Tipo 1 I 104 232 314 .45 611 696 813 952 112 1294
Tipo 2 | 6.1 13.8 212 316 464 667 924

Qual & il pin piccolo livello di significativith o con il quale si rifiuta 1'ipotesi che
le medie siano uguali? (In-altre parole; quanto vale il p-dei-dati?)

» Sia X una variabile aleatoria di Weibull con p;arameui o e 3. Dimostra che

E[X) = o~ VPT(1 + 1/5)

dove I denota la funzione garmma di Bulero, _Eit;ﬁnita da

. o
M= [ eovtis
b
Suggerimento. Scrivi o E
E[X] = / taftP— e dt
o .
quindi esegui il cambio di variabili
z=otf, = dz=aft’Vdi

. Mostra che la varianza di una variabilie aleath'ia di Weibull di parametri @ e 5 & data da

oo (3) (1)

. Quelli che seguono sono dati campionati da una distribuzione di Weibull di parametri

incogniti @ e 3. Determina le stime dei minimi quadrati dei parametri, nsando ciascuno
dei metodi presentati.

154 168 6.2 106 214 182 1.6 125 194 17

. Mostea che sc X & una variabile aleatoria di tigo Weibuil di parametri a e , allora o:X?

2 una variabile aleatoria esponenziale di media 1.



568 Affidabilita dei sistemi

27, Sia I una variabile aleatoria uniforme su (0, 1). Dimostra che [—o ' log U]!/# & di tipo
Weibull con parametri cc e 3.

1 tre problemi segienti riguardano le Equazioni (14:.5.9) ¢ (14.5.11).

28. Sia X nna variabile aleatoria continua con funzione di ripartizione F. Dimostra che
F(X) e 1 — F(X) hanno entrambe distribuzione uniforme su (0, 1).

29. Sia X il valore i-esimo (in ordine crescente) di un campione di n osservazioni indipen-
denti di una popolazione con funzione di tpartizione F. Sia similmente Uy V'i-esimo
valore di n, variabili aleatorie indipendenti, uniformi su (0, 1).

(a) Mostra che la funzione di densitd di Uy;y & data da R

nl

oo = oo 0T 0!

Suggerimento: Affinché 1’i-esima (in ordine crescente) di n variabili aleatorie uni-
formi & indipendenti valga t, quante di esse devono valere meno di £, e quante di
pid? E quanti modi diversi ci sono per dividere un gruppo di n elementi in tre
gruppi di ampiezzai— 1, 1en—i? :

{b) Usa la parte (a) di questo problema per dimostrare che ElUg] =i/(n+1).

Suggerimento: Per risolvere I'integrale risultante, usa il fatto che la densith di -

probabilitd fr;,, ha integrale unitario.
(¢) Usa il Problema 28 per dimostrare che E[F(X(;)] =i/(n+ 1).
30. (a) Dimostra che se U & uniforme su (0, 1), allora — log I/ ha distribuzione esponen-
ziale di media 1.
{b} Usa V'Equazione (14.3.8) ¢ i risultati dei problemi precedenti per dimostrare la
validita dell’ Equazione (14.5.11).

Tabelle

A.1 Funzione di ripartizione della distribuzione normale standard
A.2 Probabilith di coda per le distribuzioni chi-quadro

A.3 Probabilita di coda per le distribuzioni ¢ di Student

A.4 Probabilita di oda pér le distribuizioni F" di Fisher

A.5 Costanti per i confronti multipli nella analisi della varianza
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Tabelle

Tabeila A.1

’ x
‘tll(:r:) = “i?.;r-./ g V2 dy
v —00

Funzione di ripartizione della distribuzione normale standard

z 000 001 002 003

0.04

005

OIOG 0.07

008  0.09

00 0.5000 05040 0.5080 0.5120
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517
02 05793 0.5832 0.5871 0.591¢
03 06179 0.6217 0.6255 0.6293
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664

05 _ 0.6915-0.6950 _0.6985 0.7019

0.6 (.7257 0.7291 0.7324 0.7357
0.7 0.7580 0.7611 (.7642 0.7673
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967
0.9 0.815% 0.8186 0.8212 03238
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485
1.1 (.8643 0.8665 0.8686 0.5708

‘1.2 7 0:8849-0.8869 (.8888 0.8907

<

13 09032 0.9049 0.9066 0.9082
14 0919209207 09222 0.9236
1.5 09332 09345 0.9357 0.9370
16 . 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484
1.7 09554 09564 0.9573 0.9582
1.8._09641 0.9649 0.9656 0.9664
1.9 09713 09719.0.9726 09732

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700

07054

0.738%
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671

09738

0.5195
0.5596

0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
09115
0.9265
09394
0.9505

0.9599,

0.9678

09744

20 09772 09778 0.9783 0.978850.979370.979%

2.1 0:9821 0.9826 0.9830 0.9834
22 09861 0.9864 0.9868 0.9871
3 0.9893 0.9896 (0.9898 0.9901
24 09918 09920 0.9922 0.9925
2.5 09938 0.9940 0.9941 09943
26 09953 09955 0.9956 0.9957
27 09965 0.9966 0.9967 0.9968
2.8 09974 0.9975 09976 0.9977
2.9 09981 0.9982 0.9982 0.9983
30 09987 0.9987 0.9987 09988
3.1 09990 0.9991 0.9991 0.9991
32 09993 0.9993 0.9994 0.9994
3.3 09995 0.9995 0.9995 0.9996
34 09997 0.9997 0.9997 09997

0.9838
0.9875
0.9504
0.9927
0.9945
0.995%
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988
0.99%2
0.9994
0.9996
0.9997

0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.958%
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.$239 0.5279
{04636 0.5675

0.59871

0.6026 0.6064
0.6406 0.6443
0.6772 0.6808
07123 0.7157
0.7454 0.7486
07764 0.7794
0.8051 0.8078
0.8315 0.8340 |
0.8554 0.8577
0.8770 0.8790
0.8962 0.8980
09131 0.9147

0.5319 0.5359

0.5714 05753 -

0.6103 0.6141
0.6480 0.6517
0.6844 0.6879

0.7190_0.7224>

0.7517 0.7549
0.7823 0.7852
0.8106. 0.8133
04365 '0.8389
0.8599 0.8621
0.8810 0.8830

0. 8997 09015

0.9162 09177

0.9279 -0.9292 /0.9306 /0.9319

0.9406 0.9418
0.9515 0.9525
0H608 0.9616

' 0.9686 0.9693
[0.9750 |0.9756

"0.9803” 0.9808
0.9846 0.9850
0.9881 0.9884
0.9909 0.9911
0.9931 09932
0.9948 0.9949
09961 0.9962
09971 0.9972
0.9979 0.9979
0.9985 0.9985
0.9989 0.9989

0.9992 0.9992°

0.9994 0.9995
0.9996 0.9996
0.9997 0.9997

0.9429 0.9441
0.9535 0.9545
0.9625 0.9633
0.9699 0.9706
0.9761 0.9767
0.9812 0.9817
0.9854 0.9857
0.9887 0.9890
0.9913 0.9916
0.9934 0.9936
0.9951 0.9952
0.9963 0.9964
0.9973 0.9974
0.9980 0.9981
0.9986 0.9986
0.9990 0.9990
0.9993 0.9993
0.9995 0.9995
0.9996 0.9997
0.9997. 0.9998

Tabelle . 571
Tabella A2 Valori assunti da x? , ?i',
: ~
n 0995 099 0975 095 005 0025 001 0005
1 000004 000016 000098 000393 3.841 5024 6635  7.879
2 00100 00201 00506 0103 - 591 7378 9210 10597
30072 0115 0216 0352 7815 9348 11345 12838
4 0207 0207 0484 0711 9488 11143 13277 14.860
5 0412 0554 0831 1145 11070 12833 15086 16.750
6 0676 0872 1237 1635 12592 14449 16812 18.548
7 0989 1239 1690 2167 14067 16013 18475 20278
8 1344 1646 2180 2733 15507 17535 20090 21.955
9 1735 2088 2700 3325 16919 19023 21666 23.589
10 2156 2558 3247 3940 18307 20483 23209 25188
11 2603 3053 3816 4575 19675 21920 24725 26757
12 3074 3571 4404 5226 21026 23337 26217 28300
13 3565 4107 5009 5892 22362 24.736 27.688 20.819
14 4075 4660 5620 6571 23685 26119 29.141 31319
15 4601 5229 6262 7261 24996 27488 30.578 . 32.801
16 5142 5812 6908 7962 26296 28.845 32000 34.267
17 5697 6408 7564 8672 27.587 30.191 33409 35718
18 6265 7015 8231 9390 .28.869 31.526 34805 37.156
19 6844 7633 8907 10.117 ' 30.144 32852 36191 38582
20 7434 8260 9.591 10.851 31410 34170 37566 39.997
21 8034 8897 10283 11591 -32671 35479 38932 41.401
22 8643 9542 10982 12338 33924 36781 40289 42.796
23 9260 10196 11689 13.001 35172 38076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12401 13.848 36415 39364 42980 45559
25 10.520 11524 13.120 14611 37652 40646 44314 46928
26 11160 12198 13844 15379 38885 41923 45642 48290
27 11.808 12879 .14.573 16151 40.113 _ 43.195 46963  49.645
28 12461 13.565 15308 16928 41337 44461 48278 50993
29 13121 14256 16047 17708 42557 45722 49.588 52336
30 - 13.787 16791 18493 43.773 46979 50.892 53.672

14.953




1572 Tabelle
{TabellaA.3  Valori assunti da ¢, ,,
; - -
,on 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
o1 3.078 5314 12.706 31.821 63.657
) 1.886 2.920 4303 6.965 9.925
3 1.638 2353 3.182 4.541 5.841
a4 1.533 2.132 2776 3.747 4.604
. 1.476 2.015 2.571 3.365 4032
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 1.415 1.895 .2.365 2.998: 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.896° 3.355
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1372 1.812 2228 2.764° 3.169
;1 1:363 1.796 2.201 2.718 3.106
. 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
. 1.350 1771 2.160 2,650 © 3,012
14 1.345 1.761 2.145 . 2624 2.977
P15 134 1753 213 2.602 2.947
16 1.337 - 1.746 2.120 2.583 2921
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
| 19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 1323 1.721 2.080 2518 2.831
22 1321 1.717 2.074 2.508 2.819
P23 1319 1714 2.069 2.500 2.807
24 1.318 1711 2.064 2.492 2797
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26’ 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 1314 1.703 2.052. 2473 2.771
28 1313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 1.311 1.699 " 2.045 2.462 2756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
40 1.303 1.684 2.021 2423 2704
50 1.299 1.676 2.000 2.403 2.678
70 1.294 1.667 1.994 2381 2.648
100 1.290 1.650 1.984 2.364 2.626
o0 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576
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Tabelle

Tabella A.4  Valori assunti da F} 5.5, ym; 72 Tappresenta i gradi di liberta al numeratore € m
s quelli al denominatore.
m 1 2 3 4 5 6 7
1 16145 199.50 215.71 224.58 230.16 23399 236.77
2 1851 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35
3 10.13 9.55 9.28 9.12 2.01 8.94 8.89
4 7.7 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88
6 599 2 .514. - 476 453« 439 4.28 421
7 559 - 474 4.35 412 P 3m 3.87 3.79
g 5.32 4.46 4.07 3.34 3.69 3.58 3.50
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29
10 4.96 4,10 371 3.48 333 3.22 314
11 4.34 398 3.59 3.36 3.20 3.9 3.01
12 4.75 3.89 3.49 3.26 in 3.00 29
13 4.67 3.81 341 3.18 3.03 2.92 2.83
14 4.60 374 - 334 3 2.96 2.85 2.76
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 279 271
16 4.49 3.63 3.24 3.01 -2.85 2.74 2.66
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61
18 . 4.41 3.55 3.16 2.93 277 2.66 2.58
19 438 3.52 .13 2.90 2.74 2.63 2.54
20 435 3.49 3.10 2.87 27 2.60 2.51
- 21 4,32 347 3.07 284 2,68 2.57 2.49
22 430 344 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46
23 428 342 3.03 2.80 264 2.53 2.44
24 426 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 242
25 424 3.39 2.99 2.76 260 2.49 2.40
30 4.17 332 292 2.69 2.53 - 242 233
40 4.08 3.23 284 - 2.61 245 2.34 2.25
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 225 2.17
120 3.92 3.07 2.68 245 229 2.18 2.09
00 3.84 3.00 2,60 2,37 221 2.10 2.01




574 Tabelle
Tabella A.5  Valori assunti da C{m, d, o)

d 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 005 364 460 522 567 603 633 658 680 699 7117
001 570 698 780 B42 891 932 067 997 1024 1048

g 005 346 434 490 530 563 590 612 632 649 665
001 524 633 703 756 797 832 B61 887 910 930

7 005 334 416 468 506 536 561 582 600 616 630
001 495 592 654 701 737 768 794 B17 837 855

g 005 326 404 453 489 517 540 560 577 592 605
001 475 564 620 662 696 724 747 768 7.8 803

g 005 320 395 441 476 502 524 543 559 574 587
001 460 3543 596 635 666 691 713 733 749 764

o 005 315 388 433 465 491 512 530 546 560 572
001 448 527 577 614 643 667 687 705 721 736
005 311 382 426 457 482 503 520 535 549 56l
001 439 515 562 597 625 648 667 684 699 .13

1o 005 308 377 420 451 475 495 512 527 539 551
001 432 505 550 58 610 632 651 667 681 694

13 005 306 373 415 445 469 488 505 519 532 543
001 426 49 540 573 598 619 637 653 667 679

14 005 303 370 411 441 464 483 499 513 525 536
001 421 48 532 563 588 608 626 641 654 666

15 005 301 367 408 437 459 478 494 508 520 531
0.01 417 484 525 556 580 599 616 631 644 655

16 005 300 365 405 433 456 474 490 503 515 526
001 413 479 519 549 572 592 608 622 635 646

17 005 298 363 402 430 452 470 486 499 511 521
001 410 474 514 543 566- 585 601 615 627 638

13 005 297 361 400 428 449 467 482 49 507 517
001 407 470 509 538 560 579 584 608 620 631

ap 005 295 358 39 423 445 462 477 49 501 51l
001 402 464 502 529 551 569 584 597 609 619

34 005 292 353 390 417 437 454 468 481 492 500
001 396 455 491 517 537 554 569 581 592 602

30 005 289 349 385 410 430 446 - 460 472 482 492
001 389 445 480 505 524 540 554 565 576 585

40 005 286 344 379 404 423 439 452 463 473 482
001 382 437 470 493 511 526 539 550 560 5.69

60 005 283 340 374 398 416 431 444 455 465 4T3
001 376 428 459 482 49 513 525 536 545 553

120 005 280 336 368 392 410 424 436 447 456 464
001 370 420 450 471 487 500 512 521 530 537

oo 005 277 331 363 386 403 417 429 439 447 455
001 364 412 440 460 476 488 499 508 516 523
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auna via, 414, 416
bilanciamento campioni, 425
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ANOVA, 414n '
appaiati, dati; 37, 316
approssimazione di Poisson, 215
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215, 215n
aspettazione, vedi valore atteso
assiomi della probabiliti, 64
attributi, vedi carte di controllo per
attributi

baricentro e valore atteso, 115
Bayes, formula di, 75, 79
bayesiano, approccio, 269, 554
beetween (devianza), 418
Behrens-Fisher, problema di, 314
bias di uno stimatore, 263
bimodale, campione, 35
bit, 114 :
bivariato, campione, 37
bollettini di mortalitd, 4
bontd di adattamento, 451

nelle distribuzioni continue, 469

nelle distribuzioni discrete, 452,
460
box plot, 30

campione aleatorio, 3, 33, 205, 222,
. 414 '
cardinalita di un insieme, 31
j'cardinalité di un insieme, 469
carte di controllo, 505
lacarta S, 513
la carta X per il valore medio,
506
per attributi, 516 _
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519 ‘ '
per la media mobile, 523, 529
per la media mobile con pesi
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zione, 505
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versione empirica, 31
xZ, 188
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CLT, 208n
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ria, 38, 304
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129, 141, 365
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390 ‘
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' produzione, 505
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i De Moivre, Abraham, 171
De Morgan, leggi di, 63
. densitd condizionale, 109
. densita condizionale, 269
densita di probabilith, 96
congiunta, 102
devianza, 417n
deviazione standard, 125
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218, 221, 237,514
valore atteso, 246, 510
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congiunte, 102, 107
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congiunte, 99, 107
distribuzioni marginali, 100, 103, 462
distribuzioni, classi standard

beta, 271
binomiale, 146, 155, 162, 163,
210, 223, 258, 319, 337, 338
nei test classici, 326
nel test dei segni, 480, 482, 483
nelle carte di controllo, 516
binomiale negativa, 199
chi-quadro, 188, 191, 220, 515,
534 .
negli interval]i. di confidenza,
250:255; 262
" nei test classici, 317
nei test di adattamento, 453,
454, 457, 461, 463, 466
-hell’analisi della varianza, 4135
di Bernoutli, 145, 151, 223
stima di p, 233, 258
di Poisson, 154, 184, 324, 326,
377 .
nel test di adattamento, 460
nelle carte di controflo, 520~
522 _ ‘
stima di 2, 235
di Rayleigh, 541
di Weiball, 557

- esponenziale, 179, 185, 186, 232,

540, 542, 553
assenza di memoria, 180, 540
stima di A, 262
F di Fisher, 195
nei test classici, 318
pella analisi della varianza,
419, 425, 432, 437, 438
gamma, 185, 191, 262, 554
geometrica, 199 ’
nelle carte di conmtroflo, 509,
521
ipergeometrica, 160, 163, 224,
323
lognormale, 201, 237, 478
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normale, 33, 170, 208, 219
multivariata, 386
nei test classici, 288, 292, 295,
300, 308, 314, 321, 324, 325
nei test non parametrici, 486,
494, 499
nell’analisi della varianza, 415
nelle carte di controllo, 507,
508, 524, 527
standard, 173, 188
stima di e o, 236, 239, 244,
250,271 )
t di Student, 193, 221, 246
negli intervalli di confidenza,
1244, 255
nei test classici, 301, 304, 310
uniforme, 164, 169
nella simulazione, 249, 458,
471 .
stima dei parametri, 238, 266

effetto di riga e di colonna, 429, 434,
437

effetto placebo, 303

entropia di una variabile aleatoria, 113

equazioni normali, vedi minimi qua-
drati

errore di prima specie, 287

errore di seconda specie, 287, 291

errore quadratico medio, 122n, 263,
264

esito di un esperimento casuale, 60

evento probabilistico, 61

EWMA, carta di controllo, 527

fattori riga e colonna, 426
Fisher, Ronald A., 6
fit, 344n, 451
formula di fattorizzazione, 74, 79
frequenza, 12
cumulativa, 17

relativa, 13
funzione di massa di probabilitd, 94
condizionata, 108
congiunta, 99
funzione di ripartizione, 93, 95, 97,
541
congiunta, 98, 106
empirica, 469

- funzione di rischio, 540

funzione generatrice dei momenti, 129

. funzione indicatrice, 93, 113, 124, 151

fuori controllo, stato di, 505, 520

Galton, Francis, 6, 354

T di Eulero, 186, 511, 565

gaussiana, vedi distribuzioni, normale
genetica, 88, 148, 197

goodness of fit, 451n

Gosset, W. S, 6, 193n

grafici per i dati, 13, 15

Graunt, John, 4

Halley, Edmund, 5

ii.d. (variabili aleatorie), 133
IFR, 562
indipendenza
tra eventi, 80, 81
tra variabili aleatorie, 103, 107,
127,136
inferenza statistica, 2, 206, 231
paramelrica € non parametrica,
206
ingresso, variabili di (regressione),
341

. input, variabili di (regressione), 341

integrali multipli, un esempio, 103
intensita (v.a. esponenziale), 179, 540
intensita di rotture, funzione di, 540
interazioni (ANOVA), 434, 434
interpolazione lineare, 40, 344
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133
intervalli di classe, 16, 451
intervallo di confidenza, 239, 299,
353, 358, 360, 362, 392, 411,
544, 550
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con ampiezza prestabilita, 243,
260, 261
intervallo di predizione, 279, 361,
362, 394, 411
ipotesi statistica, 285
alternativa, 288
bilaterale, 295
composta, 286
nulla, 286, 298
semplice, 286
" unilaterale, 294
istogramma, 17

Kolmogorov, legge di frammentazione
di, 237

Laplace, 171
legge dei grandi numeri, 133, 457
legge di una variabile aleatoria, 98,
131
lettere ¢ buste, 121
likelihood, funzione di, 233, 269, 543,
549, 552 '
limiti di controllo, 505, 507, 512, 513,
518, 520, 524, 529, 538
livello di confidenza, xii, 239, 244
livello di significativita, 287, 290
log-likelihood, 233

marginali, vedi distribuzioni marginali
Markov, disuguaglianza di, 131
massima verosimiglianza, vedi stima-

tore di massima verosimi-

glianza

massimo e minimo di variabili alea-
torie iid., 135, 182, 238,
561 _
maximum likelthood estimator, 233n
media, vedi valore atteso
media campionaria, 22, 50, 207, 215,
219, 232, 282 ‘
media generale (ANOVA), 427, 434
media pesata, 23, 526
mediana, 139, 361n
nei test non parametrici, 480, 481
mediana campionaria, 23, 498
metodo T, 422
minimi quadrati
equazioni normali, 344, 379, 382
metodo dei, 343, 378, 382, 560
pesati, 372 '
miste, variabili aleatorie, 96n
MLE, 233n
moda, 272, 273, 361n
moda campionaria, 25
modello logistico, 372
momenti di una variabile aleatoria,
119, 130
Monte Carlo, metodo di simulazione,
249 -

N, 170

notazione matriciale, 383

numeri generati con un computer, 167
numerositd di un campione, 22

ogiva, 17
one-way (ANOVA), 414

p-dei-dat, xii, 290, 295, 297, 300,

302, 304, 305, 310, 311, 315,

317, 318, 320, 322, 323, 325

nei test di adattamento, 453, 457,
459, 461, 464, 471, 472
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popolazione, 3, 205
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122, 139
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probabilita di un evento, 64
processo di Poissen, 183, 563
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psi, 283

quantile, 139, 178
quartili campionari, 30
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rango di un dato, 484
€X 2equo o Hes, 489
regione critica, 286
regione di accettazione, 289
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attraverso 1’ origine, 404
lineare, 342

coefficienti, 342

multipla, 342, 381

retta di, 344

semplice, 342, 343-378
nonlineare, 368
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regression fallacy, 358
residui, 348, 367, 388
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. test del rango segnato, 483 -
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