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Dimostrazione Supponiamo che V = {vy,...v,} sia una base fatta di

autovettori. Questo significa che per ogni i, esiste \; € K tale che f(v;) = \vi.

Scriviamo allora la matrice che rappresenta f rispetto alla base V:
fv) = Aye = Ayt +0vz + ..

quindi la prima colonna e’ A, 0, ...,0;

f(v2) = Aova = 0vy + Aova + ..

quindi la seconda colonna e’ 0, A, ..., 0;

quindi 'ultima colonna e’ 0,0, ..., A,.

Quindi la matrice che rappresenta f rispetto a V, €’

e quindi e’ diagonale.

“Alice Garbagnati (UNIMI - 2019/2020)

A 0 ... 0
0O X ... O
K

.+ Ov,

.+ 0v,

+ AnVn
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Dimostriamo ora I’altra implicazione: sia

A 0 ... 0]

0 X ... O
My(f) = ; SRS :

00 ... A

Ricordiamo che se conosciamo la matrice rappresentativa di un’applicazione
lineare rispetto a delle basi note, conosciamo 1’applicazione stessa. In
particolare la prima colonna della matrice rappresentativa ci dice che

fvi) =Avi + 02+ ... + 0w,

quindi f(v1) = A1v1.
La seconda colonna della matrice rappresentativa ci dice che

F(v2) = O0v 4+ dava + ...+ 0y,

quindi f(v2) = Aav2 € cosi’ via.
Quindi tutti i vettori della base V sono autovettort.

= = = > +

- o = = JL
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Teorema Sia f € End(V), dim(V) = n, {\1, ... A} lo spettro di f (I’insieme
degli autovalori). Allora
o f diagonalizzabile se e solo se esiste una base ) di V formata da
autovettori di f;
o Se f ha n autovalori distinti (cioe’ P¢(¢) = 0 ha n soluzioni distinte)
allora f e’ diagonalizzabile;
o Se gli autovalori di f, anche contati con la loro molteplicita’, sono meno
di n (cioe’ se P¢(t) = O ha meno di n soluzioni, contate con la loro

molteplicita’) allora f non ¢’ diagonalizzabile. Qumdl se
a(A1) +a(X) + a(\;) < n allora f non e’ diagonalizzabile.

o Se
a()\]) - a(/\z) —+ ... —I—a()\k) = n

(cioe’ se P¢(t) = 0 ha n soluzioni contate con la loro molteplicita’) allora
f e’ diagonalizzabile < a(\;) = g(N), Vi=1,.. k.

Se a(A;) = 1 allora g(A; ) = 1 (quindi e’ necessario verificare
a(A;) = g(\;) solo peri A, tali che a(\;) > 1)

o Se f e’ diagonalizzabile, la matrice diagonale che lo rappresenta rispetto
a una certa base ha sulla diagonale gli autovalori \; (che appaiono con la

molteplicita’ a(\;))

= r - =
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